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辐射 和 光 场 的 量子 统计 理论 是 量子 光学 的 理论 基础 . 
量子 光学 是 近代 光学 的 重要 组 成 部 分 , 它 是 20 世纪 中 后 期 才 发 展 起 来 的 , 距 


” 今 不 过 $0 年 . 其 创始 标志 是 Hanbury Brown-Twiss 关于 光 场 强度 相关 性 的 实验 和 


对 它 的 量子 解释 ,以 及 对 激光 量子 统计 性 的 研究 . 众所周知 ,相位 相关 性 显示 了 交 
场 的 波动 性 质 , 而 强度 的 相关 性 则 显示 出 光子 的 量子 统计 性 质 . 对 激光 的 动力 学 
研究 进一步 发 展 了 光 场 与 原子 相互 作用 的 量子 统计 理论 方法 . 

量子 光学 的 研究 对 象 正 是 光 场 的 量子 统计 特性 以 及 光 场 与 物质 相互 作用 的 微 
观 过 程 ,以 探索 新 的 特征 量子 光 场 (例如 反 群 聚 光 场 , 光 场 的 挤 压 态 ) 和 发 展 新 的 发 
光 需 件 . 

量子 光学 与 光学 中 其 他 分 支 如 激光 物理 ,信息 光学 和 非 线性 光学 等 有 着 紧密 
联系 ,例如 :探讨 新 机 制 的 激光 器 ,发 展 量子 信 息 学 ,从 量子 统计 的 深度 来 研究 非 线 
性 光学 过 程 . 其 他 如 量子 测量 以 及 对 量子 力学 基本 理论 的 验证 (通过 量子 光学 来 
进行 有 它 的 优越 性 ) 也 是 量子 光学 的 内 容 . 量子 计算 机 的 研究 是 目前 国际 上 很 受 
重视 的 方向 ,但 难度 很 大 ,其 中 也 涉及 许多 量子 光学 范畴 内 的 问题 ,目前 正在 进行 
多 方面 的 探索 . 最 后 想 指出 的 是 ,过 去 光 场 与 物质 的 相互 作用 主要 是 指 光 场 与 原 
子 分 子 的 作用 . 现在 又 延伸 到 与 半导体 中 的 电子 、 空 穴 以 及 激 子 的 作用 ,派生 出 半 
导体 微 腔 量子 电动 力学 (QED) 这 一 分 支 . 它 发 展 出 的 微型 光学 器 件 ,有 可 能 在 集 
成 光电 路 方面 发 挥 重要 作用 . 至 于 新 开始 研究 的 原子 波 学 (将 光子 场 蔡 换 成 原子 
场 ,通常 又 称 为 原子 光学 ) 也 常 是 量子 光学 研究 的 范围 ,但 已 不 是 原来 意义 上 的 量 
子 光 学 领域 . 

以 上 情况 表明 :具有 较 深 厚 的 辐射 和 光 场 量子 统计 理论 基础 ,可 能 对 培养 21 
世纪 的 创新 人 才 具 有 重要 意义 , 正 是 在 这 种 认识 下 ,北京 大 学 物理 系 决定 为 光学 专 
业 开设 这 门 必修 课 , 选 修 此 课 的 还 有 部 分 理论 物理 专业 和 电子 学 系 的 研究 生 . 

本 书 内 容 大 致 分 为 两 部 分 ,一 是 有 关 光 场 和 电子 场 的 量子 化 0, 光子 的 基本 性 
质 (如 自 旋 、 宇 称 、 动 量 和 和 角 动 量 、 能 量 ), 狄 拉克 方程 的 物理 内 涵 , 量 子 电 动力 学 的 


D 考虑 到 以 后 量子 光学 过 程 可 能 会 扩展 到 高 能 电子 ,本 课 中 将 采用 相对 论 性 的 电子 场 . 
其 实 对 于 重 原子 的 内 层 电 子 ,其 束缚 能 的 相对 论 修正 已 不 小 ,达到 了 10% 左 右 . 原子 物理 中 的 
自 旋 -轨道 耦合 项 ,也 需 从 相对 论 性 理论 来 推导 . 更 重要 的 是 ,不 通过 相对 论 性 理论 就 得 不 出 双 
光子 作用 项 ,而 此 作用 项 对 光子 -原子 散射 过 程 极 为 重要 . 


让， 辐射 和 光 场 的 量子 统计 理论 


基本 方程 组 ,对 洛 伦 兹 条 件 的 处 理 , 散 射 算 符 , 费 曼 对 正 电 子 的 处 理 和 费 曼 图 规则 ， 
原子 对 光子 的 吸收 , 电 多 极 辐射 和 磁 多 极 辐射 ,原子 和 自由 电子 对 光子 的 散射 等 
(原子 的 拉 比 振荡 和 共振 荧光 也 可 算 在 这 一 部 分 ,但 亦 与 第 二 部 分 相关 ). 二 是 光 
场 的 相干 态 与 挤 压 相干 态 , 光 场 的 量子 统计 描述 ,光学 测量 与 光 场 的 相关 函数 , 原 
子 和 光 场 与 库 的 作用 , 耗 散 与 涨 落 的 量子 统计 理论 ( 主 方程 与 量子 朗 之 万 方程 ), 简 
单 激光 系统 的 量子 理论 等 . 

由 此 可 见 ,本 书包 括 了 量子 电动 力学 基础 和 量子 光学 的 基本 概念 和 理论 方法 
“( 含 新 近 发 展 的 量子 随机 轨迹 方法 ). 正文 后 并 有 若干 附录 ,其 中 包含 了 作者 本 人 
与 合作 者 的 一 些 研 究 成 果 . 

本 书 是 作者 在 十 多 年 来 于 北京 大 学 讲授 此 课 的 讲稿 的 基础 上 写成 的 ,具有 教 
材 的 性 质 ,注重 可 读 性 ,并 特别 着 重 于 对 基本 概念 的 深入 阐述 . 因此 本 书 的 第 一 部 
分 也 可 作为 量子 力学 和 量子 场 论 的 参考 书 . 

在 从 讲稿 写成 书 时 ,又 补充 了 一 些 内 容 ,其 分 量 已 超出 教学 的 要 求 ( 文 中 用 小 “ 
字号 表示 ) ,有些 章节 作 了 较 大 的 修改 , 几 个 附录 完全 是 新 加 的 (具有 简介 的 性 质 ， 
不 是 按 教材 写 的 ). 学 生 在 学 本 门 课程 以 前 ,已 经 学 过 分 析 力 学 、 电 动力 学 .统计 物 
理 和 量子 力学 ,这 些 都 是 本 课 的 先 备 课程 ,其 中 电动 力学 和 量子 力学 尤其 重要 . 在 
本 书 中 ,电磁 单位 采用 高 斯 制 , 高 斯 单位 制 在 理论 物理 中 具有 明显 的 优点 ,其 中 ， 
EE,B,D 和 HH 都 具有 相同 的 量 纲 ,真空 的 介 电 常数 和 导 磁 系数 都 等 于 1. 高 斯 制 中 
有 三 个 基本 量 纲 , 比 国际 单位 制 少 , 比 自然 单位 制 多 (后 者 只 有 一 个 基本 量 纲 ), 数 
目 比 较 适 中 . 作者 认为 ,学 物理 的 人 如 果 只 知 有 国际 单位 制 ,不 知 其 他 , 则 犹如 《 桃 
花 源 记 》 中 的 人 “不 知 有 汉 ,无 论 魏 晋 ”, 连 阅读 国际 科学 文献 都 可 能 会 遇 到 困难 ,是 
很 不 合适 的 . 

本 课程 主要 参考 书 前 后 共计 有 : 阿 希 叶 泽 尔 和 别 列 斯 捷 茨 基 《 量 子 电动 力学 》 
(有 中 译本 和 英 译 本 );Louisell: Quantum Statistical Properties of Radiation, Loud- 
on:The Quantum Theory of Light( 有 中 译本 ); Haken: Light Voll,2; Sangent 下 ， 
Scully and Lamb: Laser Physics; Haken: Laser Theory; Nussenzveig: Introduction to 
Quantum Optics; Walls and Milburn: Quantum Optics; Carmichael: An Open System 
Approach to Quantum Optics; Scully and Zubairy: Quantum Optics; Carmichael: Sta- 
tistical Methods in Quantum Optics; Master Equations and Fokker-Plank Equations 
等 . 

本 书 是 作者 《理论 物理 三 卷 集 ) 之 三 ,其 一 为 《电动 力学 ), 其 二 为 《量子 规范 场 
论 》, 这 两 本 曾 于 1961 年 和 1990 年 由 人 民 教 育 出 版 社 和 高 等 教育 出 版 社 分 别 出 
版 , 修 定 后 将 归 人 三 卷 集 重新 出 版 . 

作者 最 初学 习 半导体 物理 ,研究 生 毕 业 后 分 配 到 兰州 大 学 任教 ,研究 方向 改 成 

基本 粒子 物理 . 1957 年 调 回 到 北京 大 学 物理 系 , 仍 继续 这 一 方向 . 但 1958 年 后 ， 
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前 . 这， 
正常 科研 工作 受到 极 大 干扰 . 再 加 上 “科学 革命 “三 年 困难 ”"、“ 下 放 劳 动 "“ 社 教 
四 清 ” 以 及 “文革 ”动乱 , 华 年 路 距 而 去 ( 聊 寄 数 语 ,是 为 青年 读者 共勉 ). 20 世纪 90 
年 代 初 , 转 到 量子 光学 方向 ,在 此 领域 工作 不 过 十 年 多 ,认识 其 为 有 限 . 书 中 不 当 
和 下 误 之 处 在 所 难免 . 如 蒙 指 正 ,不 胜 感谢 . 来 信 请 寄 北 京 大 学 物理 学 院 . 


草 昌 祺 
2004 年 5 月 于 密歇根 湖畔 
(时 值 在 美国 西北 大 学 任 访问 教授 ) 
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光 的 量子 性 是 历史 上 奠定 量子 论 的 第 一 个 基本 事实 . 所 谓 光 子 就 是 指 光 场 或 
电磁 场 的 量子 . 光子 的 动量 和 能 量 分 别 与 电磁 场 的 波 矢量 上 和 角 频 率 成 正比 : 
P= 率 ,E = ww. 除 此 而 外 光子 还 有 角 动 量 和 宇 称 . 角 动 量 包 括 自 旋 角 动量 和 轨 
道 角 动量 ,光子 的 自 旋 量 子 数 为 1. 相应 地 , 宇 称 分 为 内 豪 宇 称 和 轨道 宇 称 , 光 子 的 
内 个 宇 称 为 一 1. 

我 们 知道 , 自 旋 量子 数 为 半 整 数 的 粒子 ( 场 量子 ) 服 从 费 米 统计 ,因此 这 种 粒子 
统称 为 费 米 子 , 自 旋 为 整数 的 粒子 服从 玻 色 统计 ,因而 统称 为 玻 色 子 . 现在 已 知 的 
基本 费 米 子 分 为 轻 子 和 夸克 子 两 类 ,它们 的 自 旋 量 子 数 都 是 1/2. 在 我 们 通常 所 熟 
悉 的 粒子 中 ,电子 和 中 微 子 属于 轻 子 ,而 质子 .中 子 和 r 介子 等 则 是 由 夸克 子 构成 
的 复合 粒子 . 至 于 现在 已 知 的 基本 玻 色 子 , 除 了 人 们 熟悉 的 光子 ( 它 传 递 电磁 作 
用 ) 以 外 ,还 有 传递 强 作 用 的 色 胶 子 以 及 传递 弱 作 用 的 W: 玻 色 子 和 ZZ 玻 色 子 . 它 
们 的 自 旋 量子 数 都 等 于 1. 

现代 物理 学 认为 , 场 是 物质 存在 的 基本 形式 ,所 有 的 粒子 实际 上 都 是 场 的 量 
子 . 场 量子 与 量子 力学 中 的 粒子 相 比 ,并 不 完全 相同 ,只 有 在 非 相 对 论 近 似 下 , 才 
能 把 两 者 拟 合 起 来 (参见 第 二 章 ). 对 于 光子 ,由 于 不 存在 非 相对 论 近似 , 故 光子 在 
任何 情况 下 都 不 能 看 作 是 某 种 量子 力学 意义 下 的 粒子 . 

在 本 章 中 ,我 们 将 讨论 电磁 场 的 量子 化 ,并 通过 这 种 讨论 来 阐明 光子 的 基本 性 
质 和 自由 光子 的 一 些 重要 状态 . 讨论 将 主要 采用 海 森 伯 图 象 ( 8$ 1.1 除外 ). 


$1.1 对 量子 力学 的 简单 概括 


如 上 文 所 述 ,按照 现代 物理 学 的 观点 ,量子 理论 的 根本 形式 是 量子 场 论 . 量 于 

力学 基本 上 是 在 非 相 对 论 情况 下 它 的 一 种 近似 形式 :在 非 相 对 论 情况 ,电子 场 的 狼 

拉克 方程 近似 为 苹 定 丧 方程 , 场 的 量子 化 对 应 于 苹 定 滑 波 函 数 的 量子 化 即 通 常 所 

说 的 二 次 量子 化 , 它 等 价 于 多 体 的 量子 力学 . 然而 从 历史 上 说 , 先 建立 起 来 的 是 量 

子 力学 . 在 物理 教学 中 也 是 先 学 习 量子 力学 . 因此 在 这 一 节 中 我 们 将 从 量子 力学 
出 发 ,总 结 量子 理论 的 一 般 特点 ,以 便 在 此 基础 上 建立 量子 场 的 理论 . 

什么 是 量子 力学 与 经 典 力学 的 基本 差别 ? 只 要 学 过 初等 量子 力学 的 人 都 会 知 

道 : 

i) 在 经 典 力学 中 ,一 个 (无 自 旋 ) 粒 子 的 状态 由 它 的 坐标 和 动量 (普通 意义 的 
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或 广义 的 ) 的 一 组 值 ,例如 (>z， ,Z25Z3 ， 刀 1, pz2，, ps) 来 确定 ,对 应 于 相 空 间 中 的 一 个 
氮 . 该 粒子 的 一 切 物理 量 均 可 表示 为 它们 的 函数 . 而 在 量子 力学 中 ,粒子 的 状态 
则 由 一 个 波 函 数 p(zi ,z， , Z3) 来 确定 ,有 关 该 粒子 的 一 切 可 能 的 物理 知识 ,都 可 
从 该 波 函 数 得 出 . 

i) 在 经 典 力学 中 , 任 一 个 力学 量 都 是 用 一 个 普通 数 ( 称 为 c 数 ) 来 表示 ,而 在 
量子 力学 中 则 是 用 一 个 运算 在 波 函 数 上 的 算 符 (又 称 g 数 ) 来 表示 . 

然而 上 述 回答 只 说 明了 (在 最 简单 的 单 粒 子 情况 下 ) 两 者 在 数学 表述 上 的 差 
别 ,并 没有 阐明 这 种 差别 的 物理 内 涵 . 

首先 要 指出 ,量子 力学 中 的 波 函 数 并 不 就 是 现实 三 维 坐 标 空 间 中 实质 性 的 波 
(在 这 一 点 上 它 与 场 不 同 , 场 是 现实 三 维 空间 中 实质 性 的 波 ) ,这 可 从 多 粒子 或 刚体 
(如 多 原子 分 子 ) 的 波 函 数 即 可 看 出 . 对 双 粒 子 体系 , 波 函数 为 P(X1, TX2, TI3,T 1 
Z 2,Z3), 它 是 六 维 空间 中 的 函数 . 刚体 的 广义 坐标 则 可 取 为 其 质心 坐标 ( x1 ,zs ， 
x3) 和 三 个 取向 角 ( 0, , 9, , 0, ) ,其 量子 波 函 数 为 p(z ,zz ,0, ,0, ,90,), 即 刚体 
位 形 空间 中 的 函数 . 就 是 对 单 粒子 而 言 , 它 的 波 函 数 也 可 用 动量 空间 (或 其 他 广义 
空间 ) 中 的 函数 如 y(p1 ,zp ,p;) 来 表示 . 动量 空间 是 一 种 作为 数学 表示 手段 的 抽 
象 空 间 , 并 不 是 现实 的 三 维 空间 . 

那么 量子 力学 波 函 数 的 本 质 意 义 是 什么 呢 ?” 应 该 说 , 它 在 本 质 上 是 状态 盔 加 
表示 中 的 系数 , 属 粒 子 量 子 状态 的 一 种 数学 表示 . 例 为 对 单 粒子 ,车 用 抽象 代数 符 
号 |A) 表 示 它 的 任意 一 个 状态 ,用 | zi , zz, zs 和 | pi , ps，, ps) 分 别 表 示 具 有 确定 
坐标 (zi, zz ,zs ) 和 确定 动量 (pi , p,,p;) 的 状态 , 则 根据 状态 全 加 原理 , | A) 可 表 
未 为 各 个 | zx1 ,xz ,zs) 态 的 全 加 ,也 可 表示 为 各 个 |p1 ,pp, ,pp;) 态 的 硬 加 ,而 波 函 数 
p(xi1,T2,T3) 和 yy( pi ,p> ,Pp3 ) 就 是 相应 谷 加 表示 中 的 系数 . 


| A) 一 | p(x1, x2 73) | x1, XT, ,TX3)d Zz， 
或 
A) = | 9(p1, p25;) | pi1,p2, p32d p. 


要 进一步 说 明 上 式 的 物理 内 涵 , 就 要 涉及 量子 力学 中 两 个 最 主要 的 新 概念 ,一 
是 与 “ 测 不 准 关系 ” 相 联 系 的 概念 , 它 表 明 在 量子 理论 中 并 非 所 有 力学 量 都 可 以 同 
时 准确 地 测量 , 另 一 是 “状态 释 加 ”的 概念 ,这 也 是 经 典 理论 中 所 没有 的 . 力学 量 之 
所 以 要 用 算 符 表示 也 同 这 些 问 题 相关 . 

量子 力学 究竟 在 物理 概念 上 与 经 典 力学 有 哪些 基本 差别 ? 它 的 理论 框架 是 怎 
样 建立 的 ? 我 们 简单 列举 如 下 : 

1) 在 微观 物理 中 ,力学 量 的 取 值 可 能 受到 经 典 理论 所 没有 的 限制 ,例如 角 动 
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量 和 原子 的 束缚 能 级 就 只 能 取 某 些 特定 的 离散 值 . 量子 力学 把 一 个 力学 量 全 部 可 
能 取 的 值 称 作 它 的 本 征 值 . 

2) 对 于 一 个 经 典 状态 ,所 有 的 力学 量 的 值 都 是 确定 的 ,而 对 于 微观 体系 的 量 
子 状态 ,不 可 能 所 有 的 力学 量 都 具有 确定 的 (测量 ) 值 . 换 句 话 说 ,对 该 态 作 某 些 力 
学 量 的 测量 时 ,所 得 出 的 结果 将 具有 随机 性 : 它 的 各 个 本 征 值 以 一 定 概率 出 现 . 如 
果 基 个 力学 量 M 在 该 态 的 值 是 确定 的 , 则 该 态 就 称 为 力学 量 M 的 本 征 态 ,相应 
的 值 m 则 称 为 该 力学 量 的 本 征 值 . 若干 个 可 同时 测 准 的 力学 量 将 具有 共同 的 本 
征 态 . 

3) 量子 力学 认定 :6 可 同时 测 准 的 独立 的 力学 量 的 最 大 数目 等 于 该 体系 的 日 由 
度 n. 此 值 比 经 典 理论 中 的 值 少 一 半 . 在 经 典 理论 中 ,所 有 的 力学 量 原则 上 都 可 测 
准 , 但 独立 的 数目 为 2” ,可 取 为 n 个 广义 坐标 和 个 广义 动量 . 其 他 力学 量 都 可 
表 为 它们 的 函数 因而 不 是 独立 的 . 

在 量子 力学 中 ,由 n 个 可 同时 测 准 的 独立 力学 量 所 构成 的 集合 将 称 为 力学 量 
的 一 个 完全 集合 ,如 果 它 们 的 本 征 值 集合 能 完全 确定 体系 的 一 个 状态 ,不 再 有 简 
并 . 按 此 标准 ,(p, , p,,p?) 就 不 构成 单 粒 子 力学 量 的 完全 集合 . 完全 集合 有 不 同 
的 选取 方案 ,如 (zi ,x2 ,XT3), (pi,P2,p3). 

4) 状态 的 释 加 ,这 是 量子 力学 新 引入 的 另 一 个 基本 概念 . 仍 以 单 粒子 为 例 ， 
对 于 能 量 、 角 动量 的 平方 和 角 动 量 的 第 3 分 量 的 本 征 态 (以 下 简称 “能 量 和 和 角 动 量 " 
的 本 征 态 )|E,7,1,), 当 我 们 测 这 些 力 学 量 时 ,得 出 的 值 确定 地 等 于 EE,l(l+1) 大 
和 7 到. 但 是 当 我 们 对 该 态 测 量 动量 时 ,结果 具有 随机 性 ,可 能 出 现 各 种 pi , p， 和 
ps 的 值 . 这 一 情况 使 得 我 们 把 状态 1E ,7，,/ ) 看 作 是 各 种 动量 本 征 态 | pi , zz , Pp) 
的 芋 加 . 值得 强调 的 是 ,这 并 不 意味 着 一 个 “能量 和 角 动 量 ” 态 “包含 "各 种 动量 的 
子 态 . 因为 当 我 们 对 上 述 测 量 后 出 现 的 某 个 动量 本 征 态 再 进行 能 量 和 和 角 动 量 测 
量 , 其 结果 并 不 一 定 就 是 原来 的 (E,l(l+1)#， 7 无 ) ,而 可 能 取 其 他 的 一 系列 值 . 
这 就 表明 ,当初 的 态 |EE,1,1;) 是 由 各 种 动量 本 征 态 以 某 种 方式 全 加 而 成 的 单纯 
态 , 而 任 一 个 动量 本 征 态 又 是 各 种 “能 量 和 角 动 量 ” 态 益 加 而 成 的 单纯 态 . 为 了 强 
调 这 一 特性 ,我 们 常 把 这 种 炙 加 称 作 相干 冯 加 , 它 不 同 于 若干 个 状态 的 混合 . 或 者 
说 , 它 不 同 于 一 个 统计 系 综 . 一 个 状态 并 可 以 多 种 方式 表 成 其 他 状态 的 人 加 ,如 
|E,1,1;) 又 可 表 成 各 种 坐标 本 征 态 | zi ,zs ,23) 的 警 加 . 

需要 强调 的 是 ,只 有 同一 个 体系 的 状态 才 能 委 加 在 一 起 ,两 个 体系 的 状态 是 不 
能 委 加 在 一 起 的 . 

很 显然 ,在 经 典 力学 中 不 存在 这 种 状态 闪 加 ,经 典 波 的 合 加 与 量子 状态 合 加 也 
有 着 本 质 差别 . 对 于 经 典 波 , 释 加 出 来 的 波 并 不 部 分 地 处 于 原来 各 个 波 的 状态 , 当 
对 看 加 波 的 任何 力学 量 进 行 测量 时 ,都 不 会 以 一 定 概率 显示 原来 各 个 波 的 值 . 
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以 上 四 条 都 属于 量子 力学 引入 的 新 概念 ,其 中 第 2,4 条 是 对 经 典 概念 的 根本 
性 变革 . 
5) 设 S 为 体系 力学 量 的 一 个 完全 集合 , 则 它们 全 部 的 共同 本 征 态 |s, 将 构成 


体系 状态 的 完备 集 ( 其 中 % 代表 集合 S 的 任 一 组 本 征 值 ). 于 是 体系 的 任何 状态 
| A) 都 可 表示 为 它们 的 又 加 . 在 ; 取 分 立 值 的 情况 下 , 欠 加 式 可 表 为 
1A》= >als,)1s,), (1.1.1) 


a(s; ) 一 般 为 复数 ,在 |A) 和 |s,) 都 归 一 的 情况 下 ,a(s, ) 称 为 概率 幅 , 它 的 绝对 什 
平方 P(s; ) 等 于 “对 状态 14 进行 力学 量 集合 S 的 测量 时 ,得 出 结果 为 的 概 
率 ”. 要 特别 指出 的 是 ,a(s ) 不 能 简单 地 取 成 P(s, ) 的 平方 根 ， 否则, (举例 来 说 ) 
当 | 五 ,1 ,13》 表 成 各 动量 本 征 态 | pi, p;,p;) 的 秦 加 ,而 每 个 动量 本 征 态 又 表 成 各 
种 能 量 角 动 量 的 礁 加 时 ,就 不 能 还 原 到 原来 的 | 已 ,7,7,》 引入 复数 的 概率 幅 正 是 
释 加 的 相干 性 的 体现 ,也 显示 出 “量子 和 加 ”与 “混合 ”的 区 别 ， 

两 个 相同 状态 如 两 个 | 5o) 的 和 加 结果 将 为 c| so》. 在 归 一 化 后 ,与 原 态 | 5。》 
最 多 差 一 个 因子 e?. 而 | 50) 与 ?|s。) 在 物理 上 没有 什么 不 同 ,因为 对 S 测量 的 结 
果 未 变 . 上 述 情况 也 反映 量子 状态 的 释 加 与 经 典 波 秋 加 的 差异 . 在 经 典 力学 中 ， 
两 个 相同 波 秋 加 后 ,其 能 量 和 动量 等 物理 量 都 与 原 波 不 同 . 

(1.1.1) 式 中 的 a(s, ) 又 称 为 | A) 在 |s ) 上 的 投影 ,并 记 作 (s, |A). 若 a(s)=0 
则 称 |A) 与 15, ) 正 交 ,代表 对 态 |A) 进 行 S 的 测量 时 ,得 出 测量 值 为 的 概率 为 
零 . 显然 ,集合 S 的 两 个 不 同 本 征 态 |s,) 和 |s,) 是 正 交 的 . 因而 S 的 本 征 态 集 合 构 
成 体系 状态 的 正 交 完 备 集 . 利用 | s ) 的 正 交 归 一 性 ,不 难 验 证 (1. 1. 1) 式 左 方 的 
1A) 确 是 归 一 的 . 

量子 状态 的 上 述 性 质 使 它 类 似 于 矢量 ,因而 量子 态 的 数学 表示 被 称 为 态 矢 量 
(抽象 代数 意义 下 的 矢量 ). 全 部 态 矢量 | ;的 集合 构成 态 矢量 空间 (无 穷 维 ) 中 的 
一 组 基 矢 .“ 系 数 集合 "a(s ) 称 为 状态 在 S 表象 中 的 表示 . 对 于 单 粒子 (在 不 改变 
其 自 旋 时 ) ,状态 在 坐标 表象 中 的 表示 就 是 通常 所 谓 的 波 函 数 o( zi, zx,, x,). 由 
此 可 见 , 量 子 波 函 数 的 本 质 意义 是 与 状态 的 又 加 性 相 联系 的 @. 

6) 关于 表示 系数 的 相 因 子 . 如 上 所 述 ,(1.1.1) 式 中 |A) 的 表示 系数 a(s, ) 的 
绝对 值 由 概率 P(s ) 确 定 ,因而 具有 客观 性 . 至 于 各 个 a(s, ) 的 相位 因子 8 , 则 情 
况 与 |a(s )| 不 同 ,它们 既 含 有 客观 性 因素 又 含有 约定 性 因素 . 这 是 因为 作为 基 矢 


中 以 上 讨论 表明 ,早期 的 提 法 “微观 粒子 具有 波 粒 二 象 性 "并 不 妥当 . 因为 它 把 < 波 > 和 
糙 “各 作 一 象 并 提 , 暗 含 着 “ 波 " 是 现实 三 维 空间 中 的 实体 波 . 我 们 在 第 2 页 还 曾 指出 :对 于 刚 
体 (如 多 原子 分 子 ) , 波 函 数 为 p(xi ,zx ,zi ,01 ,0, ,0s), 并 不 就 是 三 维 空间 坐标 的 函数 . 
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的 |s;) 乘 上 任 一 个 相位 因子 e% 后 仍 代表 同一 状态 (为 前 所 述 , 它 仍 为 力学 量 集合 
S 的 “本 征 值 为 wy 的 ”本 征 态 ,而 且 仍 是 归 一 的 ), 于 是 当 用 |s〉 寺 ew | s) 来 代替 
15 7) 作 基 天 进行 展开 时 , 原来 的 系数 a(s ) 即 变换 成 a'(s)= al(s)e “. 新 的 
a (5 ) 同 样 是 状态 | A ) 在 S 表象 中 的 表示 . 这 表明 状态 表示 中 的 位 相 因 子 含 有 约 
定性 因素 . 但 是 两 个 态 | A 和 1B) 在 基 矢 |s) 上 的 投影 a(s; ) 和 8(s ) 之 间 的 位 相 
差 在 上 述 变换 下 保持 不 变 . 这 个 结果 是 必须 的 , 因 上 述 位 相差 具有 客观 性 意义 :在 
1A) 和 |1B) 的 辣 加 态 中 测 出 S 的 本 征 值 为 s; 的 概率 就 与 上 述 位 相差 的 取 值 有 关 . 
7) 关于 力学 量 的 数学 表示 . 定义 线性 算 符 M 如 下 : 它 作 用 到 力学 量 M 的 本 
征 态 |m, 上 的 结果 即 定义 为 m; | m; ) ,而 作用 到 任意 状态 | A〉 上 时 ,要 先 将 | 和 A) 按 
| m; ) 展 开 ,再 按 上 面 的 定义 作用 到 展开 的 各 项 上 . 例如 当 |Ay》 = 2 | m; 时 ， 


MIA= 忆 aa | m;). 根据 这 一 定义 ,力学 量 M 在 任意 态 |A) 中 的 期 望 值 
1a, 1?m; 就 可 表示 成 (A1M|A》 而 且 M 的 任意 函数 f(M) 在 状态 | 4A) 中 的 期 


望 值 就 等 于 (A|f(M)|A)[f(M) 作 用 到 | m) 上 的 结果 , 按 定义 就 是 
f(m;)|m;)]. 在 上 述 意 义 下 , 算 符 M 成 为 力学 量 M 的 数学 表示 . 

我 们 看 到 ,在 量子 力学 中 力学 量 之 所 以 要 用 算 符 表示 是 与 前 面 所 阐述 的 第 2， 
4 点 相关 . 在 经 典 力学 中 ,由 于 各 力学 量 在 所 有 可 能 的 状态 中 都 具有 确定 值 ,也 不 
存在 状态 的 释 加 , 故 力学 量 只 需 用 普通 数 (c 数 ) 表 示 即 可 . 

力学 量 算 符 像 态 矢量 一 样 可 以 用 不 同 表象 来 表示 . 算 符 M 在 它 自己 的 表象 中 
的 表示 矩阵 是 对 角 的 , 即 Mj = (mw | M | ms) = 5m;. 在 其 他 表象 中 则 有 非 对 角 
元 ,如 在 S 表象 中 Mi = (5 |M|s, ) 一 般 不 为 零 . 当 我 们 将 基 矢 | s ) 乘 上 任意 相 因 
子 即 用 |s;〉》=e% 15 来 代替 15 时 ,M 将 相应 地 变 为 M = Me “9 %). 这 表 
明 非 对 角 元 的 相 因子 同样 含有 约定 性 因素 ,情况 与 态 矢量 相应 . 

8) 根据 5) 一 7) 的 讨论 ,可 以 得 出 :两 个 “可 同时 测 准 ” 的 力学 量 所 对 应 的 算 符 


是 可 以 对 易 的 . 对 于 任意 两 个 力学 量 忆 和 于, 如 令 人 8 三 工 (人 计 一 六 大), 则 在 


任意 态 中 ,Li 和 LL, 测量 值 的 均 方差 将 满足 下 述 测 不 准 关系 : 


ALIAL: 之 1(8)1， (1.1.2) 


其 中 AL 代表 (《L?) - (天 》): , 称 为 算 符 于 在 该 态 中 的 测 不 准 度 ,( 人 8 代表 8 在 该 
态 中 的 期 望 值 . 荆 , ,~- 上, 上; 称 作 两 算 符 的 对 易 子 并 记 作 [ 袜 , 二 ]. 在 人 的 定义 
中 将 对 易 子 除 以 ;是 使 人 成 为 厄 米 算 符 . 

在 体系 的 力学 量 可 表 为 广义 坐标 算 符 9, 和 广义 动量 算 符 廊 , 的 代数 函数 情况 
下 ,只 要 知道 6， 和食, 之 间 的 对 易 子 就 可 确定 这 些 力 学 量 之 间 的 对 易 子 ,例如 
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[pa,9;]= PLPi,9;]+[p,,9;]p. 量子 理论 的 基本 假设 是 ( 指 在 苹 定 汕 图 象 
中 . 奇 取 海 森 伯 图 象 , 则 应 为 等 时 对 易 子 ) 

[gj;,Pi] = if6, [9;,9] = [$;,p;] = 0. (1.1.3) 
这 就 是 说 在 不 同 自由 度 之 间 , 9g 与 p 是 可 对 易 的 (从 而 不 同 自 由 度 的 任何 力学 量 算 
符 都 是 可 对 易 的 ), 只 有 同一 自由 度 的 9 与 5 才 不 可 对 易 , 即 不 可 同时 完全 测 准 . 相 
应 的 测 不 准 度 关系 为 


Ag;Ap; 六 下 (1.1.4) 


〈1.1.3) 式 通常 称 作 量子 化 条 件 . 对 于 单 粒 子 系 , 上 述 基本 假设 ( 即 量子 化 条 件 ) 的 
物理 基础 就 是 德 布 罗 意 关系 p = 让 (以 及 平面 波 的 表 式 要 用 e** 的 形式 而 不 是 
sin(K x+0) 的 形式 . 原因 是 :这 时 电子 在 空间 各 点 的 概率 密度 是 均匀 的 ). 这 样 ， 


在 表象; 的 表示 就 是 一 寺 了 ,以 使 (1.1.3) 式 成 立 . 狄 拉克 从 另 一 角度 普遍 
地 论证 了 这 一 基本 假设 . 他 引入 量子 泊 松 括号 |L, Mjo. 要 求 它 与 经 典 的 泊 松 括 
号 满足 相同 的 交换 、 分 配 和 结合 等 规则 ,由 此 即 得 出 站 ,次 |o 与 工 (应 - 次 己 ) 


成 正比 . 比例 系数 为 一 普 适 常 数 并 具有 [作用 量 ] :的 量 纲 ,因而 与 普 朗 克 常数 成 
反比 . 将 它 记 作 天 ” ,并 称 大 为 约 化 的 普 朗 克 常 数 . 狄 拉 克 再 假定 g 与 p 之 间 的 
量子 泊 松 括号 与 经 典 泊 松 括号 的 值 相 等 ,这 样 就 得 出 (1.1.3) 式 及 大 = 有 /2x. 

物理 学 中 所 引入 的 物理 量 原则 上 都 是 从 守恒 律 定 出 来 的 ,否则 引入 的 量 就 没 
有 什么 意义 .而 守恒 律 又 与 物理 规律 具有 的 对 称 性 相 联系 :动量 ( 指 平 动量 ) 守 人 恒 
来 自 空 间 坐标 架 平移 对 称 性 ,能 量 守恒 来 自 时间 原 点 平移 的 对 称 性 . 角 动 量 守恒 
来 自 空间 坐标 架 转 动 对 称 性 . 在 量子 理论 中 ,情况 也 一 样 ,并 且 还 引入 宇 称 这 个 新 
物理 量 ,其 守恒 与 空间 坐标 架 的 反射 对 称 性 ( 即 从 右手 坐标 系 变 成 左手 坐标 系 ) 相 
联系 . 对 于 角 动 量 守恒 和 能 量 守恒 ,有 时 也 简单 地 通过 它们 的 经 典 表达 式 ,将 其 中 
动量 换 成 算 符 来 给 出 . 

9) 在 莉 定 刘 图 象 中 ,状态 随时 间 的 变化 可 由 德 布 罗 意 另 一 关系 式 下 = fiw 来 
确定 . 对 能 量 本 征 态 于 是 用 


| £2) = | zo Oe ieG-0), (1.1.5) 
对 任意 态 ,可 先 将 |z。) 按 能 量 算 符 态 的 本 征 态 |E,) 来 展开 ,再 按 上 式 确定 每 项 随时 
间 的 变化 . 这 样 , 若 
| 10) = Za(E;) | E,), 


@ 归 一 化 条 件 要 求 :状态 随时 间 变 化 应 由 因子 3* 表 示 而 不 是 由 sin( Ex/ 大 + 9) 表示. 
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则 有 
| £) = Da(E,)e so) | E,). 
两 边 对 t 微 商 即 得 
法 闻 12) = SEalE Ye iS" IE)= 冯 It), (1.1.6) 


这 就 是 套 定 计 方 程 . 它 是 时 间 的 一 阶 方程 ,而 且 是 一 个 线性 方程 因此 状态 之 间 的 
到 加 关系 并 不 随时 间 而 改变 . 
薛 定 兽 方程 虽然 表明 状态 随时 间 连 续 地 变化 ,但 它 并 不 与 量子 牙 迁 的 概念 相 
矛盾 . 将 此 两 者 统一 起 来 的 关键 就 是 状态 全 加 原理 . 例如 奢 
1 2) = >0;(t) | m;), a;(0) = 6o， 


其 中 | mm ;为 一 组 正 交 归 一 的 完备 态 集合 . 则 当 t=0 时 ,体系 完全 处 于 | mo) 态 ,而 
当 t=e(e 为 任意 正 值 小 量 ) 时 ,就 会 出 现 从 |mo) 到 |m);jo 态 的 跃迁 ,只 是 跃迁 的 
概率 为 相应 的 小 量 . 在 这 里 ,状态 |z) 随 时 间 的 连续 变化 只 是 表明 跃迁 到 | m) 的 
概率 幅 是 连续 变化 的 . 

由 于 量子 力学 课程 中 通常 采用 苹 定 记 图 象 ,下 面 将 对 读者 较 不 熟悉 的 海 森 伯 
图 象 作 一 些 说 明 . 

10) 在 海 森 伯 图 象 中 , 态 和 撩 量 与 无 关 . 这 时 体系 的 每 个 态 矢量 | sy 可 视 为 标 
志 它 的 一 个 运动 过 程 . 该 态 矢量 可 通过 该 过 程 在 初始 时 或 其 他 某 个 时 刻 的 状况 来 
描述 . 例如 “在 给 定 力 场 中 运动 ”的 单 粒子 ,可 用 | xo,zo 来 标志 这 样 一 个 过 程 , 即 
上 = to 时 粒子 具有 确定 的 位 置 xu. 因此 在 海 森 伯 图 象 中 态 矢 量 的 作用 相当 于 给 出 
某 种 “ 初 ?条 件 , 而 体系 的 运动 体现 在 力学 量 算 符 随时 间 的 变化 上 (好 比 经 典 物理 中 
力学 量 随时 间 变 化 ) ,任意 t 时 刻 的 算 符 要 作用 到 态 矢量 上 , 先 要 通过 运动 方程 将 
它 用 to 时 刻 的 算 符 表示 出 来 ,然后 再 对 态 矢量 作用 

在 海 森 伯 图 象 中 ,状态 之 间 同 样 存 在 释 加 关系 . 而 量子 化 条 件 (1.1.3) 应 写成 
等 时 的 对 易 关 系 , 即 为 
[Ci 人 (ti)] = i#6, [9;(t),91(t)] = [p;(t), pi(t)] = 0. (1.1.7) 
注意 当 : 关 1 时 ,[ 9;(z),94(z )] 和 [,(z), A,(z )] 一 般 都 不 等 于 零 , 即 使 j 尖 . 

如 果 两 个 算 符 的 时 间 不 同 ,可 通过 运动 方程 将 它们 化 成 同一 时 刻 的 算 符 再 应 
用 [A,B, B,]=[A,B1B,+ B,[A,B,] 等 关系 来 求 其 对 易 关 系 . 算 符 满足 的 运 
动 方程 为 

法 £5) - [£2),8]. (1.1.8) 


(1.1.8) 式 可 通过 海 森 伯 图 象 与 苹 定 证 图 象 间 的 变换 ,由 醇 定 证 图 象 中 的 运动 方程 


"8. 辐射 和 光 场 的 量子 统计 理论 


导出 ,因此 它 的 实验 基础 仍 是 关系 式 = fw. 
另外 ,(1.1.7) 和 (1.1.8) 式 可 以 写成 量子 泊 松 括号 形式 . 两 个 算 符 A,B 的 量 
子 泊 松 符号 | A,B1。 定义 即 为 [A,B]. 于 是 有 
(a;(z), p(t)1o = Ojp, (a;(t), g(t)1o 二 (1p;(t), P(t)}o = 0， 
(1.1.9) 


Lt) = {L(z),H}o. (1.1.10) 


它们 与 经 典 力学 中 的 方程 形式 相同 . 

以 上 十 个 基本 点 从 一 般 的 角度 概括 了 量子 力学 的 物理 内 涵 和 它 的 理论 构架 ， 
进行 这 种 抽象 概括 的 目的 是 为 了 对 场 进 行 量 子 化 ,以 在 经 典 场 论 的 基础 上 建立 量 
子 场 论 . 


31.2 场 的 广义 坐标 和 它 的 量子 化 


从 经 典 的 拉 格 朗 日 -哈密 顿 理 论 体系 来 看 , 场 ( 指 有 经 典 意 义 的 场 ,如 标量 场 、 
矢量 场 和 张 量 场 等 ) 与 粒子 系 的 主要 差别 是 自由 度数 的 差别 . 质点 系 的 自由 度数 
是 有 限 的 ,而 场 的 自由 度数 则 是 无 限 的 (参见 下 文 说 明 ). 在 经 典 理论 中 ,对 于 自由 
度数 为 n 的 粒子 系 , 它 在 某 个 时 刻 的 运动 状态 可 由 2n 个 数 来 表示 ,它们 可 取 为 n 
个 广义 坐标 g; 和 7 个 广义 动量 户 (7 =1,2,…,n), 当 然 这 2n 个 数 也 可 取 作 广义 
坐标 和 相应 的 广义 速度 g;. 场 的 情况 则 不 同 , 它 的 运动 状态 要 用 若干 个 场 函数 来 
表示 . 下 面 先 来 看 标量 场 p( zi ,zz ,zs ) 的 情况 ,然后 再 转 到 电磁 场 的 问题 上 来 . 


1. 标量 场 的 广义 坐标 和 广义 动量 标量 场 的 量子 化 


在 经 典 理 论 中 ,标量 场 在 某 个 时 刻 的 状态 要 用 两 个 函数 po (xi, z; , z; ) 和 
2p(zi,za,z3) 来 描述 . pg 和 9 分 别 对 应 于 粒子 系 的 广义 坐标 g 和 广义 速度 0， 
(zi,za,zs) 对 应 于 自由 度 指 标 j. 换 句 话说 ,空间 每 一 点 ,对 应 于 场 的 一 个 自由 
度 . 该 点 的 场 值 p 代表 场 的 一 个 “广义 坐标 ” ,该 点 的 p 代表 场 的 一 个 “广义 速 
度 ”. 

但 量子 化 理论 所 需要 的 是 正则 动量 . 与 广义 坐标 p(x,z) 对 应 的 正则 动量 可 
通过 场 的 拉 格 朗 日 量 L(z) 来 确定 ,而 L(z) 可 表 成 场 的 拉 格 朗 日 函数 (也 就 是 拉 
格 朗 日 量 密度 )x,z) 的 体积 分 形式 


L(1) = [Ux, DEz. (1.2.1) 
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对 x 和 z 的 依赖 是 通过 p(x ,zi) 来 体现 的 , 即 
Mx,t) = Mop(x,t),Vo(x,t), p(x,t)). (1.2.2) 
与 p(x ,zi) 共 斩 的 正则 动量 函数 x(x,t) 的 定义 为 
AA p(x,t),V p(x,t), p(x,t)) 
dp(x,t) | 
即 拉 格 朗 日 量 密度 2 对 “广义 速度 ”的 偏 微 商 . 自由 标量 场 满足 的 方程 为 死 莱 因 - 
戈 登 方程 


xr(x,t) = (1.2.3) 


[7 1 22 7 | g(x,1) = 0， (1.2.4) 


IR 
写成 协 变形 式 即 为 2 _ up=0, 其 中 为 量 纲 等 于 工 -的 参量 . 相应 的 标量 场 
的 拉 格 朗 日 量 密度 & 应 为 
1 2 1/apgY 221 1apasap 1,, 
2= 末 | (Vp) + 二 ?9? |=-- 了 人 二 人 了 HK 9 ， 


9t 


因为 将 它 代 入 拉 格 朗 日 方程 
9 92 _ a 
元 [2 = 3 (1.2.6) 


OZ 
中 ,正好 化 出 场 方程 (1.2.4) (参见 电动 力学 书 :注意 ,在 上 式 的 计算 中 了 2 和 gp 都 


要 看 成 独立 变量 ). 
有 了 (1.2.5) 式 ,将 它 代入 (1.2.3) 式 右 方 得 


A(x,t) = ap (1.2.7) 
即 x 与 “广义 速度 ”成 正比 . 场 的 哈密 顿 量 为 
H = [Xx, 9,v9) dz, (1.2.8) 
其 中 
X= np- Y (1.2.9) 


称 为 哈密 顿 量 密度 . 通常 多 要 用 op ,Vo 和 x 来 表示 ,将 (1.2.9) 式 右 方 所 含 的 p 用 
cz 代替 , 即 得 出 


R= 于 [czx2 + (Vp) + zg] (1.2.10) 
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场 的 哈密 顿 方程 可 由 光 求 出 : 
p(x,t) = PE = cx(x,t), (1.2.11) 
及 
05) | OM x , £) 
n(x,t) = go(x,t) + ED (1.2. 12a) 


值得 注意 的 是 多 中 真正 的 独立 变量 只 有 两 个 即 op (代表 广义 坐标 ) 和 x (代表 广义 
动量 ), Vo 不 过 是 广义 坐标 随 自由 度 x 的 变化 率 , 因此 交 中 含 p 的 项 不 仅 是 
(1.2.10) 式 中 的 第 三 项 还 有 第 二 项 . (1.2. 12a) 式 右 方 就 是 这 两 项 的 贡献 . 将 
(1.2.10) 式 代入 (1.2.12a) 式 后 , 即 得 
AX(xX,t) = Vip(xst) — ki op(x,t). (1.2.12b) 
不 难看 出 哈密 顿 方程 (1.2.12b) 与 拉 格 朗 日 方程 (1.2.4) 一 致 . 
下 面 来 对 标量 场 进行 量子 化 . 这 时 , 场 的 广义 坐标 和 与 之 共 斩 的 广义 动量 都 
变 成 了 算 符 . 再 将 上 节 (1.1.7) 式 推广 应 用 到 此 系统 , 即 得 出 
[9o(x,t), (zt)] = if6(x — x’), 
[9(x,t), P(x ,1)] = [R(x,t), fx ,t)] = 0. (1.2.13) 
此 即 海 森 伯 图 象 中 标量 场 的 量子 化 条 件 . 在 自由 标量 场 情 况 6(x ,zi) 和 不 (x,z) 满 
是 的 方程 与 (1.2.11) 和 (1.2.12b) 形 式 相 同 . 6 (x,z) 并 满足 像 (1.2.4) 式 一 样 的 
克 莱 因 - 戈 登 方 程 . 任意 场 算 符 满足 的 运动 方程 为 


法 所 bp) = [O02),8]. (1.2.14) 


量子 化 条 件 (1.2.13) 和 运动 方程 (1.2.14) 就 构成 标量 场 量子 方程 的 基本 方程 组 . 
由 于 在 本 课程 中 并 不 需要 用 到 量子 标量 场 ,因此 不 再 对 它 作 进一步 的 讨论 . 
下 面 将 转 到 电磁 场 的 情况 . 


2. 经 典 电 磁场 的 独立 动力 学 变量 


电磁 场 属于 规范 场 的 一 类 ,与 标量 场 相 比 , 它 有 一 些 复杂 的 情况 . 我 们 先 就 经 
典 电磁 场 进行 讨论 ， 

在 经 典 的 牛顿 方程 中 ,电磁 场 对 带电 粒子 的 作用 以 洛 伦 兹 力 的 形式 出 现 . 洛 
伦 兹 力 只 与 电磁 场 的 场 强 有 关 . 另外 ,电磁 场 的 能 量 和 动量 等 物理 量 也 可 以 用 场 
强 表示 出 来 ,这 就 使 得 在 很 长 一 段 时 间 内 ,人 们 认为 具有 物理 意义 的 场 量 就 是 场 强 
EE 和 四, 矢 势 A 和 标 势 A。 只 是 一 种 辅助 的 数学 工具 ,特别 是 在 一 般 的 动态 情况 ， 
它们 的 值 不 是 唯一 确定 的 (不 是 可 测量 的 量 ). 通过 规范 变换 改变 后 的 值 与 原来 的 
值 对 应 于 同一 场 强 分 布 
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在 量子 力学 中 ,情况 有 所 不 同 . 尽管 A 和 Au 的 取 值 仍 由 于 规范 变换 而 不 唯 
一 确定 ,但 它 独立 于 场 强 的 物理 效应 却 可 显示 出 来 . 这 是 因为 在 量子 力学 中 电磁 
场 的 作用 不 仅 影响 带电 粒子 波 包 的 整体 运动 ,还 影响 其 中 波 函 数位 相 变 化 . Bohm- 
Aharanov 效应 就 是 一 个 例子 . 它 表 明 在 电子 波 的 双 缝 干涉 实验 中 ,即使 在 电子 波 
经 历 的 全 部 区 域内 都 不 存在 磁场 强度 B, 但 有 无 撩 势 A 的 存在 ,干涉 条 纹 将 不 同 . 

按 上 所 述 ,描述 电磁 场 的 场 变量 应 取 为 电磁 势 A 和 Au ,它们 合 起 来 可 写成 
A,(x,t),4=1,2,3,4, 其 中 A4 =iAo. 这 样 电磁 场 的 目 由 度 将 不 仅 由 x 来 标志 ， 
还 要 用 “来 标志 . 后 者 称 为 内 部 自由 度 . 但 在 下 面 的 讨论 中 我 们 将 指明 ,由 于 规 
范 任 意 性 和 电磁 场 运动 方程 的 特点 ,电磁场 的 内 部 自由 度 实际 不 是 4, 而 是 2 


我 们 先 来 确定 电磁 场 的 拉 格 朗 日 函数 双 
本 书 将 采用 高 斯 单位 制 . 在 此 单位 制 中 , 场 强 E 和 B 满足 的 麦克 斯 韦 方程 为 
VxE+iFB=0, VE=4rp, 
VxB- TFE=2, VB=0. | (1.2.15) 
电磁 势 与 场 强 的 关系 为 
E =- VAo -二 六 A， B=VvVxA. (1.2.16) 
方程 (1.2.15) 的 协 变 形式 是 
jE, =- 一， (1.2.17) 
其 中 下 ,代表 场 强 张 量 的 分 量 : 
F,, = 5 了 -了 (1.2.18) 
在 J 给 定 的 情况 下 ， 电磁 场 的 拉 格 并 日 函数 可取 成 
Y= (EB)+ LA], = 16PoP + TA,J,, (1.2.19) 
因为 将 它 代入 电磁 场 的 拉 格 朗 日 方程 
到 下 = 于， (1.2.20) 


就 得 出 (1.2.18) 式 . 
仿照 标量 场 的 情况 ,与 场 量 A, 共 生 的 正则 动量 场 应 为 


9% (1.2.21) 


Ty 一 aA 。 
a 全 | 
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将 (1.2.19) 式 代入 后 得 


-BE,, j = 1,2,3, 


4nxc™’ 


,二 0. (1.2.22) 


此 式 表明 场 强 下 与 电 蓄 场 的 广义 动量 大 正比 至 于 场 强 B 由 于 同 矢 势 4 对 
空间 坐标 ( 它 代表 场 的 自由 度 ) 的 微 商 相关 ,从 而 与 “电磁 场 的 广义 坐标 " 相 联 系 (对 
空间 坐标 微 商 ,只 涉及 场 的 不 同 广义 坐标 间 的 差 值 ). 

由 (1.2.22) 式 可 见 , 第 4 个 内 部 自由 度 的 正则 动量 场 恒 为 零 不 仅 如 此 ,前 三 
个 五 之 间 还 存在 一 个 约束 关系 


| 1 
7 一 ~ _ ~ 。 一 一 -= 
元 Vv.E=--p. (1.2.23) 


对 于 电磁 场 来 说 ,电荷 密度 p 代表 外 源 , 从 而 三 个 = 并 非 都 是 独立 的 动力 学 变量 . 
如 有 果 把 x 分 解 成 横 场 部 分 zr 和 纵 场 部 分 x ,那么 xi 将 完全 由 o 确定 (V :x = 


-ap,Y "t=0) ,于 是 只 有 xr 是 独立 的 动力 学 变量 .下 面 我 们 还 将 说 明 在 人 
的 四 个 分 量 中 , A, 可 通过 规范 变换 消去 , 随 之 A4 也 由 p 确定 . 这 就 表明 真正 独 
立 的 电磁 场 动力 学 变量 只 是 4r 和 与 它 共 生 的 zx, 即 电磁 场 实际 的 “内 部 自由 度 * 
只 等 于 2. 
由 于 Vy 为 纵 场 , 故 规范 变换 
4 = A+Vy, 4 = 4 -二 下 (1.2.24) 


只 改变 Aj 而 不 影响 Ai 我 们 并 可 选择 适当 的 y 使 A; 消去 ,这 样 和 撩 势 4 中 就 只 
剩 下 横 场 ,满足 横 场 条 件 
V.A=0. (1.2.25) 
这 一 规范 称 为 库仑 规范 ( 见 后 ) 或 模 场 规范 . (1.2.25) 式 就 是 它 的 规范 条 件 . 
为 了 考察 库仑 规范 中 的 标 势 A, ,我 们 先 写 出 4 和 A。 所 满足 的 方程 . 将 
(1.2.16) 式 代入 麦克 斯 韦 方程 组 后 ,除去 两 个 恒等式 就 只 剩 下 


MV A) -Lava LFA -4 
VA—-V(V.A) ~ a Ao -本 ~ 


V+ 二 这 (V. A) =— 47ro， (1.2.26) 


此 式 是 对 任意 规范 都 成 立 的 . 在 库仑 规范 条 件 (1.2.25) 成 立 的 情况 下 , (1.2.26) 
式 化 为 
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V Ao = - dnp. (1.2.27) 
(1.2.27) 第 二 式 的 解 即 为 瞬时 库仑 势 
Aolxst) = [AEs (1.2.28) 


此 式 表 明 , 标 势 A,(x,t) 完 全 由 同时 刻 的 电荷 分 布 确定 ,因而 不 再 代表 场 的 动力 
学 变量 . 这 一 结果 表明 ,在 没有 电荷 时 ,消去 矢 势 中 的 纵 场 部 分 Aj ,也 就 同时 消去 
了 标 热 Au,. 另外 ,(1.2.28) 式 还 表明 (1.2.27) 第 一 式 右 方 实际 只 与 电荷 和 电流 有 
关 . 
下 面 来 求 (1.2.27) 第 一 式 右 方 的 散 度 : 

1 9 

7 (了 -元 

在 最 后 一 个 等 式 中 我 们 利用 了 (1.2.27) 第 二 式 . 根据 电荷 守恒 定律 ,上 式 右 方 等 


于 零 . 这 表明 了 一 区 元 Y4 为 模 场 . 换 句 话说 ,J 中 的 纵 场 部 分 可 通过 减 去 库仑 


_v.1_19/(vm% -vv. 9p 
vV Ao)= Vv J- 示 天 (Yo) = 0:J+ 


规范 中 的 二 她 VA = -未 | 人世 374 而 消去 . 于 是 库仑 规范 中 的 矢 势 满足 
的 方程 可 写作 
VU -上 A = 4 (1.2.29) 


(1.2.29) 式 与 泊 松 方程 [(1.2.27) 第 二 式 ] 不 同 , 它 是 波动 方程 , 4 的 解 不 完 
全 由 Jr 和 4 的 边 条 件 决 定 ,还 要 看 4 的 初 条 件 . 即使 在 全 空间 万 恒 为 零 ， 
〈1.2.29) 式 的 解 也 并 不 就 等 于 零 而 是 自由 的 电磁 波 . 存在 电流 时 ,电磁 波 的 分 布 
和 演化 将 受到 影响 ,也 就 是 说 受到 电流 的 作用 . 


在 电动 力学 中 ,我 们 曾 得 到 电磁 能 量 U.。 的 表达 式 为 总 |(E? + B?)gz. 利 
用 E, 可 表 成 ( - Au) 的 梯度 ,可 得 
|E: .EE,dx=- | Vv. (AE)dzr+ ja。 V .Edz = 0. 
因 散 度 在 全 空间 的 体积 分 可 化 成 在 无 穷 远 面 上 的 面积 分 从 而 等 于 零 . 另外 ,在 库 
仑 规范 中 | 本 中 z = -| YA ELdzx = 4x|Aopdz, 于 是 即 化 出 


1 1 
[J = 站 | (EE + Bzx+ 3|Aopdz, (1.2.30) 
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上 式 右 方 第 一 项 只 与 Ar 有 关 ( 在 库仑 规范 中 Az 也 就 是 整个 4 ) ,而 47 又 是 场 的 
动力 学 变量 , 故 该 项 可 解释 为 电磁 场 的 能 量 . 上 式 右 方 第 二 项 则 应 代表 电磁 场 与 
市 电 体 的 相互 作用 能 . 当 A, 用 (1.2.28) 式 代入 后 ,此 项 即 化 成 瞬时 库仑 能 
3|dz| Ez et) ,t ) 的 形式 . 


通过 以 上 讨论 我 们 看 到 :在 A, 的 诸 分 量 中 ,只 有 规范 不 变 的 A 才 是 电磁 场 
的 动力 学 变量 . 库仑 规范 最 直接 地 显示 出 这 一 点 ,但 可 惜 的 是 该 规范 不 是 协 变 的 
规范 . 


3. 关于 电磁 场 量子 化 的 问题 


如 采 A 和 五 的 三 个 直角 分 量 都 代表 场 的 动力 学 变量 ,那么 量子 化 条 件 就 很 简 
单 ,在 将 它们 都 转化 成 算 符 后 ,在 海 森 伯 图 象 中 即 为 


[Ai(xzi， 人 (zt)] =- 一下 [Ace 六 (zc 一 i 6( x — x )， 


[A;(x,t), A(x’,t)] = [R(x,t), f(x’,t)] = 0, 
但 如 上 面 讨论 所 指出 的 ,只 是 A+ 和 rr 才 是 场 的 独立 动力 学 变量 ,而 A 的 三 个 
直角 分 量 并 不 互相 独立 而 是 由 横 波 条 件 (1.2.25) 互 相连 系 . 这 就 使 得 在 坐标 空间 
( 指 x 的 三 维 空间 ) 写 出 电磁 场 的 量子 化 条 件 不 那么 直截了当 . 在 下 节 中 我 们 将 通 
过 平面 波 展开 ,把 4 中 横 波 分 量 与 纵波 分 量 分 开 来 , 即 可 方便 地 写 出 电磁 场 的 量 
子 化 条 件 . 在 第 三 章 中 我 们 还 将 考虑 协 变 规范 下 的 量子 化 方案 . 


31.3 电磁 场 的 量子 化 ”吸收 和 发 射 算 符 


电磁 场 的 运动 可 分 解 为 一 系列 基本 模式 的 振动 . 在 自由 电磁 场 情况 ,各 个 模 
式 的 振动 都 是 自由 的 , 当 有 电荷 电流 时 , 即 变 成 受 迫 振动 . 无 论 是 哪 种 情况 ,每 个 
模式 都 代表 电磁 场 的 一 个 独立 自由 度 . 

最 简单 的 模式 是 平面 波 . 当 将 Ar 和 Er 用 平面 波 展 开 时 ,我 们 很 容易 找 出 各 - 
个 独立 自由 度 所 对 应 的 动力 学 变量 ,并 写 出 量子 化 条 件 . 


1. 经 典 电磁 波 按 平面 波 的 展开 
平面 波 可 分 为 平面 行 波 和 平面 驻 波 . 设想 电磁 场 是 局 限 在 一 个 体积 为 V = 
L 的 正方 腔 内 ,这 时 平面 行 波 应 取 周 期 性 边界 条 件 . 归 一 化 的 波 函 数 0 为 


@ 值得 注意 的 是 ,V 愈 大 ,fi 的 值 愈 小 ,而 的 取 值 愈 密 . 
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f(x) = Le, k= Imn + mn+mns), (1.3.1) 
/TD L 
其 中 mi ,ns ,ns 为 坐标 轴 基 矢 ,取得 与 正方 腔 的 三 个 边线 平行 . mi ,ms ,as 为 整 
数 ,从 而 上 述 行 波 解 满足 周期 性 边 条 件 ， e 为 ( 实 ) 偏 振 基 矢 ,由 于 47 为 横 场 , 故 
ek 的 方 问 须 导 大 垂直 (可 由 (1.2.25) 式 得 出 ) , 即 
“无 三 0， (1.3.2) 
从 而 对 每 个 只 有 两 个 独立 的 偏振 基 笑 ， 我 们 将 s 取 为 1 和 2, 并 取 et ,ee ,天 三 
者 构成 右手 螺旋 关系 . 对 于 传播 方向 相反 、 波 长 相同 的 两 个 行 波 ,相应 的 两 组 偏振 
基 矢 取得 满足 下 列 关系 : 
eps = (~—1)’e, s=1,2. (1.3.3) 
正方 腔 内 满足 周期 性 边 条 件 的 任意 4r(x,z) 可 用 上 述 平面 行 波 来 展开 : 


Ar(x,t) = 二 De tee. (1.3.4) 
这 样 展 开 的 系数 ak (z ) 一 般 为 复数 . 我 们 可 把 上 述 行 波 集合 换 成 驻 波 集 合 . 波 矢 
为 k 和 一 k 的 两 个 行 波 转 换 为 下 述 两 个 驻 波 
fi (Xx) = Sowcos(k x), fiwz = Deusin(k .x ). (1.3.5) 
这 样 A7 用 驻 波 展开 的 表达 式 即 为 
Ar(x,t) NE YAO x) +qw (i)sin(k . x)], (1.3.6) 


但 要 注意 的 是 大 的 取 值 范围 只 是 (1.3.4) 求 和 中 的 一 半 ,或 者 说 只 在 半 个 天 空间 
内 取 值 . 

(1.3.6) 式 中 的 gg 和 qs 者 是 实数 (直接 可 观测 的 物理 旱 )， 代表 该 驻 波 模 上 
的 广义 坐标 ,其 量 纲 为 M”LT '. 相应 地 


Er(x,t)=— TAr(x,) 


-2S cerl gs (t)cos(k ， x) + gg sin(k . x)]. (1.3.7) 
由 于 正则 动量 场 xr (x,z) 按 驻 波 展开 的 系数 即 为 该 驻 波 模 的 正则 动量 ,而 
rr(x,t) 等 于 -7Br(x,t), 故 有 


pi (zt) = 二 2 (1), pe (zt) = 三 8 (2), (1.3.8) 
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代 回 (1.3.7) 式 ,即将 该 式 表示 为 
Er(x,t) = hr GEes Lp (1) eoslk x) + p(t)sin(k . x)]. 


(1.3.9) 
磁场 强度 B 的 展开 式 可 通过 V x A 得 出 , 即 
Br(x,t) = 人 x er[— qt (z)sin(k . x) + gt cos(k » x)]. 


(1.3.10) 


我 们 看 到 ,在 电场 强度 展 式 中 的 系数 与 各 个 模 的 广义 动量 成 正比 ,而 磁场 强度 
展 式 中 所 出 现 的 系数 则 与 各 个 模 的 广义 坐标 相关 ,具体 地 说 ， 


Br(x,i) = Far (1) Y x fi (x), s=1,2;r=1,2, 
Ksr 
Er(x,t) =— 4xc ope (fs (x), ss=1,2;r= 1,2."(1.3.11) 
Ksr 


fw 由 (1.3.5) 式 表示 . 
对 于 目 由 电磁 场 情况 ,Er 就 是 整个 的 EE, 在 库仑 规范 中 , Ar 也 就 是 整个 的 A. 


再 由 z= -生理 = 本 3, 即 得 哈密 顿 函 数 
%= x -J=(E? + B’), (1.3.12) 
5 电 德 能 量 客 度 一 一 致 . 沁 哈 季 等于 光 的 你 积分 
H= |XUx,t)dz . 


将 EE 和 B 的 展 式 代 入 后 化 出 
H = pb pl (2)? + 


上 式 表 明 ， 所 全 场 的 能 呈 竺 于 各 个 模式 拓 能 量 的 和 . 
和 天 势 A(x,z) 所 满足 的 齐 次 波动 方程 (在 自由 场 情 况 ) 可 以 表示 为 各 个 模 的 广 
义 坐 标的 简 谐 振动 方程 : 
qi (t) + w q(t) = 0. (1.3.14) 
这 也 就 是 我 们 把 每 个 模式 称 为 一 个 振动 模式 的 原因 . (1. 3. 14) 式 也 等 价 于 由 
(1.3.13) 式 导出 的 哈密 顿 方程 : 


gn (zt) = 


二 ?gl (2)? |， w= kc. (1.3.13) 


9H 2 ,(r) 
gp ap 2) 二 4rc Pk (z), 
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, (7) of 1 
px (t) = 5 二 不 区 qi (z). (1.3.15) 


(1.3.15) 中 的 第 一 式 就 是 (1.3.8) 式 ,将 它 代 入 第 二 式 就 化 出 (1.3.14) 式 . 这 进 一 
步 显 示 出 ,gw 和 代表 振动 模式 (K,s,r) 的 一 对 共 斩 正 则 变量 ,从 而 也 就 是 该 
模式 的 动力 学 变量 . 

电磁 场 的 平 动量 ( 指 普 通 意义 下 的 动量 即 与 平移 对 称 性 相对 应 的 守恒 量 ,不 是 


说 各 自由 度 的 正则 动量 ) P = 和 -| 已 x Bdxz 也 可 用 9 名 和 2 表示 出 来 ,结果 为 


P= Lp (t)ge (划一 pW (2)g0 (2)]k. (1.3.16) 


(1.3.13) 和 (1.3. 16) 式 就 是 自由 电磁 场 总 体 的 能 量 和 动量 用 各 个 模 的 正则 变量 表 
达 的 公式 . 


总 结 起 来 ,原本 是 用 A4(x,t) 和 一 4-E(x,t) 代 表 电 磁场 在 各 个 x 点 上 的 广 


义 坐 标 和 广义 动量 ,但 由 于 横 场 条 件 的 限制 4 和 五 的 三 个 分 量 并 不 代表 独立 的 自 
由 度 . 通过 把 自由 度 指 标 x 换 成 k( 指 行 波 ,如 果 换 用 驻 波 ,Kk 的 取 值 要 少 一 半 , 但 
须 增加 指标 s ) 并 把 沿 坐 标 轴 基 矢 的 三 个 分 好 指标 痪 成 与 垂直 的 两 个 分 量 指标 
(r=1,2), 就 得 出 电磁 场 的 独立 自由 度 的 指标 . gq 人 ? (zt) 和 zi () 反 过 来 用 
A(x,t) 和 E(x,zt) 表 示 的 公式 如 下 : 


gt (z) NE . A(x,t)cos(k . x)d zx, 


p(t) = -Sa .E(x,t)cos(k . x)d zx. (1.3.17) 
对 于 g(t) 和 p28(z), 只 需 把 上 式 中 的 cos(k*x) 换 成 sin(k*x) 即 可 . 
有 了 以 上 的 理论 准备 ,我 们 即 可 来 把 电磁 场 量子 化 . 


2. 电磁 场 的 量子 化 条 件 


在 $1.1 中 我 们 对 量子 力学 作 了 概括 ,所 列 出 的 基本 点 实际 上 是 量子 理论 的 
基本 点 ,因而 可 以 用 到 场 的 量子 化 上 来 :首先 要 把 场 的 量子 状态 看 成 是 可 以 合 加 的 
态 矢量 (抽象 意义 的 矢量 ) ,并 可 用 一 个 完全 集合 的 物理 量 的 本 征 态 来 展开 . 每 个 
物理 量 都 对 应 于 一 个 作用 在 态 矢量 上 的 算 符 . 然后 根据 量子 化 条 件 引 入 场 的 ( 互 
相 共 轿 的 ) 正 则 变量 间 的 对 易 关系 . 再 由 总 哈密 顿 量 的 表达 式 给 出 这 些 正则 变量 
在 海 森 伯 图 象 中 的 运动 方程 . 场 的 其 他 物理 量 可 通过 对 称 性 或 “对 应 原则 ”来 确 
定 . 具体 做 法 如 下 : 
既然 (k,s ,>) 代 表 电 磁场 的 独立 自由 度 的 指标 ,而 gg (z) 和 px (z) 代 表 该 
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自由 度 的 广义 坐标 和 广义 动量 ,量子 化 后 ,相应 的 算 符 应 满足 下 列 对 易 关 系 , 在 海 
森 伯 图 象 中 即 为 
[gg (2), PE (£)] = i#6w6w6, 
[ ag (2), 487 (£)] = B02), BD)] = 0. (1.3.18) 
注意 ,在 这 里 只 在 一 半 & 空间 格 点 上 取 值 . 在 自由 电磁 场 情 况 ,每 个 振动 模 的 哈 
密 顿 量 为 
HE (z) = [4re’ Pi (2)° 十 
而 总 哈密 顿 量 即 为 各 个 模 的 哈密 顿 量 之 和 : 
H= DB. (1.3.20) 
由 对 多 关系 (1.3.18) 和 哈密 顿 量 的 表达 式 所 给 出 的 运动 方程 与 (1.3.15) 式 相同 ， 
只 是 其 中 gx? 和 pw 换 成 了 算 符 9 ?和 户外 .这 里 就 不 再 列 出. 
在 量子 力学 中 已 经 知道 ,从 刀 包 的 表达 式 (1.3.19) 和 同一 模 中 的 两 个 正则 变 
量 间 的 对 场 关系 


0 G0(2)],w ke, (1.3.19) 


[G2 (t), P(t)] = 远 ， 
可 以 得 出 六 2 的 本 征 值 为 


2 
与 量子 力学 中 谐振 子 的 能 级 相同 . 关于 这 一 结果 的 推导 可 参见 (1.3.36) 式 以 下 的 
讨论 . 
我 们 看 到 电磁 场 每 个 振动 模 的 能 量 是 量子 化 的 , 相 邻 能 级 的 间隔 为 fw. 这 就 
是 电磁 场 量 子 性 的 第 一 个 显示 . 
在 量子 电磁 场 论 中 ,更 常用 的 是 光子 的 吸收 算 符 和 发 射 算 符 ,也 称 为 光子 的 产 
生 算 符 和 漂 灭 算 符 . 它们 的 定义 是 


bn (z) -\/ 2ze[ 二 ge (zt ) +i$0 (7) |, 


D0 = [EGP ip] 13.21) 
从 (1.3.18) 式 不 难 求 出 下 列 对 易 关 系 : 
[6 0), b(t] = Hw6s6,, 
[6 (2), 6b)] = [O60 (2)1, 862 (2)1] = 0. (1.3.22) 
关于 吸收 算 符 5 和 发 射 算 符 61 的 物理 意义 参见 后 面 的 讨论 . 另外 , 9 和 也 可 用 


(7 2 + ji nl = 0,1,2,. 
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G00) = SELEY) + BO()), 


BD (2) = gi OO) Ho)]. (1.3.23) 
Ar(x,t) 和 E(x,t) 用 5 和 bi 表示 的 表达 式 为 (其 中 f, (x) 由 (1.3.5) 式 表示 ) 
Ar(x,t) = DN FLED 2) + DC) fo (x), 


| 


B(x,t) = 一 一 PO) + PO) fe (x). (1.3.24) 


附带 指出 的 是 ,此 式 对 于 非 自 由 电磁 场 仍 成 立 . 自由 场 与 非 目 由 场 的 区 别 只 在 于 


b(n(z) 等 如 何 随时 间 变 化 . 另外 ,要 指出 的 是 吸收 和 发 射 算 符 都 不 是 厄 米 算 符 ， 
但 它们 互 为 毛 米 共 轿 . 在 自由 场 情况 ,的 运动 方程 化 为 


BO +iw oH (t)=0, w=ke, (1.3.25) 
由 此 解 出 
bE) = bl eo. (1.3.26) 


这 样 ,(1.3.24) 式 在 目 由 场 情况 下 就 化 为 


Ar(xst) = DN Fb Dew + be ]fo(x), 
Ei(x,t) = >， V 27row[ br ei 一 bteet | f(x). (1.3.27) 
为 了 得 出 4r 和 Er 按 行 波 模 的 展开 ,我 们 只 需要 将 


cos(Kk -x)= CG +e™**), 


sin(k .x) = (et 一 e**). 
代入 (1.3.24) 式 中 的 f, (x), 并 令 
BDO) -i 60) = oe, bEO()+ibr(t) =V2(- 1) Glt), 
(1.3.28) 
即 可 化 出 


Ar(x,t) = DN Bol bs) + 外 (et *]， 
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Er(x,t) =- DY Heel det) tt)ew*]. (1.3.29) 
注意 ,在 (1.3.29) 式 中 ,对 大 的 求 和 已 恢复 为 整个 上 空间 中 的 格 点 . 从 (1.3.22) 及 
(1.3.28) 式 不 难 求 出 人 (1) 与 41,.(z) 之 间 的 对 易 关 系 : 
[ar(t), ak(t)] = Ow6, 
[ak 人) ar 人 t)] = [CC 0)]1 = 0. (1.3.30) 
下 面 将 指出 ak(z) 和 wx(z) 分 别 代表 吸收 和 发 射 一 个 动量 为 克 ,偏振 方向 为 e 
的 光子 的 算 符 中 . (1.3.28) 式 即 为 驻 波 算 符 和 行 波 算 符 之 间 的 变换 关系 . 
在 自由 场 情况 , a.(z) 满 足 与 (1.3.25) 式 一 样 的 方程 
h(t) tiw b(t) =0, wke, (1.3.31) 
于 是 其 解 亦 形 如 
2 (ti) = 人 er. (1.3.32) 
这 样 在 自由 场 的 情况 下 , 展 式 (1.3.29) 就 化 为 


A (x,z) 一 > e [QZ ex iwt 十 CT e xtiot |， 
ks 


Br (xD = ii eel bse Ae ], (1.3.33) 
磁场 强度 的 展 式 亦 易 立即 得 出 


B(x, ti) = 一 i2N 2 一 X eg [Ce Xiwt 2 7 e xtiot ] . 


值得 一 提 的 是 , Br 和 了 中 的 展开 系数 / 气 各 在 数值 上 等 于 体积 V 中 半 个 光子 能 
量 所 对 应 的 电场 (或 磁场 ) 强 度 . 
3. 光子 数 的 本 征 态 ”吸收 算 符 和 发 射 算 符 


在 $1.1 中 已 经 指出 ,一 个 体系 的 状态 空间 中 的 基 矢 可 取 为 “其 物理 量 的 一 个 
完全 集合 ”的 共同 本 征 态 . 该 完全 集合 中 物理 量 的 数目 等 于 体系 的 自由 度数 ,因此 
可 以 从 每 个 自由 度 中 取 一 个 物理 量 来 构成 完全 集合 . 

在 电磁 场 的 量子 理论 中 ,常用 的 一 个 完全 集合 为 “各 个 模 的 光子 数 算 符 多 ,的 
总 和 ”. 在 海 森 伯 图 象 中 这 些 人 ,应 取 在 同一 时 刻 . 由 于 不 同 模 代表 不 同 自由 度 ， 


@ 从 (1.3.29) 第 一 式 看 , Cu (z) 也 可 称 作 是 (K,s) 模 的 无 量 纲 振幅 算 符 . 因而 它 的 本 征 
态 ( 即 量 子 相干 态 ) 将 相当 于 经 典 光 学 中 具有 确定 振幅 的 态 , 见 $ 5.2. 
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故 在 同一 时 刻 不 同 模 的 光子 数 算 符 显然 是 互相 可 对 易 的 . 对 于 自由 场 ,不 同时 刻 
的 各 个 模 光 子 算 符 也 是 可 对 易 的 . 但 对 非 自 由 场 ,ti 时 刻 某 个 模 的 物理 量 可 能 通 
过 运动 方程 影响 t,(zt, >>z) 时 刻 其 他 模 的 物理 量 , 从 而 不 同时 刻 各 个 模 光 子 数 算 
符 不 一 定 可 对 易 . 用 光子 数 本 征 态 作为 基 矢 所 建立 的 表象 就 称 作 光 子 数 表象 ,或 
称 作 福 克 表 象 
先 来 看 驻 波 模 的 情况 . 定义 每 个 模 的 光子 数 算 符 为 
A = 让 DC) (1.3.34) 
在 海 森 伯 图 象 中 上 式 各 算 符 都 取 在 同一 时 刻 :. 容易 看 出 i? 为 厄 米 算 符 . 
下 面 来 证 明 它 的 本 征 值 为 零 和 正 整 数 . 为 书写 简单 计 , 我 们 将 模 指 标 略 去 不 
写 ,并 用 vy 表示 它 的 本 征 值 , | ”为 相应 的 本 征 态 , 于 是 有 
A|y) = y|y). (1.3.35) 
先 来 证 明 |a) 寺 6 1v) 也 是 算 符 夯 的 本 征 态 ( 但 未 归 一 化 ) ,本 征 值 为 v 一 1. 将 元 作 
用 到 |v) 上 并 利用 5 与 61 的 对 易 关系 得 
Ala) = (616)6|y) = (6 6 -1)6|v) = 6 A|v)-— b | vy), 
再 由 (1.3.35) 式 即将 上 式 右 方 化 为 (v -1)651v)=(v 一 1)|a). 这 表明 |a) 是 齐 的 
本 征 值 为 v 一 1 的 本 征 态 . 为 了 归 一 化 需 将 | cy 乘 上 一 个 因子 . 由 
(alay》= (| 616|y) = Oy| Ry = 


即 得 归 一 化 的 |y 1) -二 a) , 亦 即 


bl =Vyvly -1). (1.3.36) 
通过 继续 地 用 5 作用 下 去 ,可 得 本 征 值 为 vy 一 2,v -3,… 的 本 征 态 . 但 是 多 的 
本 征 值 不 能 为 负 , 因 y=《y| 有 ti1v)= (ala) 宇 0. 由 此 即 可 得 出 "必定 为 零 或 正 整 
数 ,使 得 上 述 过 程 从 |n) 一 |n 一 1) 一 …10) 后 即 中 止 , 因 按 (1.3.36) 式 , 5 10) =0. 
证 毕 . 
利用 (1.3.21) 式 不 难得 出 


A (z) + 村 = 7 (hrc? pL (2) + 2 GD) ), (1.3.37) 
于 是 (k,s,r) 模 的 哈密 顿 量 可 由 外 表示 出 来 ,结果 即 为 
FO() = (CD + 于) (1.3.38a) 


这 就 论证 了 前 面 所 说 的 每 个 驻 波 模 能 量 的 本 征 值 都 为 ho 的 {n+ 元 | 倍 的 结论 ， 
电磁 场 的 总 哈密 顿 量 相应 地 为 
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和 A(z) = (4G) + 二 ji (1.3.38b) 


下 面 仍 略 去 模 指 标 不 写 . 利用 对 易 关 系 , 可 以 得 知 18 = 61|n) 也 是 元 的 本 征 
态 , 本 征 值 为 n +1, 并 具体 地 有 


bi|ln)=vVn+t+lln+1). (1.3.39a) 

因此 + 称 作 光子 的 发 射 算 符 , 它 的 作用 使 光子 数 从 n 增加 到 n+1. 同样 6 称 作 
光子 的 吸收 算 符 , 当 vy 取 为 正 整数 (或 零 ) 后 ,(1.3.36) 式 化 为 

bln) =Vnln— 1). (1.3.39b) 

2 三 0 的 本 征 态 为 该 模 电 磁场 的 基态 ,也 称 为 该 模 的 真空 态 ( 如 果 所 有 模 的 光 


子 数 都 为 零 , 那 就 是 整个 电磁 场 的 真空 态 ). 利用 (1.3.39a) 式 可 得 出 |n) 的 一 个 常 
用 的 表达 式 


n=l (ft) 
|n) (6 ) 10)， (1.3.40) 


即 粒子 数 的 任 一 本 征 态 可 通过 多 次 用 5b1 作用 到 真空 态 |0) 上 而 得 出 . 

对 于 行 波 模 ,结果 完全 相同 . 因为 在 以 上 的 推导 中 只 用 了 吸收 算 符 与 发 射 算 
符 间 的 对 易 关 系 . 而 这 种 对 易 关 系 对 于 行 波 模 和 驻 波 模 是 完全 一 样 的 . 于 是 
(1.3.39) 和 (1.3.40) 式 中 的 如 和 2+ 在 换 成 < 和 at 后 仍 成 立 . 另外 ,利用 驻 波 模 与 
行 波 模 吸 收 和 发 射 算 符 间 的 关系 (1.3.28) ,不 仅 可 将 电磁 场 总 能 量 用 行 波 模 算 符 
表示 成 


A(1) = 5 (kt) + 去 加， (1.3.41a) 
还 可 将 电磁 场 的 总 动量 (1.3.16) 在 量子 化 以 后 的 算 符 写成 
B(s) = 3) (hs) + 亏 ) 让 ， (1.3.41b) 


以 上 结果 表明 ,对 于 波 和 天 为 的 行 波 模 ,每 个 光子 具有 能 量 ji 和 动量 大 . 

我 们 以 前 曾 指出 过 ,所 谓 光 子 其 本 质 的 意义 就 是 电磁 场 的 量子 ,表现 在 电磁 场 
的 能 量 和 动量 是 一 份 份 改变 的 ,如 (1.3.41) 式 所 示 . 光子 与 量子 力学 中 的 粒子 在 
概念 上 有 很 大 的 不 同 (例如 它 不 能 在 空间 准确 地 定位 ). 在 下 一 章 中 我 们 还 将 看 
到 ,就 是 电子 ,在 相对 论 情况 下 也 与 量子 力学 中 的 粒子 有 一 定 的 差别 . 

即便 如 此 ,有 时 仍 可 借用 量子 力学 中 的 说 法 把 对 应 光子 状态 的 A (x,z) 称 作 光子 的 波 函 
数 ,具体 说 明 如 下 : 

在 量子 力学 中 常用 薛 定 谓 波 函数 的 二 次 量子 化 来 表述 多 体 理论 . 这 时 ,在 二 次 量子 化 后 的 
算 符 少 (x,zt) 的 展 式 中 作为 吸收 算 符 A;(z) 的 系数 w (x) 即 为 该 粒子 在 状态 7 的 波 函 数 . 仿照 
这 种 情况 ,A (x,z) 展 式 中 A (i) 的 系数 也 有 时 称 作 该 模式 光子 的 “ 波 函 数 ”. 这 样 按 (1.3.29) 
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式 动 量 为 不、 偏振 为 * 的 光子 “ 波 函 数 ” 即 为 


Axr (x) 三 入/ 人 ce er*, (1.3.42) 
但 要 注意 的 是 |A(x)1? 并 不 正比 于 光子 在 x 点 的 概率 密度 . 这 不 仅 因 为 | 4 (zx)|? 的 量 纲 不 是 
L ,也 不 是 因为 4 为 矢量 而 p 为 标量 (实际 上 在 考虑 电子 的 自 旋 后 , 它 的 量子 力学 波 函 数 也 不 
再 是 标量 而 变 成 旋 量 . 波 函 数 为 矢量 的 情况 也 是 允许 的 ,相应 于 自 旋 量子 数 为 1 的 粒子 . 参见 
下 节 ) ,重要 的 是 上 式 右 方 的 系数 中 出 现 因 子 志 ,而 自 旋 量 子 数 为 1 的 粒子 的 量子 力学 的 波 函 
数 ( 设 它 具 有 确定 的 动量 认 和 偏振 s) 为 


1 kx 
fi (x) 一 ———ere" 


VV 


它 与 A x) 相差 一 个 因 巴 / 乞 <. 在 一 般 ( 即 不 限于 具有 确定 动量 ) 的 情况 下 ,此 因子 化 为 


V2rhc( 一 V”) . 即 A(x)=V2xic( 一 Vf(x). 我 们 知道 V 强 微分 算 符 , 它 的 逆 (V ”)- 
应 是 积分 算 符 , 因 而 是 一 种 非 定 域 算 符 . 

实际 上 ,对 于 光子 不 存在 具有 概率 幅 意 义 的 空间 波 函 数 . 

各 个 模 的 状态 确定 后 ,电磁 场 的 总 体 状 态 也 就 确定 , 即 为 各 个 态 矢量 的 外 积 . 
在 光子 数 表象 中 它 就 等 于 | fm 人 三 [| |n) ,其 中 和 ni | 代表 各 模 光 子 数 的 集合 . 


上 述 状态 为 所 有 模 “ 光 子 数 算 符 " 集 合 的 本 征 态 ,电磁 场 总 体 的 任 一 个 状态 |)w 可 
表 为 所 有 这 样 的 本 征 态 的 释 加 , 即 


[Do = Zal{nel)| {nl). 


系数 a 是 各 模 光 子 数 集合 { zu | 的 函数 , 故 记 作 a (ni 1). 

前 已 指出 电磁 真空 态 为 各 个 模 的 基态 , 即 各 个 模 的 光子 数 都 为 零 的 态 . 从 
〈1.3.38b) 或 (1.3.41) 式 可 以 看 出 ,真空 态 的 能 量 并 不 为 零 , 而 是 等 于 各 个 模 零 点 
振动 能 ( 半 个 光子 的 能 量 ) 之 和 . 零点 振动 能 并 不 能 释放 出 来 ,因为 基态 是 场 的 能 
量 最 低 态 . 但 这 是 对 确定 的 模 而 言 ,通过 改变 模 ,是 可 以 观测 到 总 零点 振动 能 的 变 
化 . 1948 年 提出 的 Casimir 效应 就 体现 这 一 变化 ,并 在 1958 年 为 Sparnay 用 实验 
证 实 . 由 于 篇 幅 问题 这 里 不 作 具体 介绍 ,有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 Ttzykson 与 Zuber 
合 写 的 Quantum Field Theory $§ 3.2.4. 


4. 光子 数 本 征 态 中 电场 强度 和 磁场 强度 
对 于 光子 数 为 n 的 单 模 行 波状 态 ,E?(x,z) 的 期 望 值 为 


(n| 于 (xi = Sh | 人 人 下 人 Ltn) = y(n + 六 )， 
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B?(x,t) 的 期 望 值 与 此 相同 上 式 具有 显然 的 物理 解释 .状态 1n) 的 能 量 为 
(+ 元 jw, 其 中 一 半 为 吉 ( 启 ) 所 贡献 , 另 一 半 为 起 (名 ) 所 贡献 . 而 在 行 波 情 


况 ,两 者 能 量 在 空间 是 均匀 分 布 的 . 这 样 就 与 上 面 结果 一 致 . 
另外 要 指出 的 是 E(x,z) 和 B(x,t) 的 期 望 值 恒 为 零 : 


Cn| E(x,t)|n) = (n| B(x,t)|n) = 0. (1.3.44) 
这 表明 在 光子 数 本 征 态 中 ,电场 和 磁场 都 是 平均 值 为 零 的 涨 落 场 ,从 而 与 经 典 平面 
行 波 五 = (n+)ensin(kex — w+ 0), B= 一 (nt osin(kex 


一 wt + 9) 并 不 对 应 . 在 第 五 章 中 ,我 们 将 证 明 与 上 述 经 典 波 对 应 的 不 是 光子 数 的 
本 征 态 而 是 光 场 的 相干 态 . 
对 于 平面 驻 波 ,相应 地 结果 为 


fn cos (Kk 
Gal BD) = Ee (nt) 2 


V 2 sin (Kk. x) 
今 2 _ 8xfiw 1 sin (Kk » x) 
(n|B D1 = (1.3.45) . 


从 而 总 能 量 密度 (两 者 之 和 ) 的 期 望 值 在 空间 仍 是 均匀 的 ,其 值 为 寺 (n+ 六) 


最 后 我 们 指出 ,各 个 模 的 真空 态 中 “有 半 个 光子 的 ”零点 能 “存在 ”是 量子 测 不 
准 关系 所 要 求 的 ,因为 让 与 和 不 对 易 ( 其 中 一 个 与 电磁 场 的 正则 动量 相 联 系 ， 个 
与 正则 坐标 相 联系 ) , 故 不 可 能 存在 E 和 B 都 确定 地 等 于 零 的 状态 . 


顺带 说 明 , 在 后 的 展 式 (1.3.33) 中 所 含 的 带 量 纲 的 参量 /<< 把 等 于 半 个 光子 
的 情况 下 ,电场 的 均 方 根 值 . 这 有 助 于 我 们 记忆 . 


31.4 光子 的 自 旋 具有 确定 动量 和 螺 度 的 自由 光子 态 


在 本 章 引 言 中 我 们 已 经 指出 ,光子 不 仅 具 有 能 量 和 动量 ,还 有 角 动 量 , 包 括 自 
旋 角 动量 和 轨道 角 动 量 . 本 节 将 阐明 ,光子 的 自 旋 (量子 数 ) 为 1. 螺 度 是 指 自 旋 在 
动量 方向 的 投影 . 对 于 自 旋 为 1 的 粒子 , 螺 度 通常 可 取 +1,0, - 工 三 个 值 . 光子 由 
于 电磁 场 的 横 波 性 , 螺 度 只 能 取 士 1 两 个 值 . 它们 对 应 于 右 旋 和 左旋 两 个 圆 偏 振 

作为 准备 ,我 们 先 来 考察 在 非 相 对 论 的 量子 力学 框架 内 , 自 旋 为 1 的 粒子 的 波 
果 数 具有 怎样 的 形式 . 


第 一 章 ” 电 磁场 的 量子 化 ”自由 光子 的 状态 25 


1. 转动 变换 与 总 角 动 量 算 符 


我 们 知道 ,物理 学 中 所 引入 的 物理 量 并 不 是 随意 定义 的 ,它们 实际 上 都 是 物理 
过 程 中 的 守恒 量 . 而 物理 学 的 守恒 定律 又 总 是 与 物理 规律 在 某 种 变换 下 的 不 变性 
相 联系 . 这 种 在 某 个 变换 下 的 不 变性 ,又 称 为 物理 规律 的 某 种 对 称 性 . 能 量 和 动 
量 守恒 分 别 对 应 于 物理 规律 的 时 空 平移 对 称 性 . 与 角 动量 相对 应 的 是 三 维 空间 中 
的 转动 对 称 性 . 换 句 话说 , 当 坐标 架 的 取向 有 一 转动 时 ,物理 规律 的 表达 形式 保持 
不 变 . 这 一 不 变性 所 对 应 的 守恒 定律 就 是 角 动 量 守恒 . 由 此 不 难 理解 ,量子 理论 
中 的 角 动 量 算 符 与 转动 变换 算 符 有 着 密切 联系 ,实际 上 它 就 是 转动 变换 算 符 的 生 
成 元 . 

在 量子 力学 的 框架 中 ,描述 一 个 无 自 旋 的 粒子 用 的 是 标量 波 函数 ,而 描述 一 个 
自 旋 为 三 的 粒子 用 的 是 旋 量 波 函 数 . 下 面 要 说 明 矢量 波 函 数 所 描写 的 则 是 自 旋 为 


1 的 粒子 . 在 这 里 ,标量 、 旋 量 和 矢量 都 是 对 转动 变换 而 言 (不 是 对 四 维 洛 伦 兹 变 
换 而 言 ). 
标量 波 函 数 与 矢量 波 函 数 差别 在 于 ,在 坐标 架 转 动 时 ,标量 的 值 本 身 并 不 变 ， 
波 函 数 的 改变 来 自 于 宗 量 作 了 变换 . 矢量 波 函数 则 不 同 ,除了 宗 量 要 作 变 换 外 , 矢 
量 本 身 的 三 个 分 量 之 间 还 要 作 变 换 . 
转动 变换 可 以 有 两 种 定义 ,第 一 种 是 所 研究 体系 的 物理 状态 未 变 ,而 描述 它 的 
坐标 架 转 动 了 一 个 角度 . 如 果 用 |A) 和 | A 表示 体系 的 某 个 物理 状态 在 这 两 个 坐 
标 架 中 的 表示 ,那么 转动 变换 就 是 指 这 两 个 表示 | A) 和 | A ) 之 间 的 转换 . 
转动 变换 的 第 二 种 定义 是 坐标 架 未 变 , 而 物体 的 状态 | A ) 经 过 一 个 绕 原点 的 
转动 变 成 了 另 一 个 状态 | A’) ,好像 我 们 把 放 在 平台 上 的 物体 绕 着 轴 转 了 一 个 角 
度 . 同样 ,从 |A) 到 |A ) 的 改变 就 是 转动 变换 . 
不 难 认识 到 ,这 两 种 定义 是 等 价 的 :把 物体 沿 某 个 方向 轴 n 正 向 旋转 一 个 角 
度 9, 等 效 于 把 坐标 架 沿 n 的 反方 向 转 一 个 角度 9. 选择 哪 种 定义 来 讨论 ,可 以 自 
由 地 来 决定 . 
下 面 我 们 来 寻求 由 矢量 波 函 数 描述 的 粒子 的 总 角 动 量 算 符 ,考察 它 除了 轨道 
角 动 量 之 外 是 否 还 有 一 个 附加 的 内 豪 角 动量 . 我 们 将 采用 第 二 种 定义 . 设 变 换算 
符 为 尺 ,于 是 
1A’》= RIA), (1.4.1) 
R 为 么 正 算 符 , 因 它 要 保持 态 矢 量 的 正 交 归 一 性 不 变 ， 当 转动 是 绕 方向 轴 n 转 一 
个 角度 9 时 , 尺 可 表 成 ( 令 如 = 0) 


八 


让 二 -i0:- 7 -i(g 个 + 个 +0 个 ) 
一 e 一 ee 11 223: 3:， (1.4.2) 
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从 尺 的 么 正 性 ,不 难得 出 9. J 为 厄 米 算 符 . 再 由 实 参数 0, ,0, 和 90, 取 值 的 任意 性 
即 得 J ,了 和 JJ 都 是 厄 米 算 符 ,它们 就 是 转动 变换 的 生成 元 . 其 具体 表达 式 ,可 
根据 波 函 数 的 矢量 性 质 来 确定 ( 见 后 ). 当 0 为 无 穷 小 量 时 ,上 式 化 为 
R=1-i5,7,. (1.4.3) 
在 量子 力学 中 ,总 角 动 量 算 符 即 定义 为 大 ,正如 平移 变换 算 符 e -六 2= (其 中 
x 代表 平移 的 距离 ) 的 生成 元 元 在 在 乘 上 让 后 就 等 于 总 动量 算 符 一 样 . 我 们 可 从 
物理 规律 的 转动 对 称 性 来 证 明 j 为 守恒 量 : 由 于 运动 方程 是 由 哈密 顿 量 算 符 五 决 
定 , 故 物理 规律 的 转动 对 称 性 的 数学 表述 即 为 哈密 顿 量 算 符 互 在 转动 变换 下 保持 
不 变 ( 如 同 标量 算 符 那样 ) ,也 就 是 
RR 户 R- = 请. (1.4.4) 
我 们 可 对 此 式 作 下 述 的 补充 论证 . 设 |A) 为 入 的 任意 本 征 态 . 
应 |Ay = EI|A). 
由 于 空间 的 各 向 同性 , 按 (1.4.1) 式 通过 旋转 从 |A 得 出 的 1A“) 应 该 同样 是 “大 的 本 征 值 为 E” 
的 本 征 态 , 即 
让 | 4 = EIA’). 
将 (1.4.1) 式 代入 上 式 后 再 乘 以 R-! 即 得 出 
R11BRIA)= EIA)= |A) 
由 于 | 和 A) 是 互 的 任 一 个 本 征 态 ,它们 可 以 构成 完备 集 , 故 即 得 RR-! 魏 R= 塘 . 将 此 式 右 乘 及- 和 
左 乘 尺 就 得 出 (1.4.4) 式 . 
将 无 穷 小 变换 下 RR 的 表达 式 (1.4.3) 代 入 (1.4.4) 式 ,并 利用 各 个 6 可 以 独立 
地 任意 取 值 ,就 得 出 
[B,J,] =0, j= 1,2,3. (1.4.5) 
即 ; 为 守恒 量 . 而 这 些 与 转动 对 称 性 相 联系 的 守恒 量 乘 上 后 就 被 称 为 总 角 动 
量 ,它们 与 各 自 对 应 的 角 坐 标 0 ( 绕 坐 标 基 矢 于 的 转动 角 ) 互 相 共 配 . 


2. 标量 波 函 数 和 自 旋 等 于 零 的 粒子 


作为 准备 ,我 们 先 讨 论 标 量 波 函 数 的 情况 . 为 了 说 明 方便 ,我 们 除了 原来 的 固 
定 坐 标 架 c 以 外 还 引入 一 个 随 着 体系 一 起 转动 的 辅助 坐标 染 c . 寿 态 天 量 | A) 在 
原 坐 标 架 中 的 波 函 数 为 $(zi ,zs ,zx;), 则 | A 在 辅助 坐标 架 c 中 的 波 函 数 即 为 
$(zx1,X2,X3) ,其 中 $ 代表 原来 的 函数 ,只 是 现在 宗 量 换 成 了 x1,zx2,x3. 再 将 
| A") 在 原来 坐标 架 中 的 波 函 数 表 为 y( zi , rz, z3 ) ,坐标 表象 中 的 尺 即 为 J(zi， 
ZX2y ,XT3) 与 $(zi,zxz,X3) 间 的 变换 算 符 : 
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p(X1, TX2 ,TXT3) = R$(z) ,x ,xs). (1.4.6) 
为 确定 尺 的 形式 . 设 辅 助 坐标 架 。“ 中 三 个 基 矢 nn/ 与 原 坐 标 架 c 中 三 个 基 矢 间 
的 关系 为 
n; = Qj hy, (1.4.7) 
其 中 重复 指标 代表 求 和 . 将 任何 一 个 点 的 位 置 撩 量 点 乘 上 式 两 侧 即 得 该 点 在 c 和 
c 中 坐标 的 变换 关系 


Ti = Qi ， (1.4.8) 
于 是 新 的 波 函 数 y(zi ,x2 ,Xx3) 可 通过 将 上 式 代 入 $(zx1 ,x;y, 3) 而 求 出 , 即 
p(x1, TX2,T3) = par; , QT; , QT; ). (1.4.9) 


先 看 一 个 简单 情况 , 设 9, 和 0 两 个 转动 角 为 零 ,9; = 0 为 一 无 穷 小 量 . 这 时 
(1.4.8) 式 化 为 
XxX1= Xi1+0Or,, zx; = xX;— Or, 7X3 = ZX3. (1.4.10) 
代入 (1.4.9) 式 后 在 准确 到 9 的 一 次 方 时 有 


p(x ,TXT2 ,3 ) 一 plz + bz ,Za 一 ri , Z3 ) 
9 9 
一 11+ 0 (x2 wl 和 gz ,x2 7) (1.4.11) 


而 按 (1.4.3) 式 ,这 时 R=1--i0 . 将 此 R 代 入 (1.4.6) 式 再 与 (1.4.11) 式 相 比 
较 , 即 得 出 了; 在 坐标 表象 中 的 表示 : 
j= im 天 一 (1.4.12) 
同样 可 求 出 J， 和 .也 , 合 起 来 即 为 
了 =-irxV. (1.4.13) 


我 们 看 到 上 述 J 了 乘 上 无 即 为 通常 量子 力学 坐标 表象 中 的 轨道 角 动 量 算 符 . 这 表明 
用 标量 波 函数 所 描述 的 粒子 ,其 总 角 动 量 就 是 轨道 角 动 量 , 亦 即 其 自 旋 为 零 


3. 天 量 波 函 数 与 自 旋 为 1 的 粒子 


当 粒 子 在 坐标 表象 中 由 矢量 波 函 数 来 描写 时 ,我 们 将 看 到 , 它 的 总 角 动 量 算 符 
将 是 轨道 角 动量 算 符 工 与 男 一 个 量子 数 为 1 的 内 豪 角 动量 S$ 之 和 . 

设 粒 子 态 矢 量 |A) 在 坐标 表象 中 为 F(x)= f(x)n,, 则 与 上 例 一 样 ,转动 后 
的 态 矢量 | A ) 在 辅助 坐标 架 。 中 的 波 函 数 将 为 f(x )n’( 记 住 :重复 指标 要 求 
和 ). 其 中 f 的 函数 形式 与 F(x) 中 的 相同 . 但 现在 不 仅 f; 的 宗 量 换 成 了 x’, 而 且 
n, 也 换 成 了 ny. 
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人 态 矢 量 | A') 在 原 坐 标 架 中 的 波 函 数 设 为 G(zi, za,zs), 它 可 通过 下 式 求 出 . 
利用 n; 一 QR, ,有 


G(x , T2 ,TX3) 一 万 (zi ,2 ,3 ) jan 一 fi au, aT ,ati ) oly. 


(1.4.14) 
在 后 一 等 式 中 我 们 利用 了 (1.4.8) 式 . 
如 果 矢 量 是 用 列 和 矩阵 表示 , 则 有 
fi(z) a fi (ax) 
F(x) |f(z)|, G(z) |arf(ax)|, (1.4.15) 
fs(z) ai3 万 (az ) 


为 了 书 与 简便 ,我 们 在 (1.4. 15) 式 中 已 用 ya 代表 (zi ,2， TX3) ,用 CQ 之 代表 (ajz， 
Q21X1 , Q31X1 ) 。 坐标 表象 中 的 转动 变换 算 符 由 下 式 定 义 


a fi (ax ) fi(z) 
azfi(ar)| = ef 人 | f(x). (1.4.16) 
as 万 (az ) fs(z) 


在 绕 ms 作 无 穷 小 转动 亦 即 在 (1.4.10) 式 的 情况 下 , (1.4.16) 式 左 方 化 为 ( 准 到 0 
一 次 方 ) 


filar) — 0f,(ax) fi(xi + Or,,x, — Ori,Zx3) — f(x) 
folazr) + Ofi(azr)|= PCz+gbrz — Ori,7z3)|+0| fi(z) 
fa(ax) fa(zx1 + bz zy — Or1,x3) 0 
0 -1 0)1ifi(z) 
= 1+0(z2 5 -x1 Fe )+01 0 0|| f(z)|, 
| 0 0 0 fs(z) 
同时 (1.4.16) 式 右 方 在 上 述 无 穷 小 变换 下 , 准 到 9 一 次 方 的 结果 为 
万 (z) 
(1 -1973) | f(z)|. 
f3(zx) 
两 相 比 较 即 得 出 
0 一 1 0 
j, = il 元 1 3 )+ |; 0 0=L;+S3. (1.4.17) 
0 0 0 
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我 们 看 到 ,了 由 两 项 构成 ,其 第 一 项 在 乘 以 大 后 即 轨 道 角 动 量 第 3 分 量 , 它 与 粒 
子 的 位 置 及 其 变化 有 关 . 第 二 项 则 具有 内 豪 的 性 质 (与 粒子 的 位 置 及 其 改变 无 
关 ) , 它 在 乘 以 无 后 就 是 自 旋 角 动量 . 矢量 的 三 个 分 量 , 像 旋 量 的 两 个 分 量 一 样 , 代 
表 一 种 内 部 自由 度 , 实 即 自 旋 自 由 度 . 算 符 S。 即 为 运作 在 这 种 内 部 自由 度 上 的 算 
符 . 无 S, 即 为 自 旋 角 动 量 算 符 的 第 三 分 量 . 

仿 此 可 以 求 出 自 旋 角 动量 的 另外 两 个 分 量 ,总 起 来 三 个 算 符 为 


0 0 0 0 0 1i 0 -i 0 
$=00 -i, $§,=10 0 0, S$§,=|i 0 | 
0 i 0 -i 0 0 0 0 0 
(1.4.18) 
它们 满足 的 对 易 关 系 与 轨道 角 动量 相似 , 即 (同样 要 对 重复 指标 求 和 ) 
[$,,$;] = iew $,, (1.4.19) 
其 中 sw 为 三 阶 反对 称 数 字 张 量 的 分 量 上 . 总 自 旋 角 动量 平方 的 算 符 为 埠 S$’, 
1 0 0 
32=-3+3S+833=2I0 1 0|. (1.4.20) 
0 0 1 


它 与 各 个 $, 的 对 易 子 都 为 零 . 若 将 $? 的 本 征 值 写成 S(S + 1) 即 得 出 S=1. S 
就 是 相应 的 自 旋 量 子 数 ,从 而 矢量 波 函数 代表 自 旋 量 子 数 为 1 的 粒子 的 波 函 数 . 
$, 的 三 个 本 征 态 不 难 求 出 ,结果 为 


1 0 


(0) _ 
2 
0 


1 
| (1.4.21) 


1 
其 本 征 值 S; 分 别 为 +1,0, -1. 若 用 矢量 表示 即 为 


nn = 一方 (mm 十 in, ) ， n' = ns, n'! 一 万 Cn 一 in, ) ， 
(1.4.22) 
它们 满足 下 述 正 交 归 一 条 件 
nn”* .nr = 6 . (1.4.23) 


D én 的 值 如 下 :elz = ez3l = 二 e312 二 1, e213 三 el32 二 e213 二 一 1 ,其 余 分 量 为 零 ， 所 谓 数 字 张 
量 是 指 “ 它 在 转动 变换 下 要 按 张 量变 换 , 但 变换 后 各 分 量 的 数值 仍 由 原 式 表示 . 数字 张 量 共有 
两 个 , 另 一 个 为 二 阶 的 , 即 6; . 参见 $1.5 第 3 小 节 中 的 讨论 . 
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另外 ,由 于 三 个 n 之 间 存 在 下 述 关 系 : 
7” 一 (一 1 和 2 ， (1.4.24) 
故 又 可 写成 
Nn’ .n= (- 1)’6,.. (1.4.25) 
在 本 小 节 的 最 后 ,我 们 将 给 出 在 S; 表象 中 三 个 自 旋 分 量 算 符 S1,S, 和 5, 的 
表示 . 显然 ,在 此 表象 中 


(1 0 0 
$5,=|10 0 0 (1.4.26a) 
0 0 -1 


它 也 就 是 (1.4.18) 第 三 式 在 (1.4.21) 式 所 示 三 个 态 之 间 的 矩阵 元 ，S, 和 S$, 在 此 
表象 中 的 表示 可 通过 (1.4.18) 第 一 、 二 式 在 (1.4.21) 式 三 个 态 之 间 的 矩阵 元 给 出 ， 
其 结果 为 


0 1 0 0 -1 0 
S 1 SG i _ 
S， a 0 1|, 5S, 吉 0 | (1.4.26b) 
0 1 0 0 1 0 
11 101 ro 
而 原来 的 (1.4.18) 式 是 表示 在 以 10|, 11 ,|0| 为 基底 的 表象 中 , 这 三 个 基底 分 别 
0) 0 li 


为 S1,S,,S; 的 本 征 值 为 零 的 本 征 态 . 因而 不 是 在 某 一 个 物理 量 的 本 征 表象 
4. 光子 的 自 旋 ,具有 确定 动量 和 螺 度 的 自由 光子 态 


在 1.3 中 我 们 曾 说 (1.3.42) 式 所 列 的 矢 势 有 时 亦 称 作 动量 为 克 、 偏 振 为 S 
的 光子 波 函 数 . 从 矢量 在 转动 变换 下 的 变换 性 质 ,可 以 想到 “光子 的 自 旋 量子 数 
为 1, 偏振 的 自由 度 就 对 应 于 自 旋 的 自由 度 ”. 虽然 这 不 是 严格 的 论证 ,因为 矢 势 
A(x) 并 不 就 是 量子 力学 意义 下 的 波 函 数 . 正规 的 论证 办 法 是 ,把 电磁 场 作为 物理 
体系 ,通过 转动 变换 在 经 典 场 论 的 框架 内 导出 电磁 场 的 总 角 动 量 的 表达 式 , 然 后 将 
其 中 的 五 和 4 通过 量子 化 变 成 算 符 ,在 库仑 规范 下 这 样 得 出 的 结果 为 0 


@ 在 经 典 电动 力学 中 可 推出 与 (1.4.27b) 式 相对 应 的 公式 . 另外 还 可 将 它 与 平 动量 的 公 
式 相 对 比 , 参 见 (1.4.28) 式 及 该 式 下 的 讨论 . 
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h / 一 一 | (多 A x3)(L, 十 S1) A, d 并 (1.4.27a) 


A 
了 一 tr |B E, E,)(L, + S)1A, | dz. (1.4.27b) 
A; 


其 中 二 为 不 带 的 轨道 角 动量 算 符 -ieuz 5 ),S; 为 3x3 矩阵 如 (1.4.18) 


式 所 表示 . 将 五 与 A 用 适当 的 函数 ( 即 $1.5 节 所 讲 的 多 极 场 ) 来 展开 就 可 看 出 JJ 
的 取 值 是 量子 化 的 . 每 个 量子 的 总 角 动 量 是 由 轨道 角 动 量 和 “量子 数 为 1 的 自 旋 
角 动 量 ” 所 合成 . 在 8$1.5 节 我 们 还 会 再 回 到 这 一 问题 . 

附带 指出 (1.4.27) 式 与 平 动量 P 的 表达 式 有 着 对 应 的 关系 , 因 利 用 B=Y x 
A ,P, 也 可 写成 


Al 

P,=—i|(# 信 t) (~ ia) A 中 

1 一 1 71 12 73 ‘gz, 2 .万 
43 
A 
1 入 入 人 入 , 9 作 

= |(B, B, 让 As | dx. (1.4.28) 

A; 


它 与 (1.4.27) 式 的 对 应 关系 即 一 i gL + S,， 上 两 式 还 显示 出 和 撩 势 波 函数 A 
与 量子 力学 矢量 粒子 的 波 函数 正 的 差别 . 在 二 次 量子 化 的 量子 力学 多 体 ( 自 旋 为 
1 粒子 ) 理 论 中 , 平 动量 P, 的 表达 式 为 
AF, 
请 - (人 A 2 i | FB, | gz. 
总 角 动 量 的 表达 式 也 有 类 似 的 关系 , 只 是 把 上 式 中 -i 元- 换 成 了 (L,+ 5S,). 
(1.4.28) 式 与 上 式 的 差别 在 于 :在 用 A, 代替 下 , 的 同时 ,要 用 一 i 人 代替 了 天 下 + 
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光子 波 函 数 与 量子 力学 中 自 旋 为 1 的 粒子 的 波 函 数 还 有 一 个 不 同 之 处 , 那 就 
是 它 要 满足 模 波 条 件 
V.A=0. (1.4.29) 
对 于 平面 波 , 上 式 要 求 偏振 矢量 必须 与 上 垂直 (这 是 对 自 旋 方 向 的 一 种 限制 ) ,我 
们 可 把 横 波 的 两 个 独立 基 矢 取 成 光学 中 圆 偏 振 的 基 矢 : 


+ 1 . 
el 1 一 万 (en 十 ielz ) ， 
(一 1 ) 1 。 
e = —(e,: 一 ie，)， (1.4.30) 
大 /5 kK1 1€k2 


其 中 eua ,ei 与 m(k 方向 上 的 单位 矢量 ) 构 成 右 方 螺旋 坐标 系 . 我 们 将 把 自 旋 S 
在 波 矢 方向 的 投影 称 作 螺 度 . 按照 (1.4.22) 式 ,et 和 el ?两 种 偏振 分 别 对 应 于 
螺 度 S.n 等 于 +1 和 一 1. 于 是 ,具有 确定 动量 和 螺 度 的 光子 态 由 下 述 矢 势 波 函 


数 描述 (关于 下 式 中 的 因 予 / 所 至 参见 (1.3.24) 式 ) 


A (x,t) = el er, 
A (x,t) = el Dero, (1.4.31) 


而 量子 化 后 的 矢 势 算 符 A (x ,:) 按 动量 和 螺 度 一 定 的 光子 态 的 展 式 即 为 


A (x ， 上 ) 一 >, Be [ Q el) Cik xiot 十 Q@ ie) e- 达 "ziwt ] ， (1. 4 32) 
大,S 一 土 1 


7 
其 中 2 心 和 2 局; 代表 具有 动量 大 和 螺 度 S 的 光子 的 吸收 算 符 和 发 射 算 符 . 它们 
与 ak 之 间 的 关系 为 

和 4D) 1 


( 方 (Gu -i 人 oo)， 2? 一 方 ( 人 ua +i 人 oo) (1.4.33) 


从 本 万 的 讨论 ,我 们 看 到 , 螺 度 一 定 的 光子 态 就 是 通常 所 说 的 圆 偏振 态 . 横 波 
条 件 对 自 旋 方 向 的 限制 即 为 : 它 只 能 与 波 矢 平行 或 反 平行 . 


$1.5 具有 确定 能 量 、 总 角 动 量 和 字 称 的 自由 光子 态 
除了 上 节 所 讨论 的 具有 确定 动量 和 螺 度 的 状态 之 外 , 另 一 组 常用 的 自由 光子 


人 态 是 具有 确定 能 量 、 总 角 动 量 ( 指 其 平方 和 第 3 分 量 ) 和 宇 称 的 状态 . 与 角 动 量 有 
轨道 和 内 店 两 部 分 的 情况 相仿 ,光子 的 宇 称 除 了 轨道 宇 称 以 外 还 有 一 个 内 豪 宇 称 


一 一 一 
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(我 们 将 看 到 ,其 值 为 -1), 它 在 原子 辐射 的 选择 规则 中 将 会 显示 出 自己 . 具有 确 
定 能 量 . 总 角 动 量 和 宇 称 的 态 就 是 通常 所 说 的 电 多 极 场 和 磁 多 极 场 . 这 个 名 称 的 
来 源 是 在 于 它们 与 原子 的 电 多 极 辐 射 和 磁 多 极 辐 射 相 联系 (参见 $4.2 节 ). 

在 本 节 中 将 通过 坐标 反射 变换 来 确定 光子 的 宇 称 ,就 如 上 闻 通 过 转动 变换 来 
确定 光子 的 角 动 量 一 样 . 
1. 矢量 球 函 数 和 具有 确定 能 量 和 总 角 动 量 的 状态 


在 平面 波 情况 ,自由 粒子 的 能 量 将 由 波 数 &( 即 大 的 绝对 值 ) 确 定 , 其 关系 式 为 
EF = (kc) + pe’, (1.5.1) 
其 中 jy 代表 粒子 的 静止 质量 (在 相对 论 理论 中 ,质量 总 是 指 静 止 质量 ). 即使 是 在 
球面 波 情况 ,我们 也 将 用 按照 上 式 的 关系 来 标志 粒子 的 能 量 . 对 于 自 旋 为 零 的 
粒子 , 波 函 数 为 标量 ， 内 有 确定 能 晶 E 和 和 角 动 量 ( 量 子 数 )1 的 态 共 有 27 +1 个 ,分 
别 对 应 于 w= 一 7, 一 +1,…,7 一 1,7, 即 
pum (xX) = augi(kr)Ym(0,9),m =—1,—1L1+1,…,L—1,1, 
(1.5.2) 
其 中 a 为 归 一 化 常数 ,gj (kr ) 为 球 贝 塞 尔 函数 , 它 与 半 整 数 阶 的 贝 塞 尔 函 数 关系 
为 
gi(kr) = 32nd (kr). (1.5.3) 
最 简单 的 几 个 球 贝 塞 尔 函 数 如 下 所 示 


go (zx) 一 —， g(rz) = 一 (sinz 一 XCOsSX ), 


(TX) = 三 [(3 — ZX’)sinx — 3xcosz |], 


g(rX) = [3(5 - 2z2?)sinz - z(15 ~ x?)cosz]. (1.5.4) 
球 贝 塞 尔 函 数 满足 下 述 球 贝 塞 尔 方程 : . 
tt |g (hr) =0, (1.5.5) 


它 是 从 波动 方程 (或 者 说 交 姆 霍 兹 方程 ) 通 过 分 离 变 量 得 出 来 的 . (1.5.2) 式 中 的 
Ym (9,9) 为 球 函 数 ,由 下 式 表示 : 


Y, (0,0) = DN Re inp( 一 sin0)"[ (让) (2 -0 . 
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最 前 几 个 球 函数 为 
一 1 — 3 19 。 3 工 。 
Yo (0,9) 一 V4 Yi1(0,9) 一 A] Bn sin0 一 人 | Sr (XI 十 ix, ) ， 
| 3 13 1 
Yio(0,9) 一 村 cos4 一 47 7 了 3， 
Y1-1(0, 9) 一 和 | Se "sing 一 入/ 总 二 (zi 一 ix, ). (1.5.7) 


球 函 数 满足 的 方程 也 是 从 波动 方程 (或 者 说 从 效 姆 霍 兹 方程 ) 通 过 分 离 变 量 得 出 
的 : 


二 世人 (sin j9Ym + 二 FY +l(1+1)Y, =0. (1.5.8) 
它们 与 其 复 共 炙 函 数 之 间 还 满足 下 述 关 系 : 
Ym(0,9) = (—1)”Y,,(0,09). (1.5.9) 
正 交 归 一 化 条 件 为 
[Yi (0,9) Yr (0,9)d0 = nO. (1.5.10) 


以 上 是 自 旋 为 零 的 情况 ,对 于 自 旋 为 1 的 粒子 , 波 函 数 为 矢量 函数 F(x), 由 
于 矢量 有 三 个 分 量 ,因而 对 于 确定 的 能 量 已 和 轨道 角 动 量 1, 共 有 3(21 + 1) 个 函 
数 ,写成 列 和 矩阵 形式 即 为 F 岂 (x)n 中 ,(j= 二 1,0, 一 1),n 中 如 (1.4.21) 式 所 示 . 
这 3(27 +1) 个 波 函数 ,对 应 于 工 ; 和 Ss 不 同 的 本 征 值 m 和 j. 我 们 可 将 这 3(27 + 
1) 个 函数 重新 组 合成 总 角 动量 量子 数 J 等 于 1 +1,71,7 一 1, 总 角 动 量 第 3 分 量 量子 
数 M=J,J 一 1,…, 一 J 的 态 函 数 . 在 进行 这 种 组 合 时 , 需 先 求 得 L?, 72 和 了; 的 
共同 本 征 函 数 . 它们 写成 列 矩阵 形式 即 为 


Ym(0,0) = CM jj Ym (0, 9)n™. (1.5.11) 
若 表 成 矢量 形式 则 称 为 矢量 球 函 数 载 球 矢量 ， 
Ym (0,9) = 之 /Cu DY (0,9)n™, (1.5.12) 
其 中 n 中 如 (1.4.22) 式 所 示 . Yu 满足 的 正 交 归 一 化 条 件 为 
| Yiu(0,9) . Yj (0,0)d0 = 800m . (1.5.13) 
它们 的 复 共 斩 困 数 类 似 地 可 表 为 
Yu(0,9) = (- DM yw (0,09). (1.5.14) 


自 旋 为 1 的 自由 粒子 的 力学 量 完全 集合 可 取 为 太 , J?,L? 和 了; ,它们 的 共同 
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本 征 态 即 为 

frm (xX) 一 gi(kr) Yr (0,9), (1.5.15) 
可 称 为 天 量 球面 波 (尚未 归 一 化 ). 
2. 矢量 球面 模 波 


上 一 小 节 求 出 的 结果 还 不 能 直接 用 到 自由 光子 上 ,因为 矢 势 A 还 要 满足 横 波 
条 件 即 散 度 为 零 . 下 面 我 们 要 寻求 的 是 具有 确定 量子 数 &,J, M 并 满足 横 波 条 件 
的 解 . 

对 于 一 定 的 &,J,M, 共 有 三 个 fu(x), 其 中 1 民 取 J+1,J 和 J 一 1. (J=0 除 
外 ,这 时 7 只 有 一 个 取 值 即 71=1). 可 以 证 明 ( 见 下 文 小 字 ) 其 中 的 一 个 fm (x) 可 
以 表示 成 


fum lx) = Vx |g,(kr)Ym(0, 9) Xj, (1.5.16a) 


/i 
因而 满足 横 波 条 件 ( 任 一 矢量 函数 旋 度 的 散 度 恒 为 零 ). 我 们 将 它 重 标记 为 
fx), 
fia(x) = fi (x). (1.5.16b) 
另外 两 个 furym(x) 既 不 是 横 波 也 不 是 纵波 ,但 可 以 将 它们 重新 组 合 , 使 其 中 一 
个 f(x) 为 横 波 , 另 一 个 f3%(x) 为 纵波 . 下 文 小 字 将 给 出 这 两 个 组 合 分 别 为 


f im (x) = 一 一 Turnw(z) 十 Te 


fi (x ) = 一 六 十 直 fvu(z) 十 5 十 7 下 Tjuor- UDM(XY) (1.5.17) 


下 面 将 证 明 


二 Vx f(r), f(x) = 下 i Vg (kr)Ym 0, op)]. (1.5.18) 


faux) = 


由 (1.5.18) 式 即 知 fy (x) 为 横 波 ,fi 个 二 是 天 度 的 过度 各 下) 为 此 
我 们 先 给 出 轨道 角 动 量 算 符 工 = -irxvV 的 一 些 性 质 . 首先 它 满足 


x*L=0, LxL=iL. (1.5.19) 
其 次 利用 (1.4.23) 式 可 得 工 按 n” 的 展 式 为 
L = 革 十 Lon'” 十 LovnY 9 (1.5.20) 


其 中 二 = (一 1)*m** 工 ,具体 表达 式 为 


1 
Lu) = 到 


方 ee (5 十 iotg 地 ， 
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1 ra . ,3 
1 = 一 e (355-iotg 3 (1.5.21) 


L, = 


» 


利用 球 函 数 的 递 推 公式 可 得 


Lr) Ym = / UMWI+M+ Dy, ， 


LoYm 一 MYm 9 


了 DY 三 一 / /OU MIDY, (1.5.22) 


Ley Ym = V I(T + 1)Ch TY， (1.5.23) 
这 样 就 将 fi 壤 表 为 (利用 上 式 和 (1.5.20) 式 ,并 注意 到 工 只 含 对 9,0 的 微 商 ) 


上 式 可 统一 地 表示 为 


fi (x) 一 CU 8 (kr ) Yjm,) nr L(g (kr)Ym(0, p)). 
-A 


加 1 
VJU+1) 

(1.5.24) 
再 由 工 = 一 ix XV 以 及 VY xx=0, 即 可 将 上 式 化 成 (1.5.16a) 式 . 


fh (x) = FY (gi (kr)Ym(0,9)x). 


其 次 来 看 fi (x). 利用 球 贝 塞 尔 函 数 的 下 述 性 质 


Fg (2) + gon (2) = Lg(z), 


Fg(z) -gun(z) =- +ig (x), (1.5.25) 


可 以 证 明 


工 V lg (kr)Ym(0,9)] 一 re 十 fr (x) 一 fo (x). 


(1.5.26) 
此 即 (1.5.18) 第 二 式 . 从 而 证 明了 f(x) 为 纵波 . 
最 后 来 考察 fi (x). 利用 矢量 公式 V x (Y XR)=V(V.R)-V?R, 其 中 R 为 任 一 矢量 
函数 , 即 得 
(1) __ _ 
Vx fim = YY (gj; Yux ) | V (gj Ymx )|}. 
骨 通 过 一 些 较 复杂 的 矢量 分 析 运 算 , 并 利用 (V 钻 i Ym) = 二 0, 即 可 将 上 式 化 成 
Vx fild 二 TY 8 Ym) + 7 3 FV (g Ym) + 有 (grYm)x]. 
最 后 再 利用 (1.5.18) 第 二 式 以 及 (1.5.25) 式 和 
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TxYm 三 A 1 Yor 十 入 / 三 生 了 到 obw， 
即 可 化 出 


Vx fiu(x) = 这 民 宁 二 gr- (条 ) 史 oow(b,p) 一 7g (br) Yuu (0,9) | 
= ipfii (x) 

这 样 /2 的 横 波 性 也 得 到 了 证 明 . 

顺带 指出 ,在 /中 变量 > 和 (0,p) 是 分 离 的 ,这 由 (1.5.15) 式 即 可 看 出 . 但 
在 Fr 和 8 中 ,变量 > 和 (6,p) 并 不 互相 分 离 ,而 是 纠缠 起 来 的 . 

从 (1.5.12) 式 可 以 得 知 当 =1=0 时 ,矢量 球 函 数 Yu (0,p) 恒 为 零 , 从 而 
J] =0 时 f 如 不 存在 . 而 由 (1.5.17) 第 一 式 还 可 看 出 当 J= 0 时 f 咏 亦 不 存在 . 这 
表明 ,我们 所 需要 的 二 个 横 波 解 最 小 的 J 值 都 等 于 1. 至 于 纵波 解 .Po ,由 于 J=0 
时 (1.5.17) 第 二 式 中 第 一 项 并 不 为 零 , 故 J=0 的 纵波 解 是 存在 的 . 

以 上 所 得 到 的 f(x) 尚 未 归 一 化 . 在 本 节 末 尾 处 的 小 字 注 解 里 ,我 们 将 证 
明 : 当 归 一 化 的 体积 ( 取 为 球体 ) 取 得 很 大 时 , 归 一 化 常数 与 J,M 和 7r(r=1,2) 无 


关 , 都 等 所 / 关 - ,其 中 R 为 归 一 化 球体 的 半径 . 于 是 归 一 化 的 两 个 模 波 为 


Fim(x) = 2 f(x), r = 1,2. (1.5.27) 
其 中 & 取 离 散 值 , 亦 参 见 本 节 末 尾 处 的 小 字 注 解 . 
3. 光子 的 内 豪 宇 称 


在 量子 理论 中 , 若 物 理 规律 在 空间 反射 变换 下 保持 不 变 , 那 么 就 可 以 定义 一 个 
新 的 守恒 量 “ 宇 称 ”. 物理 规律 在 空间 反射 下 的 不 变性 ,也 就 是 物理 规律 的 左右 对 
称 性 , 因 右 手 坐 标 架 在 反射 后 就 成 为 左手 坐标 架 . 另外 , 它 也 意味 着 : 若 某 个 过 程 
是 现实 可 能 的 ( 即 符合 物理 规律 的 ) 则 它 的 镜像 过 程 也 将 是 现实 可 能 的 . 于 是 它 又 
称 为 镜像 对 称 性 . 电磁 规律 具有 左右 对 称 性 ,因此 在 量子 电动 力学 中 , 宇 称 是 一 个 
重要 的 物理 量 . 

下 面 先 对 反射 变换 不 变性 与 宇 称 守恒 的 关系 ,以 及 宇 称 合成 的 问题 作 简 要 的 
讨论 . 像 转动 变换 算 符 民 一 样 ,我 们 可 以 定义 一 个 反射 变换 算 符 P. 它 也 是 么 正 算 
符 , 即 

万 P11, 
它 与 转动 变换 不 同 的 是 ,反射 变换 是 一 种 分 立 变 换 (不 含 连续 变化 的 参量 ) ,不 能 像 
转动 变换 那样 引入 生成 元 (转动 变换 算 符 尺 本 身 不 是 厄 米 算 符 故 不 能 代表 物理 量 ， 
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其 生成 元 是 厄 米 算 符 才 成 为 物理 量 即 “ 角 动 量 ”). 但 由 于 两 次 反射 变换 等 于 不 
变 0, 即 P?=1, 故 有 
P= PP!= Pt, (1.5.28) 
即 P 本 身 就 是 厄 米 算 符 . 于 是 我 们 可 通过 它 来 定义 一 个 物理 量 ,此 物理 量 就 是 宇 
称 . 从 P?=1 还 可 得 出 字 称 的 本 征 值 只 是 土 1. 
在 物理 规律 具有 反射 对 称 性 的 情况 下 ,有 (可 像 (1.4.4) 式 一 样 地 论证 ) 


PHP-!= 有 1, (1.5.29) 
由 此 即 得 
[P,AH] = 0， (1.5.30) 
因此 宇 称 就 成 了 守恒 量 . 


我 们 知道 当 一 个 系统 由 两 个 “具有 互相 独立 自由 度 ” 的 子 系统 组 成 时 ,系统 的 
变换 算 符 总 是 等 于 两 个 子 系统 的 变换 算 符 的 外 乘 . 在 转动 变换 情况 下 ,这 就 对 应 
于 :系统 的 角 动 量 算 符 为 两 个 子 系统 的 角 动量 之 和 ,对 于 反射 变换 ,由 于 守恒 量 就 
是 变换 算 符 本 喘 , 情 况 就 不 同 了 . 系统 的 总 宇 称 将 等 于 两 个 子 系统 宇 称 的 乘积 ， 即 

P= PP (1.5.31) 
这 种 合成 关系 保证 了 宇 称 的 取 值 总 是 土 1. 

下 面 我 们 来 讨论 矢量 波 函 数 或 矢量 场 的 宇 称 . 像 转 动 变 换 一 样 ,反射 变换 也 
有 两 种 定义 方式 . 一 种 方式 是 ,状态 不 变 而 坐标 架 c 的 轴 反 了 向 . 这 样 若 < 为 右 
手 坐标 架 , 则 反射 后 的 坐标 架 c “就 变 成 了 左手 坐标 架 . 因而 空间 反射 对 称 性 在 此 
号 成 为 左右 手 坐 标 架 间 的 对 称 性 . 另 一 种 是 坐标 架 不 变 ,而 状态 | A ) 变 成 了 它 的 
镜像 态 | A“). 相应 地 ,一 个 过 程 变 成 了 它 的 镜像 过 程 (在 三 维 空间 ,应 该 对 每 个 坐 
标 轴 作 一 次 镜像 反射 . 但 这 等 价 于 “只 对 一 个 轴 作 镜像 反射 再 附加 一 个 180 度 的 
转动 "). 在 这 种 定义 方式 下 ,空间 反射 对 称 性 也 就 成 为 镜像 对 称 性 . 同 $1.4 一 
样 ,在 这 里 我 们 亦 采 用 第 二 种 定义 方式 ,并 同样 引入 一 个 随 体系 状态 作 了 镜像 反射 
的 辅助 坐标 架 c ”. 原来 的 固定 坐标 架 仍 用 c 表示 . 

作为 准备 , 先 来 看 标量 波 函 数 的 情况 , 设 原来 的 波 函 数 在 坐标 架 c 中 为 $(x)， 
在 状态 作 镜 像 变 换 后 ,由 于 辅助 坐标 架 c“ 也 作 了 同样 的 变换 , 故 在 c 中 波 函 数 的 
形式 不 变 , 只 是 宗 量 改 为 相对 于 坐标 架 c 的 坐标 zx . 即 波 函 数 就 是 $(x ). 下 面 
来 确定 镜像 变换 后 的 状态 在 原 坐 标 架 中 的 形式 . 由 于 坐标 架 c 与 坐标 架 c 之 间 的 
坐标 变换 ( 指 同一 点 在 两 个 坐标 架 中 的 坐标 间 的 关系 ) 为 

X =— xX. (1.5. 32) 


”这 里 是 对 光 场 而 言 . 对 电子 场 ( 或 一 般 而 言 , 费 米 场 ) 则 不 同 , 因 单 个 费 米 场 不 是 可 观 
测量 ,参见 $2.1. 
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由 此 即 得 出 变换 后 状态 在 c 中 的 波 函 数 为 p(x): 


p(x) = $(— x). (1.5.33) 
如 用 表示 变换 算 符 , 则 有 

p(x) = P$(x). (1.5.34) 
将 (1.5.33) 式 代入 后 即 得 

P$(x) = $(— x). (1.5.35) 


当 %(x ) 是 偶 函 数 时 ,上 式 化 为 
P$(x) = $(x). 
即 对 应 于 本 征 值 为 +1, 而 当 $(x) 为 奇 函 数 时 , (1.5.35) 式 化 为 
P$(x) =— $(x). 
即 相应 的 本 征 值 为 -1. 上 述 本 征 值 即 为 宇 称 ( 实 为 轨道 字 称 , 见 下 文 ). 一 般 的 波 
函数 可 表 为 这 两 种 本 征 函 数 的 至 加 ， 

下 面 转 到 矢量 波 函 数 情况 . 设 在 镜像 反射 前 该 矢量 波 函 数 的 列 矩 阵 表 示 为 
(PCxz), 户 (xz), 户 (xz)). 在 状态 作 了 镜像 反射 后 ,不 仅 像 (1.5.35) 式 那样 , 宗 量 x 
变 成 了 一 x ,而且 fi ,fs ,fs 作为 矢量 的 分 量 亦 变 了 一 个 符号 . 亦 即 

POfi(x), f(x), f(x)) =— (fi(— x), f(x), fs(— x)), (1.5.36) 
或 者 表示 为 
Pf(x) =- f(- x). (1.5.37) 
与 (1.5.35) 式 相 比 ,上 式 右 方 多 了 一 个 负 号 . 
于 是 我 们 可 将 矢量 波 函 数 的 宇 称 写成 
P=-P,, (1.5.38) 
其 中 已 为 轨道 宇 称 , 等 于 +1 或 -1, 视 f(z) 为 x 的 偶 函 数 还 是 奇 函数 而 定 . 而 
(1.5.38) 式 中 的 附加 负 号 ,代表 矢量 波 函 数 还 有 一 个 内 豪 字 称 ,其 值 为 -1. 其 总 
的 宇 称 即 为 内 豪 宇 称 与 轨道 宇 称 的 乘积 ,结果 与 (1.5.31) 式 相似 . 

还 有 一 种 叫 肢 矢 量 的 波 函 数 或 场 . 寿 矢 量 是 这 样 一 种 量 , 它 在 转动 变换 下 和 
矢量 一 样 的 变换 ,而 在 反射 变换 下 与 矢量 的 变换 差 一 个 符号 . 磁场 强度 B(x) 就 是 
这 种 寿 矢 量 场 (设想 磁力 线 是 可 见 的 ,从 镜子 里 看 一 根 直 导线 上 电流 所 产生 的 磁力 
线 , 就 会 得 出 , 它 与 电流 是 左手 螺旋 关系 ). B 在 反射 变换 下 的 变换 公式 为 

PB(x) = B(- x). (1.5.39) 

而 矢 势 A(x) 和 电场 强度 E(x) 都 是 矢量 场 ,它们 的 变换 由 (1.5.37) 表 示 . 由 于 

A(x) 和 E(x) 代 表 电 磁场 的 广义 坐标 和 广义 动量 ,因此 电磁 场 或 光子 的 内 豪 宇 称 
两 个 矢量 和 G 可 以 做 成 一 个 脏 矢 量 V, 它 的 分 量 可 以 表 为 (对 重复 指标 要 求 和 ) 


* 40， ”辐射 和 光 场 的 量子 统计 理论 


W = guFiG,, (1.5.40) 
其 中 ejw 总 是 由 下 式 确定 (不 论 是 在 右手 坐标 架 还 是 左手 坐标 架 ) 
E1723 = €231 = €312 = 1, eyw1 = 853 = sl =—1, 
eu = 0 当 有 两 个 脚 标 相 同 或 三 个 脚 标 都 相同 时 . (1.5.41) 
在 变换 后 的 坐标 架 c 中 (无 论 是 转动 变换 还 是 反射 变换 ),V 的 分 量 仍 通过 
V, = euF, Gi (1.5.42) 


来 确定 ,用 通常 的 符号 表示 即 为 
V=FxXG, VV=FxG (1.5.43) 
( 注 : 在 左手 坐标 架 中 ,矢量 又 乘 的 规则 仍 是 n1 x 到 = n3, 等 等 ,因而 是 按 左 手 螺 旋 规 则 . 作 这 样 
的 定义 ,为 的 是 把 左手 坐标 架 放 在 与 右手 坐标 架 对 等 的 地 位 上 ). 从 (1.5.42) 或 (1.5.43) 式 来 
看 ,在 作 反 射 变换 时 ,F = 一 下 ,Gi= 一 Gi, 从 而 Vi = V,, 即 与 矢量 的 变换 差 一 个 符号 ,因此 尾 
矢量 波 函 数 或 场 的 内 襄 宇 称 为 (+1). 
- 作 - 在 物理 学 中 用 性 矢量 来 描写 的 物理 量 除 了 磁场 强度 外 ,还 有 转 
- 动 、 角 速度 、 角 加 速度 力矩 、 角 动量 等 . 从 物理 上 来 说 , 厢 矢 量 与 矢量 
的 差别 在 于 :性 矢量 如 图 1. 5.1 所 示 的 转动 轴 只 是 其 方位 有 直接 意 
义 ,至 于 两 个 可 能 的 指向 取 哪 一 个 ,要 看 你 采用 的 是 右手 螺旋 规则 还 
是 左手 螺旋 规则 . 
从 代数 学 的 意义 来 说 ,ew 代表 数字 三 阶 寿 张 量 . 三 阶 的 意义 是 
说 ,在 转动 变换 中 , 它 的 三 个 脚 标 都 按 矢 量 的 脚 标 那 样 变 换 , 尾 字 是 
说 :在 反射 变换 中 它 除了 按 三 阶 张 量 那样 要 乘 一 个 因子 (- 1)” 外 ,还 
要 再 多 乘 一 个 (一 1). 至 于 “数字 张 量 " 意 思 是 说 , 它 的 各 分 量 的 值 都 为 不 变 的 数字 . 例如 ejw 总 
是 由 (1.5.41) 给 定 . 换 句 话说 ,在 作 转 动 和 反射 变换 时 按 上 述 方案 得 出 的 各 分 量 数值 还 与 原来 
的 一 样 . 在 三 维 空间 中 总 共 只 有 两 个 数字 张 量 , 另 一 个 是 二 阶 张 量 5. 
还 有 一 种 帮 标 量 波 函数 或 厦 标 量 场 . 如 核 物理 中 的 x 介子 场 X(x), 或 磁场 的 散 度 V。 
B(x). 在 反射 变换 下 ,xX 的 变换 为 


图 1.5.1 


Px(x) =— x(x). (1.5.44) 
至 于 V .B(x), 算 符 Y 的 三 个 分 量 像 矢量 的 三 个 分 量 一 样 地 变换 , 即 在 转动 时 
9 9 
gx) 一 Qk zz 
因此 转动 后 的 .58 等 于 5 二 ， 而 在 反射 时 ,3 下 等 于 | -3 ) , 变 了 一 个 符号 


通过 sw 可 从 三 个 矢量 五 ,下 , G 作成 一 个 性 标量 
X= ewub,FiG,. (1.5.45) 
用 通常 的 符号 表示 即 为 X=ExXF:G=E:FxG=GXxE:F=…. 
物理 量 的 变换 性 质 在 我 们 核对 一 个 理论 公式 或 假设 某 个 理论 公式 时 有 着 实际 的 价值 . 例 
如 在 一 个 电磁 理论 公式 中 ,各 项 除了 必须 具有 同样 的 量 纲 以 外 , 还 必需 在 转动 和 反射 变换 下 具 
有 同样 的 变换 性 质 . 例如 作为 电磁 基本 规律 的 麦克 斯 韦 方程 组 ,只 要 我 们 假设 它 对 E(x)， 
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B(x),olx) 和 J(x) 是 线性 的 ,各 项 至 多 出 现 对 时 间或 空间 的 一 次 微 商 , 方 程 中 只 含 一 个 带 量 的 
常数 c( 真 空中 光速 ), 那 么 除了 可 能 的 数字 系数 (如 1/2,7) 外 ,基本 上 就 可 将 它 确定 下 来 . 因为 


总 共 可 能 出 现 项 只 有 E,B,p,J,V°E,V*B,V XE,V xB, 人 ,Vp,V eT,V XT, ,9 


在 配 量 纲 时 唯一 可 使 用 的 常数 是 c: 首 先 ,VY 。E 为 标量 ,其 他 为 标量 的 项 只 有 po， 和 VY : :J ,但 


了 和 VvV .J 都 不 可 能 通过 乘 上 的 睾 次 而 与 9 .EE 一 样 ,因此 V .EE 只 能 正比 于 p, 两 者 量 纲 相同 
(我 们 用 的 是 高 斯 单位 制 ), 其 次 ,V .BB 必须 为 零 , 因 以 上 各 项 中 无 其 他 的 项 是 尾 标 量 . Y XE 是 
硅 矢 量 , 其 他 厦 矢量 的 项 有 也 ,了 5 ,Y xJ, 只 有 其 中 的 5 有 项 可 通过 除 以 c 来 与 7 XE 量 纲 相 本 


7x 了 3 为 矢量 ,其 他 的 矢量 项 有 已 ,了 ,3 , 玉 ,只 有 其 中 的 了 和 了 污 可 通过 除 以 c 与 Y x BB 量 纲 


相 匹配 . 除 上 述 四 式 外 ,再 也 得 不 出 其 他 等 式 . 这 样 除了 附加 的 无 量 纲 的 系数 外 ,基本 上 就 得 出 
了 麦克 斯 书 方程 组 . 


4. 具有 确定 能 量 、 总 角 动 量 和 宇 称 的 自由 光子 态 


根据 第 1 小 节 的 讨论 ,具有 能 量 玉 = fikc 、 总 角 动 量 的 平方 (量子 数 )J(J+1) 
和 它 的 第 三 分 量 (量子 数 )M 的 自由 光子 态 共 有 两 个 ,其 矢 势 波 函 数 A(x) 分 别 正 
比 于 Fi (x) 和 Fii(x). F(x) 具 有 确定 的 轨道 角 动量 1=J. 而 F(x) 则 为 
两 个 轨道 角 动 量 /=J+1 和 1=J 一 1 状态 的 释 加 . 这 表明 轨道 角 动量 量子 数 已 不 
运 宜 于 来 标志 具有 横 波 性 的 光子 态 ,需要 用 另外 一 个 量子 数 来 代替 . 这 个 量子 数 
就 是 宇 称 . 我 们 知道 轨道 角 动 量 为 7 的 态 具 有 轨道 宇 称 ( - 1) ,光子 的 内 豪 宇 称 
为 (一 1) ,因此 Fi (x) 的 总 宇 称 为 (一 1)""' ,而 Fri(x) 态 中 两 项 的 总 宇 称 都 是 
(一 1)7, 即 F 名 具有 确定 的 总 宇 称 ( - 1)7. 于 是 百 , ,和 宇 称 P 构 成 确定 光子 
态 的 一 个 完全 集合 . 如 果 用 Fijwe 表 示 它 们 的 共同 本 征 态 , 即 有 


Fr = 下 Or， r=1,2. (1.5.46) 
它们 满足 下 述 正 交 归 一 化 条 件 : 
| FO (x) : Fem (x)d zr = O66mrd, (1.5.47) 
其 中 V 代表 半径 为 R 的 大 球 .Fim 与 它 的 复 共 轿 函数 间 的 关系 是 
Fr (x) = (— 1)"FH my (x). (1.5.48) 


下 面 我 们 写 出 这 两 个 矢 势 所 对 应 的 电磁 场 . 它们 分 别称 为 电 多 极 场 和 磁 多 极 
场 ,因为 分 别 与 电 多 极 辐 射 和 磁 多 极 辐射 相 联 系 . 关于 这 一 点 我 们 将 在 第 四 章 中 
讨论 . 


(1) 电 多 极 场 ” 这 时 自由 光子 的 矢 势 波 函数 为 (关于 下 式 中 因 巴 / 乞 “ ,参见 


.42 ' 辐射 和 光 场 的 量子 统计 理论 
(1.3.24) 式 ) 


ABY (x,t) = TF (x)e ,w= kc. (1.5.49) 
相应 的 电场 强度 和 磁场 强度 为 


E(x,t) = -1 1 24 C0) -~ iV 2nfiwoF (x)e ™, 


2nhc 
Ek’ 
一 一 1V 2rhiowoF eh (x)e ie . (1.5.50) 

在 推导 (1.5.50) 第 二 式 的 最 后 一 步 中 ,我 们 利用 了 V XY x Fi =V (VFih) 一 
VF ,RY :Fh =0,(V+ Ek )FH =0. 

以 上 就 是 电 多 极 辐 射 所 产生 的 电磁 场 , 其 宇 称 为 (一 1)’. J=1( 这 是 J 的 最 小 
取 值 ) 对 应 于 电 偶 极 场 ,J=2 对 应 于 电 四 极 场 ,如 此 类 推 . 在 经 典 电磁 场 论 中 电 多 
极 场 义 常 称 为 TM 型 球面 波 . 因由 (1.5.24) 和 (1.5.19) 式 ,x*B 处 处 为 零 . 

(2) 磁 多 极 场 ” 这 时 自由 光子 的 矢 势 波 函 数 为 


B(x, 1)= Vx Al(x, t) = 二 VxVx F(x)e™ 


AW TT (x,t) = SP (x)e™, (1.5.51) 
相应 的 电场 强度 和 磁场 强度 为 
E(x,t) = 二 A(x,t) = iV 2rhwF h(x)e ™, 


B(x,it) = Vx A(x,t) = Vx F(x)e™ = iV2rnioF (x)e™. 
(1.5.52) 
当 J 取 其 最 低 值 1 时 ,上 述 场 就 是 磁 偶 极 场 ,J =2 时 即 为 磁 四 极 场 ,如 此 类 推 . 磁 
多 极 场 又 常 称 为 TE 型 球面 波 , 因 EE 的 径 向 分 量 恒 为 零 . 它 的 宇 称 为 (一 1)7”. 
一 般 的 自由 矢 势 4(x ,zi) 按 多 极 势 展开 的 表 式 为 


A(x,t) = > rhe [op (x) + apaF (an ]， 
、 (1.5.53) 
在 某 些 最 后 的 计算 中 ,我 们 常 将 归 一 化 的 大 球 的 半径 R 取得 很 大 ,以 便 对 
的 求 和 可 转化 为 对 的 积分 . 在 下 文 小 字 中 ,我 们 将 证 明 9& = 从 ,其 中 dn 代表 dk 
范围 内 & 的 取 值 的 数目 ,这 样 就 有 
>»| Fdk. (1.5.54) 
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在 量子 化 后 ,A 和 awm 都 转化 为 算 符 , 于 是 (1.5.53) 式 化 为 


A(x,1) = > A 十 从 (x)eiw ] ， 


(1.5.55) 
4 wm 和 4 lw 分 别 为 吸收 和 发 射 一 个 能 量 为 kc 、 角 动量 量子 数 为 (J ,M ) 以 及 宇 称 
为 (一 1)"*" 的 光子 的 算 符 . (1.5.55) 式 与 平面 波 情况 的 (1.3.29) 第 一 式 相 对 应 . 
相应 的 光子 数 算 符 为 
fm = CU 4 wm. (1.5.56) 
场 的 能 量 和 总 角 动 量 的 第 三 分 量 可 表 成 
A A 1 
育 = D> (hm + 元 ji， 
hf = 六 (ar + ME, (1.5.57) 
kJIMr 
即 多 极 场 的 能 量 和 总 角 动 量 第 三 分 量 的 取 值 是 量子 化 的 ,每 个 量子 具有 能 量 fw， 
总 角 动量 第 三 分 量 Mi . 由 于 坐标 轴 ms 可 取 在 空间 任 一 方向 , 故 以 上 结 末 也 表明 
总 角 动 量 沿 任意 方向 的 分 量 都 是 量子 化 的 . 

最 后 我 们 来 求 态 密度 S 以 及 波 函数 的 归 一 化 常数 . 

如 前 所 设 , 电 磁场 是 局 限 在 一 个 半径 为 R 的 大 球 内 . 具体 的 实现 可 取 球 形 腔 的 腔 壁 为 理想 
导体 . 于 是 在 >= R 的 面 上 的 边 条 件 即 为 E 的 切 向 分 量 等 于 零 . 对 于 磁 多 极 场 ,电场 就 在 切 向 ， 
从 而 由 (1.5.52)、(1.5.16) 和 (1.5.15) 式 , 边 条 件 即 化 为 

g/ (KR) = 0. (1.5.58) 
再 通过 球 贝 塞 尔 函 数 gj (z) 的 节点 =@) (z9) 代表 gj (z) = 0 的 第 个 根 ), 即 可 求 出 一 系列 允许 
的 & 值 : 

£0 = Bed (1.5.59) 
在 R 污 JIk 情况 下 


gj (4 名) 一 未 sm( 疏 -与 r)， (1.5.60) 


于 是 gj(kR) 的 零点 位 于 R - 方 x= ax, 从 而 得 出 


dn RR 
了 亚 = 元 . (1.5.61) 


对 于 电 多 极 场 ,要 先 求 出 电场 的 切 向 分 量 E,. 计算 的 结果 为 


E(x) = i i lre (hr)] VYm 0, 9), 


于 是 边 条 件 化 为 
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Erg (er)]| =0. (1.5.62) 
在 大 R 的 条 件 下 ,利用 (1.5.60) 式 从 上 式 即 得 出 
cs( 不 - 亏 r)= 0. (1.5.63) 


于 是 零点 位 置 在 如 -六 r= (n+ 才 )x. 从 而 仍 得 出 (1.5.61) 式 . 


下 面 转 到 归 一 化 常数 的 推导 (参见 (1.5.27) 式 上 ). 先 看 标量 波 函 数 情 况 . 由 (1.5.2) 式 以 
及 球 函数 的 归 一 性 , 即 得 
| au | = | rarg ery | ， (1.5.64) 
由 此 可 求 出 


2 
RLg(kR) 一 gr-iCRER)gHCER)] 


| ae 

将 (1.5.60) 式 代入 后 ,最 后 求 出 

lanl” = 2 (1.5.65) 

此 式 表明 |aw |? 实际 与 1 无关 . 其 实 当 R 远大 于 Jk 时 ,(1.5.64) 式 中 的 积分 主要 来 自 > 六 zf 
的 区 域 , 因 此 我 们 可 将 被 积 函 数 中 的 g,(&r) 用 起 sin( hr 一) 代入 ,积分 即 可 容易 积 出 

再 看 矢量 波 函 数 情况 . 对 于 /名 (zx) ,情况 比较 简单 , 因 > 和 (0,9g) 是 分 离 的 ,在 对 (9,9p) 积 

分 后 , 剩 下 对 > 的 积分 就 是 | r?drgj (如 ). 因此 归 一 化 常数 与 标量 波 一 样 即 为 V 2A- 至 于 
/各 (x) ,其 归 一 化 常数 的 平方 应 等 于 


R 
| 7dr [27 Te (hr) 十 让) | . 


而 | r drgr (kr)’ 和 | r drg,i(kr)’ 都 等 于 2 , 故 其 归 一 化 常数 同样 等 于 2 . 这 样 就 证 
明了 (1.5.27) 式 . 
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电子 是 自 旋 为 的 费 米子 ,在 非 相对 论 的 量子 力学 中 , 它 的 波 函 数 是 用 二 分 量 


的 泡 利 “ 旋 量 波 函 数 " 来 描写 的 . 我 们 知道 相对 论 不 变性 (也 就 是 洛 伦 兹 变换 下 的 
不 变性 ) 是 物理 规律 的 基本 性 质 , 就 基本 规律 而 言 . 我 们 需要 寻求 电子 的 相对 论 不 
变 的 方程 . 就 是 对 于 本 门 课程 ,讲授 相对 论 性 的 电子 场 也 是 需要 的 ,理由 参见 前 言 
中 的 注 ,这 里 不 再 复述 . 

虽然 也 有 可 能 建立 一 个 相对 论 不 变 的 具有 二 分 量 的 旋 量 波 函 数 的 方程 中 ,但 
这 个 方程 只 能 描写 质量 等 于 零 的 费 米子 ,而 且 不 具有 空间 反射 的 对 称 性 . 对 于 自 


旋 为 广 质 量 不 为 零 的 费 米子 ,为 了 建立 相对 论 不 变 并 具有 反射 对 称 性 的 方程 ,需要 


引入 两 个 耦合 在 一 起 的 泡 利 旋 量 波 函 数 , 或 者 说 一 个 具有 四 分 量 的 狄 拉 死 旋 量 波 
函数 . 后 者 所 满足 的 就 是 1928 年 狄 拉 克 提 出 的 方程 . 我 们 将 看 到 , 狄 拉克 方程 并 
不 是 普通 意义 下 的 单 粒子 的 量子 力学 方程 . 它 不 仅 具 有 正 能 量 (包括 静止 质量 所 
对 应 的 能 量 在 内 ) 的 解 , 也 具有 负 能 量 的 解 . 即使 对 于 正 能 级 的 y(x) ,其 绝对 值 的 
平方 也 不 具有 “电子 在 x 点 的 概率 密度 ”的 意义 . 我 们 在 课文 中 将 指明 ,实际 上 电 
子 在 空间 的 定位 精度 不 能 小 于 它 的 康 普 顿 波长 . 研究 表明 , 狄 拉克 方程 描述 的 是 
正 反 两 个 1/2 自 旋 的 粒子 , 它 对 应 于 两 个 耦合 的 泡 利 方程 . 一 个 更 恰当 的 理解 ,是 
把 狄 拉克 方程 看 作 是 某 种 旋 量 场 的 方程 ,并 要 将 它 量 子 化. 这 种 旋 量 场 在 用 来 描 
述 电 子 时 就 称 为 电子 场 . 它 的 量子 即 为 电子 和 反 电 子 . 电子 和 反 电 子 可 以 成 对 的 
产生 或 淹没. 狄 拉 克 提 出 的 电子 海 概念 和 空 穴 理论 ,在 当时 是 为 了 解决 "电子 不 断 
地 向 更 深 的 负 能 级 由 迁 ”的 困难 ,其 实 是 在 量子 力学 框架 内 用 一 个 方程 描述 正 反 两 
种 粒子 的 一 种 等 效 处 理 . 在 电子 海 理 论 中 ,真空 对 应 于 “ 正 能 级 中 无 电子 ,而 所 有 
的 负 能 级 都 被 电子 填 满 ”的 状态 . 这 样 一 种 处 理 实际 上 已 超出 了 单 粒 子 理论 的 范 
围 . 

在 本 章 中 我 们 先 对 狄 拉 克 方 程 本 身 和 它 的 物理 内 涵 进 行 阐述 ,然后 再 引入 动 
量 和 螺 度 一 定 的 态 , 以 及 “能 量 、 角 动量 和 宇 称 一 定 ” 的 态 , 并 对 电子 场 进行 量子 化 . 
通过 量子 化 才 清 楚 地 显示 出 量子 数 不 同 的 正 反 电子 是 如 何 结合 在 同一 方程 的 解 
中 . 


@ Weyl,Zs.Phys.$6,330(1929) ,该 方程 即 称 为 Weyl 方程 . 
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32.1 狄 拉 元 方程 和 旋 量 波 函 数 


狄 拉克 方程 是 描述 自 旋 为 地 、 质 量 不 为 零 的 费 米子 的 相对 论 性 方程 .目前 已 


知 的 基本 费 米 子 (无 论 是 轻 子 还 是 夸克 子 ) 都 是 自 旋 为 1/2 的 费 米子 ,这 就 使 得 狄 
拉克 方程 在 近代 物理 学 中 占有 十 分 重要 的 地 位 . 在 这 一 节 里 ,我 们 将 根据 本 课 的 
性 质 对 此 方程 作 适 当 的 讨论 ,其 中 对 方程 的 推导 , 主要 采用 阿 希 叶 泽 尔 和 别 列 斯 捷 
次 基 《 量 子 电 动力 学 ) 书 中 的 讲法 . 


1. 泡 利 旋 量 的 变换 性 质 


从 第 一 章 中 的 讨论 ,我 们 看 到 一 个 矢量 f 在 无 穷 小 的 转动 变换 中 ,其 三 个 分 
量 间 的 转换 由 量子 数 为 1 的 自 旋 算 符 s 生成 : 


fi fi 
fl= (1+i80.s)If,|. (2.1.1) 
fs fs 
同样 ,一 个 旋 量 在 无 穷 小 的 转动 变换 中 ,其 二 个 分 量 的 转换 也 由 量子 数 为 二 的 自 旋 
算 符 | 亏 来 生成 ; 
7 - 1 + 00. ”| (2.1.2) 
区 | “ = 92 
其 中 g = ojni + ons+o3n3,0; 为 泡 利和 矩阵 ,通常 表示 为 
1 是 | 1 出 
oi = ， 0，》 二 ， 03 二 . (2.1.3) 
0 0 1 0 0 —1 
它们 之 间 并 满足 关系 
- Oj0p — O40; = 2iejwo, (2.1.4a) 
oj0p + G0; = 26,k. (2.1.4b) 


(2.1.4a) 式 即 为 一 般 的 角 动 量 算 符 所 满足 的 对 易 关 系 式 . 
对 于 绕 n 轴 的 有 限 转 动 0 = On， 
-此 
,| = em 
4 2 72 
其 中 o, 为 6 在 nn 方向 上 的 投影 . 


人 |. (2.1.5) 


0 .，0 
三 | COS 二 1SIN 方 0, 
2 2 
Y 2 
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由 (2.1.5) 式 可 知 , 当 9=2x 即 围绕 任 一 轴 旋 转 2x 时 , 旋 量 并 不 还 原 到 原 值 
而 是 变 了 一 个 符号 . 旋 量 的 这 一 性 质 与 经 典 的 物理 量 如 标量 、 矢 量 、 张 量 等 不 同 ， 
这 些 量 在 旋转 2x 后 都 还 了 原样 . 旋 量 的 上 述 性 质 表 明 它 自身 不 是 可 观测 的 物理 
量 :任何 可 观测 的 物理 量 都 必须 是 偶数 个 旋 量 的 乘积 , 即 旋 量 只 能 成 对 地 出 现在 物 
理 量 中 . 

与 转动 2x 的 情况 相似 ,在 作 两 次 反射 变换 P 时 , 旋 量 也 可 以 不 还 原 而 是 改变 
一 个 符号 , 即 


P=+1. (2.1.6) 
我 们 可 以 定义 旋 量 的 内 豪 字 称 7 为 P 的 本 征 值 ， 
Pop = nm. (2.1.7) 


其 中 p= "| 由 (2.1.6) 式 ,7 取 值 可 为 +1 和 土 i. 


如 上 面 所 指出 的 ,在 物理 量 中 , 旋 量 都 是 以 p1Ap, (A 为 某 个 2x2 矩阵 ) 的 形 
式 成 对 地 出 现 ,其 中 p, 和 yp, 可 以 是 不 同 的 费 米子 ) ,因此 实际 上 重要 的 是 两 个 旋 
量 配 对 乘积 p1 o, 在 空间 反射 下 的 变换 . 换 句 话 说 ,在 物理 上 有 意义 的 不 是 两 个 配 
对 旋 量 各 自 的 内 豪 宇 称 ,而 是 两 者 之 间 的 相对 内 豪 宇 称 , 亦 即 两 者 7 的 比值 . 进 一 
步 考虑 得 出 D, 这 种 比值 只 能 为 上 1. 在 +1 的 情况 称 两 者 相对 字 称 为 正 ,在 -1 的 
情况 则 称 相 对 宇 称 为 负 . 


2. 狄 拉克 方程 
在 本 章 引言 中 我 们 已 经 指出 ,描述 质量 (在 理论 物理 中 ,通常 说 一 个 粒子 的 质 
量 都 是 指 它 的 静止 质量 ) 不 为 零 、 自 旋 为 的 费 米子 并 具有 空间 反射 不 变性 相对 论 
性 方程 ( 即 狄 拉克 方程 ) 是 两 个 泡 利 旋 量 的 联 立 方程 : 
1 oP — mc’ 9 =— ifcg . VX,， 


i + me?x =— ifice + Vy. (2.1.8) 
首先 ,此 方程 满足 相对 论 性 方程 的 某 些 基本 要 求 : 如 时 空 的 微 商 都 以 一 次 微 商 的 形 
式 出 现 (从 而 使 空间 微 商 与 时 间 微 商 具 有 平权 地 位 ). 在 空间 转动 变换 下 ,方程 中 
各 项 具有 相同 的 变换 性 质 (o*V 为 标量 算 符 ). 另外 在 (2.1.8) 式 中 ,除了 时 空 的 一 
次 微 商 和 自 旋 矩阵 @ 以 外 ,就 只 含 普 适 常数 大 ,c 和 一 个 质量 参数 m.. 对 于 电子 来 


@ 例如 通过 piAgp 与 标量 场 或 矢量 场 的 耦合 . 


”48 ' 辐射 和 光 场 的 量子 统计 理论 


说 ,m 即 为 电子 的 静止 质量 . 

为 使 (2.1.8) 式 具有 空间 反射 不 变性 ,其 中 两 个 泡 利 旋 量 p 和 X 的 相对 内 让 
宇 称 必须 取 为 -1. 这 是 因为 自 旋 作为 角 动 量 的 一 部 分 ,应 为 厦 矢 量 (从 而 e 为 寿 
矢量 算 符 ,在 坐标 架 反 射 时 ,各 个 分 量 的 矩阵 表示 不 变 ). 这 样 (2.1.8) 式 中 的 
o 9 为 寿 标 量 算 符 ,从 而 9 与 x 的 相对 内 豪 宇 称 必须 为 负 以 使 得 (2.1.8) 式 两 侧 
在 反射 变换 下 具有 相同 的 变换 性 质 . 这 也 是 在 狄 拉克 方程 中 需要 引入 两 个 不 同 泡 
利 旋 量 的 原因 [ 若 把 (2.1.8) 第 一 式 中 的 x 换 成 p ,就 破坏 了 反射 不 变性 ] 

上 述 和 X 都 满足 克 莱 因 -区 登 方 程 . 为 显示 这 一 结果 只 需 将 
( 放 也 二 * ) 作 用 到 (2.1.8) 第 一 式 ,再 将 (2 1.8) 第 二 式 代 入 其 右 方 以 消去 x， 
然后 利用 (2.1.4) 式 消去 a 就 可 得 出 

工 2 2 2 


9 
7 F729 p = 0. (2.1.9) 


这 网 是 到 莱 因 - 戈 登 方程 , 它 是 任何 自由 的 相对 论 波 函 数 都 必须 满足 的 方程 ,因为 
在 动量 表象 中 它 就 是 


Vy -— 


(E’*— pc —m’ c’)p = 0， 
代表 相对 论 中 能 量 与 动量 间 的 关系 . 以 上 的 三 项 要 求 ( 时 空 微 商 平 权 , 具 有 空间 转 
动 和 反射 的 不 变性 ,各 个 分 量 满足 克 莱 因 - 戈 登 方程 ) 基 本 上 决定 了 自 旋 为 方 的 费 
米子 所 服从 的 相对 论 性 方程 不 外 乎 (2.1.8) 那 样 的 架构 . 甚至 其 中 的 质量 项 前 的 
符号 要 一 个 为 正 、 一 个 为 负 . 
顺 市 指出 ,自由 的 麦克 斯 韦 方程 组 的 两 个 旋 度 方程 也 可 写成 (2.1.8) 的 形式 . 


Ej) 1B] 
只 须 作 代 换 | | E, = iB, | ,6->s,m ->0 即 可 . 一 个 有 趣 的 情况 是 ， 
2’ [EE,) ‘% liB, 


由 于 光子 的 质量 为 零 , 才 导 致 普 朗 克 常 数 从 方程 中 消去 使 得 电动 力学 方程 中 不 出 
现 无 . 同样 有 趣 的 是 , 若 没有 大, 由 于 量 纲 上 无 法 匹配 ,质量 项 亦 无 法 进入 (2.1.8) 
式 . 

两 个 泡 利 旋 量 可 以 合 起 来 写成 为 一 个 具有 四 分 量 的 y, 它 形 如 


yi 

J = |= | (2.1.10) 
x Ya 
ys 


通常 称 为 狄 拉克 旋 量 , 或 者 称 为 洛 伦 兹 变换 下 的 旋 量 . 正 像 洛 伦 兹 变换 下 的 矢量 
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是 由 三 维 转动 变换 下 的 一 个 矢量 和 一 个 标量 所 构成 . 洛 伦 兹 变换 下 的 旋 量 是 由 三 
维 转 动 变 换 下 的 二 个 旋 量 构 成 . 因为 p 和 X 的 内 豪 宇 称 相反 , 故 若 用 7 代表 9 的 
内 店 宇 称 , 则 x 的 内 豪 宇 称 即 为 - w, 即 在 反射 变换 下 
Po = np ， PX =- mm, (2.1.11a) 
合 起 来 可 写成 
Py = wy, (2.1.11b) 
其 中 y4 为 一 个 4x4 的 对 角 和 矩阵 ,其 前 两 个 对 角 元 为 1, 后 两 个 对 角 元 为 -1. 
(2.1.11b) 式 是 对 某 个 指定 的 狄 拉 克 旋 量 而 言 ,如 果 是 指 狄 拉克 旋 量 波 函数 , 则 因 
反射 变换 后 该 旋 量 的 空间 坐标 反 了 一 个 号 , 故 (2.1.11b) 式 应 写作 
Py(x) = mg(— x). (2.1.12) 
如 同 (1.5.35) 和 (1.5.37) 式 一 样 . 通常 把 7 称 作 该 狄 拉 克 旋 量 粒 子 的 内 豪 宇 称 . 
y 含有 二 个 泡 利 旋 量 ,因而 其 中 又 多 了 一 个 自由 度 . 这 个 新 增加 的 自由 度 实 
ai 由 度 ,但 并 不 简单 地 就 是 说 上 、 下 两 个 旋 量 一 个 代表 正 粒 
于 ,一 个 代表 反 粒 子 ,除非 经 过 特殊 的 变换 (但 此 变换 将 使 得 方程 变 成 非 定 域 的 方 
程 . 在 $2.4 中 我 们 将 提 到 这 一 变换 ). 为 了 把 (2.1.8) 写 成 一 个 单一 的 方程 ,我 们 
引入 4x4 的 狄 拉克 矩阵 
0 5 1 0 
| 8 = | | (2.1.13) 


0 0 1) 
上 式 中 的 0 代表 二 维 零 矩 阵 ,而 8 中 的 1 代表 二 维 的 单位 矩阵 . 8 也 就 是 
(2.1.11b) 式 中 的 ys. a;(j=1,2,3) 和 8B 都 是 厄 米 矩阵 并 满足 下 述 反 对 易 关 系 (可 
利用 o; 的 性 质 推 出 ): 
ao + aiol = 260, ba; +aB=0, B=1. (2.1.14) 
利用 所 引入 的 a; 和 B 矩阵 , (2.1.8) 式 可 化 为 


i yg = Ay, (2.1.15) 


其 中 入 为 4x4 和 矩阵 ,表达 式 为 
H=-ifce .V+ mc” pbB. (2.1.16) 
需要 指出 的 是 ,尽管 a 由 尾 矢 量 矩 阵 @ 构成 ( 见 (2.1.13) 第 一 式 ) ,但 由 于 6 位 于 a 中 的 非 
对 角 位 置 从 而 将 下 旋 量 变 到 上 旋 量 位 置 上 ,将 上 旋 量 变 到 下 旋 量 位 置 上 , 故 w 将 成 为 一 个 矢量 
(而 不 是 尾 矢 量 )4x4 矩阵 . 此 结论 可 论证 如 下 :将 (2.1.11b) 式 中 的 yy 取 为 ay, 即 有 P oy = 
W40y, 上 式 右 方 又 可 化 为 se (WV4) WV = Tra (WV4) 1!1Py. 左 方 Pay 亦 可 写成 


八 人 入 _1、 公 、 八 和 1 -1 1 0 0 6 1 0 
(Pa P“)Py. 将 两 者 比较 , 即 可 得 出 Pe P= Wa (ys) (, _ 站 量 
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- ( 1 = - w ,与 矢量 矩阵 在 反射 变换 下 的 变换 _ 致 


狄 拉克 旋 量 的 自 旋 算 符 为 方 冀 ,号 的 定义 是 


= 1 (2.1.17) 
oO 
总 角 动 量 算 符 即 为 轨道 角 动 量 算 符 与 自 旋 算 符 之 和 : 
L, 十 #0 0 
J = (2.1.18) 
0 L, 十 


通常 引入 田 外 四 个 4x4 和 矩阵 y, (j=1,2,3,4) 来 代替 m 和 B. 这 样 可 把 方程 
(2.1.15) 一 (2.1.16) 式 写成 更 对 称 的 形式 . y, 的 定义 为 


y; =-iba, j=1,2,3. 7=8. (2.1.19) 
7 具体 写 出 来 即 为 
0 一 ic 1 0 
四 个 yx, 都 是 厄 米 矩阵 ,满足 下 列 对 易 关 系 : 
YY, + 7 = 26,,. (2.1.21) 
方程 (2.1.15) 在 用 7 矩阵 表示 时 即 为 
[和 + (2.1.22) 


下 面 简单 介绍 y 的 洛 伦 兹 变换 . 设 两 惯性 参考 系 的 坐标 架 S 和 S “的 轴 互 相 平行 ,但 S“ 相 
对 S 有 一 速度 v. 在 一 1 情况 下 旋 量 p 和 X 在 两 惯性 系 的 表示 之 间 有 下 述 变换 关系 : 


, 1 
9 二 9 一 去 2 aoX， 


X = 9 一 元 ” 00 . (2.1.23) 


这 一 绪 采 并 不 难 理解 , 因 对 二 维 旋 量 来 说 ,变换 矩阵 为 2x2 矩阵. 而 1,01 ,os ,cs 构成 2x2 甜 
阵 的 完全 集合 . 于 是 2X2 的 变换 矩阵 总 可 按 它们 展 成 四 项 . 在 无 穷 小 洛 伦 效 变换 下 变换 矩阵 


只 取 到 一 的 一 次 方 . 此 变换 矩阵 应 为 三 维 转动 变换 的 不 变量 ,于 是 上 述 2x2 的 变换 矩阵 只 能 
由 1 和 一 6 两 项 组 成 . 再 由 反射 不 变性 考虑 ,1 和 一 6 要 分 别 作 用 到 内 豪 宇 称 相反 的 两 个 旋 
量 上 . 这 样 就 基本 上 确定 了 (2.1.23) 式 的 结构 . 剩 下 的 就 只 是 三 *o 前 的 系数 . 在 (2.1.23) 式 
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中 其 值 取 为 - 志 , 是 使 得 方程 (2.1.22) 在 洛 伦 兹 变换 下 保持 不 变 . 
(2.1.23) 式 又 可 表示 成 
J = (1- .a)y (2.1.24) 
值得 指出 的 是 ,由 于 ut = a( 而 不 是 a = - w) 故 此 变换 不 是 么 正 变换 . 而 这 正 是 物理 上 所 要 求 
的 . 因 若 变换 矩阵 为 么 正 矩 阵 , 则 Wiy 将 在 洛 伦 兹 变换 下 保持 不 变 ,这 与 “长 度 的 洛 伦 兹 收缩 ” 
相 蔬 盾 , 因 长 度 的 收缩 将 导致 “密度 "不 是 洛 伦 兹 标量 . 至 于 卫 不 是 小 量 时 的 变换 公式 可 参见 一 
般 量子 场 论 的 书 ,此 处 不 再 引述 . 

在 电动 力学 中 ,不 会 出 现 费 米子 之 间 的 转化 ,物理 上 的 观测 量 应 只 由 y 与 y 
构成 . 如 上 面 所 述 ,yi y 不 是 洛 伦 兹 标量 ,不 难 证 明 ( 利 用 y, 与 w 的 反对 易 性 )， 
IY 为 洛 伦 兹 标量 ,其 中 

J = fy, (2.1.25) 
而 iyyy 为 洛 伦 兹 矢量 (证 明 从 略 ) ,其 中 系数 i 是 使 前 三 个 分 量 为 实 ,第 4 分 量 为 
虚 . 
从 yy 和 y 所 满足 的 方程 不 难 推出 


Fj, = 0， (2.1.26) 
其 中 
j, = icy7y (1.2.27) 


上 式 乘 上 了 系数 c 是 使 5 具有 流 密度 的 量 纲 . 奇 再 乘 上 电信 g( 对 于 电子 ,9 等 于 
一 e) 就 成 为 电流 密度 , 它 的 分 量 明显 写 出 如 下 : 

qj (x) = qc (x)ap(x), qjis(x) = ic (x) V(x). (2.1.28) 
由 第 二 式 可 见 gyi(x)y(x) 代 表 x 点 的 电荷 密度 . 再 据 此 来 看 (2.1.28) 第 一 式 ， 
ce 应 代表 粒子 的 速度 算 符 . 这 种 看 法 也 可 从 海 森 伯 图 象 中 坐标 的 变化 方程 [五 见 
(2.1.16) 式 | 
ZX; = 二 [z,A] = ca (2.1.29) 
得 到 支持 . 但 这 种 解释 会 引起 下 述 问 题 :w 的 本 征 值 为 土 1, 于 是 速度 在 任 一 方向 
的 分 量 都 具有 本 征 值 +c, 因 为 坐标 架 的 轴 向 可 任意 旋转 . 妇 外 ,在 海 森 伯 图 象 中 
= 还 [4 , 问 也 不 为 零 , 即 在 自由 粒子 情况 ,速度 也 不 恒定. 除 此 以 外 , 沿 三 个 加 
问 的 速度 分 量 不 能 同时 具有 确定 值 ( 因 三 个 w 彼此 不 对 易 ) 也 与 非 相 对 论 量子 力 


学 很 不 一 样 . 以 上 各 点 皆 与 相对 论 经 典 力学 中 由 Sp 定义 的 速度 v 完全 不 同 ， 
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不 难 写 出 a; 所 满足 的 方程 并 对 它 求解 . 结果 显示 ca; 除了 一 常数 项 p jc? 产 -: 
(相当 于 经 典 速度 Sap 的 ; 分 量 ) 外 ,还 有 一 个 快速 的 振动 项 ,其 振动 的 幅度 的 量 级 


为 #mc , 即 电子 的 康 普 顿 波长 (参见 狼 拉 克 的 《量子 力学 》 $6.9). 这 意味 着 cp 


只 代表 平均 速度 ,电子 的 瞬时 速度 要 在 其 平均 速度 上 附加 一 个 颤动 . 

但 要 指出 的 是 ,上 述 图 象 有 它 的 局 限 性 . 我 们 将 看 到 %(z ) 并 不 具有 通常 量子 
力学 波 函 数 的 意义 . 1y(x)1 不 等 于 电子 定位 在 x 点 上 的 概率 密度 ,从 而 x 并 不 
代表 粒子 位 置 的 力学 量 . 下 文中 还 将 说 明 相对 论 粒子 的 定位 精度 至 多 只 能 到 其 康 
普 顿 波长 /mc 的 大 小 ( 见 $2.2 节 ). 因而 对 上 述 在 量子 力学 基础 上 的 解释 不 能 
太 认 真 . 尽管 如 此 ,“ 颤 动 ” 仍 不 失 为 一 种 有 意义 的 直观 图 象 ,并 可 作为 相对 论 粒 子 
位 置 不 确定 度 的 某 种 表示 . 
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本 和 下 广 都 是 讨论 狄 拉 克 方 程 的 解 . 本 节 所 讨论 的 是 平面 波 型 的 解 , 它 具 
有 确定 的 能 量 和 动量 . 由 于 粒子 有 自 旋 , 所 以 还 需 补充 一 个 量子 数 . 在 相对 论 情 
帝 , 此 量子 数 束 是 螺 度 , 即 自 旋 在 动量 方向 上 的 投影 . 除 此 而 外 , 狄 拉克 波 函 数 由 
两 个 泡 利 波 函 数 构成 , 它 应 当 描 令 两 个 自 旋 为 1/2 的 粒子 . 现在 知道 它们 就 对 应 
于 正 负 电子 . 负电 子 就 是 普通 的 电子 , 正 电 子 是 它 的 反 粒 子 ,两 者 波 函 数 不 能 直接 
地 合 在 一 起 构成 狄 拉克 方程 解 的 完备 集 . 正 电 子 的 波 函 数 需要 先 经 过 “ 正 反共 恩 ” 
变换 才能 与 电子 的 波 函数 相合 配 . 这 种 变换 后 的 正 电 子 波 函 数 就 是 狄 拉 克 方 程 中 
所 出 现 的 负 能 级 解 . 在 本 节 中 我 们 将 对 此 进行 曾 明 . 


1. 薛 定 谓 图 象 中 狄 拉克 方程 的 平面 波 型 的 解 


我 们 先 来 求 这 种 波 型 的 解 ,然后 对 它们 的 物理 意义 进行 诠释 . 由 于 p 与 廊 互 
相对 易 ,它们 共同 的 本 征 态 是 存在 的 ,此 解 具有 平面 波 的 形式 : 


J(x,t) = Fr pd (2.2.1) 


其 中 p 和 cpo 分 别 代表 动量 和 能 量 的 本 征 值 . u(p ) 为 四 分 量 的 旋 量 . 将 (2.2.1) 
式 代 入 狄 拉 克 方 程 (2.1.15) 中 , 即 得 出 uw(p) 所 满足 的 方程 : 

(@ :p+ mcB)u(p) = poulp). (2.2.2) 
写成 矩阵 形式 即 为 

mc 一 po op 


u(p) = 0. (2.2.3) 
op mc— po 
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这 是 一 组 齐 次 方程 ,u(p) 有 非 零 解 的 条 件 为 
fe oP |_o (2.2.4) 
op 一 mc— po . 
对 于 一 定 的 p 由 此 即 可 决定 相应 的 po. 
将 上 式 中 的 行列 式 乘 开 并 利用 ec 矩阵 的 公式 (oo*p)*= p?, 即 得 


pr-p -mc =0. (2.2.5) 
这 正 是 相对 论 中 动量 与 能 量 之 间 的 关系 式 . 于 是 得 出 
po =+ Elc, 上 上 尘 v pc +m’c’ > 0. (2.2.6) 


上 式 表明 :对 于 一 定 的 p, po 并 不 唯一 地 被 确定 , 它 可 取 符 号 相反 的 二 个 值 +E/c. 
这 意味 着 友 是 与 P 相 独立 的 算 符 (与 非 相对 论 中 六 =3-p? 的 情况 不 同 ) 


但 p 和 广 还 不 构成 完全 集合 . 不 难 证 明 螺 度 算 符 方 马 :mm ， (mn 为 p 方向 的 音 
位 矢量 ) 与 p 和 瑟瑟 相对 易 @ ,并 与 和 廊 一 起 构成 完全 集合 . 对 于 一 定 的 p 共有 
四 个 解 z(P) ,分 别 对 应 于 ( po = 土 Elc, 螺 度 = 二 方 ) 四 组 不 同 的 本 征 值 .“ 狄 拉克 


方程 包含 两 个 泡 利 旋 量 ”所 增加 的 自由 度 即 为 po 的 两 种 取 值 所 反映 
我 们 令 $, (ns) 和 $_(n,) 代 表 em 的 本 征 为 +1 和 一 1 的 两 个 泡 利 旋 量 , 即 
(Grin) = $, (on,)$ =—$. (2.2.7) 
它们 的 明显 形式 不 难 求 出 . 如 令 到 的 方向 角 为 9 和 , 则 有 


cosO singe 9 
GT .1 = . (2.2.8) 
sinOe7 一 CosO 
由 此 解 出 
COS 所 ci 
风 (np) = 
sin Lio 
2 
— sin Se 
风 (n,) = . (2.2.9) 
0 ip/2 
Cos Fe 


@ 注意 , 克 在 三 个 坐标 轴 上 的 投影 , 即 马 ,并 不 与 及 相对 易 . 
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u(p) 的 四 个 解 可 用 $9, 和 $$ 表示 如 下 : 


p. 
(1) /E+me’ (2) E+mec’ 
u (p) = . ,U (pp) = 
N 2E | op yg, N32E 
FT Py, FT 
u™ (p) = 一 5 站 E+mc ul (p) = Ese 
¢$ 


$b- 


oP sy 
E+mc’ 


O°* Ey 


9» 


E+i+mc 
E+mec’ 


十 


(2.2.10) 


其 中 Et me 为 狄 拉 克 旋 量 u(p) 的 归 一 化 常数 ,使 得 


ul(p)iu (p) = 6, j,l = 1,2,3,4. (2.2.11) 
在 上 述 四 个 解 中 ,前 两 个 ( 即 上 标 =1,2) 对 应 于 右 的 本 征 值 为 瓦 ,后 两 个 ( 即 上 标 = 


3,4) 对 应 于 互 的 本 征 值 为 -已 . 在 人 <1 的 情况 下 ,wu 中 和 ww 中 中 的 上 两 分 量 为 大 


分 量 ,而 w 和 wm， 中 的 下 两 分 量 为 大 分 量 . 

在 量子 力学 中 ,五 的 本 征 值 应 即 为 粒子 可 能 具有 的 能 量 值 . 但 对 狄 拉克 方程 
不 能 作 这 样 解释 . 因 若 作 这 样 解释 ,电子 的 能 量 没有 下 限 可 一 直 趋 向 - co. 于 是 
当 电 子 与 光子 或 其 他 粒子 相互 作用 时 ,可 以 跃迁 到 愈 来 愈 低 的 能 量 态 ,从 而 无 止境 
地 放出 能 量 . 这 个 结论 肯定 是 不 符合 实际 的 . 

我 们 也 不 能 简单 地 认为 po = 一 Elc 的 解 不 合理 并 把 它们 抛弃 掉 . 因为 在 抛 
挥 它们 以 后 ,所 剩 下 来 的 解 不 构成 完备 集 . 当 我 们 求解 在 外 场 中 运动 的 解 时 ,即使 
初 态 只 含 po 为 正 的 态 , 随 后 也 会 演化 出 po 为 负 的 成 分 . 

为 了 解决 这 一 难题 , 狄 拉克 在 1928 年 提出 这 一 方程 时 做 了 这 样 一 个 大 胆 的 物 
理 假设 , 即 真 空 态 是 对 应 于 “每 个 po 为 负 的 态 都 被 电子 占 满 (由 于 泡 利 原理 ,每 个 
状态 只 容许 有 一 个 电子 ) ,而 po 为 正 的 态 都 没有 电子 ”的 情况 . 如 果 有 一 个 处 于 负 
能 级 的 电子 被 激发 到 正 能 级 的 态 ,那么 我 们 除了 看 到 一 个 处 于 正 能 级 的 EN 还 
在 电子 海 ( 指 占据 负 能 级 的 全 部 电子 ) 中 看 到 一 个 空 穴 . 与 真空 比较 ,出 现 一 
从 相当 于 多 了 一 个 带 正 电 的 粒子 ,其 能 量 也 是 正 的 (因为 减少 了 个 负 能 量 )， 当 
时 , 狄 拉克 把 这 个 带 正 电 粒 子 认 作 质 子 . 1932 年 安 德 孙 发 现 正 电子 后 ,人 们 才 认 
定 为 正 电子 , 它 与 电子 具有 相同 的 质量 . 这 样 ,上 述 从 负 能 级 到 正 能 级 的 跃迁 就 代 
表 正 负电 子 对 的 产生 . 反 过 来 若 一 个 负电 子 ( 指 带 负 电 的 电子 ) 从 正 能 级 跃迁 到 一 
个 空 穴 中 时 ,就 代表 正 负 电子 对 的 泽 没 . 


2. 对 负 能 级 解 的 正确 解释 
上 述 空 羡 理论 如 果 作 为 现实 的 物理 理论 ,显然 是 不 自然 的 ,实际 上 它 只 是 一 种 
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等 效 的 描述 . 前 面 已 经 提 到 , 狄 拉 克 方 程 不 只 是 描述 电子 的 运动 ,而 要 同时 描述 正 
负 两 种 电子 . 通常 人 们 把 电子 算 作 正 费 米子 , 它 的 费 米子 数 定 为 +1, 把 正 电子 算 
作 反 费 米 子 它 的 费 米子 数 为 -1. 费 米子 数 已 证 实 为 一 种 具有 更 普遍 意义 的 守重 
量子 数 ,因而 正 电子 ( 即 反 电子 ) 的 波 函 数 不 能 直接 与 ( 负 ) 电 子 波 函 数 合 起 一 起 成 
为 同一 方程 解 的 完备 集合 . 否则 通过 发 射 或 吸收 光子 而 实现 两 者 之 间 的 跃迁 时 ， 
费 米子 数 守 恒 律 就 将 被 破坏 . 对 上 述 四 个 解 的 正确 理解 是 :前 两 个 解 


J' (x, 1) = uu (p) 2" “EE) J (x,t) = 一 zi (p) -ai “EE) 


描述 的 是 动量 为 p ,能 量 为 E[E 由 (2.2.6) 式 定义 恒 为 正 ]. 螺 度 分 别 为 二 方 的 电 
子 ,J (x,zt) 和 yg 中 (x,z) 分 别 就 是 这 两 个 态 的 波 函 数 ,但 (根据 前 面 的 说 明 ) 
(2.2.10) 式 的 uw，(p) 和 ww (p) 在 乘 上 相应 的 时 空 空 丽 数 志 di” 中 (E>0) 后 
并 不 就 是 反 电 子 的 波 函 数 . 而 应 是 反 电子 波 函 数 在 “ 正 反 共 轿 变换 "后 的 结果 . 只 
有 经 过 这 一 变换 , 它 才 能 与 电子 波 函 数 出 现在 同一 方程 中 . 由 于 本 课程 的 性 质 , 在 
下 详细 介绍 正 反共 斩 ( 也 称 C 共 罗 ) 变 换 和 电磁 规律 在 正 反 共 斩 变 换 下 的 
变性 ( 它 的 物理 意义 是 , 奉 把 电子 作为 反 费 米子 ,把 正 电 子 作 为 费 米子 , 则 写 出 的 
二 动 方 三 不 让 ,而 只 指出 , 知 原 来 的 波 函 数 为 %x,z), 作 正 反共 斩 变 换 后 的 波 函 
数 设 为 p(x,t), 则 两 者 之 间 的 关系 是 y.(x,t) = Cy" (x,z), 其 中 的 矩阵 C 就 称 
为 正 反共 斩 矩 阵 . 由 此 可 见 : 原 来 动量 为 - p、 能 量 为 的 时 空 因 子 ei?*- 巴 在 
共 因 变换 后 即 变 为 动量 为 能 量 为 - 下 的 时 空 因 子 ete 关 钙 它 就 是 狄 拉克 
和信 能 级 解 中 出 现 的 本 s 因 子 ,以 上 讨论 简明 地 说 明了 负 能 级 解 的 物理 意义 . 
于 是 我 们 把 狄 拉克 方程 的 一 般 解 分 成 两 个 部 分 : 
P(X,t) = Jp, (x,t) + Ip (x,t) (2.2.12) 
其 中 y, (x,z) 为 正 能 级 波 函 数 的 和 ,yy_(x,z) 为 负 能 级 波 函 数 的 和 . 


bx = em (ps = 12. (2.2.13) 
p,s 


在 Jy_(x,z) 的 展 式 中 ,我 们 先 把 求 和 指标 p 换 成 -p, 并 令 
u (~ p)= wv (p), uu (~ p)= wv (p), (2.2.14) 
则 y_ (x ,zt) 可 表 为 


p(x,t) = EB (pee, =1,2. (2.2.15) 
前 面 已 经 说 明了 正 、 负 能 级 解 的 物理 意义 ,关于 “这 两 类 解 合 在 一 起 ”的 问题 ， 
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我 们 将 在 讲述 电子 场 的 量子 化 时 再 作 进 一 步 的 说 明 . 
从 (2.2.12) 式 即 得 - 
P(x,t) =W (xit) 十 态 (x,t), (2.2.16) 
其 中 V 和 -可 从 (2.2.13) 和 (2.2.14) 式 直接 写 出 


p+ (x,) 一 Ea (pe,s 一 1 ,2 
ps 


pj- (x,t) = 0 (pd,s = 1,2 (2.2.17) 
ps 


x 和 5 的 定义 与 @ 相同 , 即 
a (p) = uu (py, Tp) = vp)y,. (2.2.18) 
u(p) 和 wvw(p) 之 间 的 正 交 归 一 化 条 件 为 


4 2 7 2 
a (pu (p) = Eb, TO(p)v (CD) = ds, (2.2.198) 


FE 
a (pv (p) = (pu (p) = 0. (2.2.19b) 
(2.2.19a) 可 通过 wu(p) 的 具体 表达 式 以 及 
(PP) =- Yau (p), vO(p)=- yu (p) (2.2.20) 


来 验证 ,(2.2.19b) 式 可 通过 上 式 和 (2.2.11) 式 直接 看 出 . 
最 后 ,我 们 指出 ,不 仅 y(x) 不 具有 电子 在 坐标 空间 的 概率 密度 幅 的 意义 ,就 
征 y+ (x) 也 不 具有 这 种 意义 . 从 量子 化 后 的 结果 返回 来 看 ,(2.2.13) 展 式 中 的 a 
具有 波 天 空间 中 概率 幅 的 含意 ,但 a 与 (x) 之 间 并 不 是 健 里 叶 变 换 的 关系 , 原 
因 是 : u'"”(p) 中 含有 的 p 和 五 = Vp”c” + mc 对 应 于 坐标 空间 的 微分 算 符 , 而 出 
现在 分 母 中 时 即 对 应 于 积分 算 符 . 情况 与 光子 波 函 数 所 遇 到 的 相似 (参见 $1.3 
a 一 个 更 直接 的 理由 是 ,如 果 gy, (x) 具 有 坐标 空间 概率 幅 的 意义 , 那 
它 应 包括 具有 确定 位 置 xo 的 波 函 数 ww6(x 一 xo) ,其 中 w 为 常数 旋 量 (不 包含 
项 商 筑 符 ) 但 这 是 不 可 能 9 


集 . 从 而 任何 w3 (x - xo) 都 不 能 表示 为 正 能 级 解 0 (pF 和 

1 (2) er? 的 悉 Ty — xo m3 QiP'* 
(pe 的 全 加 . 在 w6(x 一 xo ) 的 展 式 中 还 将 含有 (pj 和 

wu (P) -5e”“( 或 者 说 全 v(p) 和 vw?(p) 乘 上 指数 因子 ez) 的 成 分 .只 有 


把 3(x 一 x。) 换 成 尺度 为 4 的 波 包 如 7 je 过 ea ,并且 当 ga 光志 时 , 展 式 


中 的 w(p) 和 ww 中 (pp) 的 部 分 才 可 和 忽 去 (参见 Itzykson 与 Zuber, Quantum Field 
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Theory). 换 句 话说 , 仅 用 正 能 级 解 不 可 能 丢 加 出 尺度 二 二 的 波 包 . 这 就 说 明了 电 
子 定位 精度 的 极限 就 是 它 康 普 顿 波长 -一 ， 


32.3 能 量 \ 角 动量 和 宇 称 确 定 的 自由 电子 态 


与 光子 的 情况 相似 ,我 们 也 可 以 引入 具有 确定 能 量 、 角 动量 和 字 称 的 自由 电子 
态 . 其 他 的 电子 状态 可 按 这 种 态 来 展开 . 下 面 ,我 们 将 先 对 二 分 量 的 泡 利 旋 量 进 
行 讨论 ,然后 再 转 到 四 分 量 的 狄 拉 克 旋 量 的 情况 . 


1. 球 旋 量 


像 球 矢量 一 样 , 我 们 称 具 有 确定 轨道 角 动 量 量子 数 /、 总 角 动 量 量 子 数 了 以 及 
总 角 动 量 第 三 分 量 量子 数 M 的 泡 利 旋 量 Qj 为 球 旋 量 ,或 者 旋 量 球 函数 . 利用 
C-G 系 数 , 即 得 


QQrm(0,9) 二 2, Cn Yo (0, op)$' ， (2.3.1) 
5 一 土 1/2 
其 中 
1 
$(3) = | |. $3) - "| 
0 1 
于 是 Qjm 也 可 表示 成 
0 Cs Ye (2.3.2) 
JIM 一 9 。.) 。 
Can 汉王 二 Ya 
它们 满足 正 交 归 一 化 条 件 
| ojoromada 一 O1rorcwwv . (2.3.3) 


对 于 每 个 J, 只 有 两 个 取 值 J+ 方 . 如 果 用 1 表示 + 方 ,用 1, 表示 了 -上 . 
则 有 
(GN) Qn m =— Qnm, 
(G ， ny ) Qn m = 一 人 m: (2.3.4) 
其 中 到 为 x 方向 的 单位 矢量 . 实际 上 (2.3.4) 式 不 用 具体 计算 即 可 基本 上 确定 


因 gn, 为 一 个 腹 标 量 矩 阵 , 它 作 用 到 球 旋 量 上 将 不 改变 J 和 MM ,而 使 0 和 71, 互 
变 ( 从 而 在 空间 反射 时 多 一 个 负 号 ). 另外 ,6 在 任 一 方向 上 分 量 的 平方 都 为 1. 这 
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伴 , 为 得 出 (2.3.4) 剩 下 待定 的 就 是 一 个 绝对 值 为 1 的 系数 . 

晶 , J?,L? ,了 构成 旋 量 粒子 的 完全 集合 . 在 自由 粒子 情况 ,此 完全 集合 的 共 
同 本 征 函 数 为 

Pim (xX) 一 argr(Rr)Oax(O， D) ， (2. 3. 9 ) 

a 为 归 一 化 常数 . 当 取 归 一 化 的 球体 的 半径 R 六 二 时 ,| a 站， 与 光子 相应 
的 归 一 化 常数 一 样 , 因 它 人 都 南平 广 的 积分 确定 

如 采 该 旋 量 的 内 豪 宇 称 为 y( 关 于 内 豪 宇 称 参见 (2.1.7) 式 ), 则 如 wr(z) 的 宇 
称 即 为 p( 一 1)". 
2. 能 量 、 总 角 动 量 和 宇 称 一 定 的 狄 拉 克 旋 量 波 函数 

如 前 所 述 , 狄 拉克 旋 量 波 函数 是 由 两 个 泡 利 旋 量 波 函数 构成 . 
| 
Xx)) 
9 与 xX 之 间 满 足 方程 (2.1.8) 式 . 考虑 能 量 一 定 的 正 能 级 自由 电子 态 (P, >0). 利 
用 (2.1.8) 第 二 式 即 得 


J(x) = 


p(X) 


(x,t)= | . .V 
四 国宝 


当 将 上 式 中 的 p(x) 取 优 / 上 ec- Bm (xz) 时 (加 上 常数 因子 / ES me 是 为 了 猴 


训 训 亨 的 昌 _ 化 ) 如 得 电 人 应 Yurm (xX,t) 为 


ee 
Pum (XxX,t) 一 A E+ me | 


一 1fic 一 一 一 一 一 ET Fs Bum (x) 
顺便 指出 ,这 里 的 归 一 化 常 才 与 (2.2.10) 中 的 _ 样 、 
为 了 进一步 化 简 (2.3.7) 式 ,我 们 利用 公式 


(@ VBm(x) = k(— 1) TD $m (x), (2.3.8) 


其 中 1 和 为 了 所 允许 的 两 个 轨道 角 动量 量子 数 : 当 ! 取 J+ 才 时 ,7' 即 为 ] 一 二 


eie. (2.3.6) 


反之 , 当 1 取 J 一 六 时 ,L 即 为 J+ 闻 .由 于 ov 为 大 标 量 算 符 故 它 作用 到 bw 上 
时 将 不 改变 J 和 M 而 只 改变 宇 称 即使 /一 1 . 上 式 右 方 的 系数 保持 了 量 纲 上 的 
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一 致 . 剩 下 的 是 一 个 常数 因子 . 当然 这 只 是 对 (2.3.8) 式 的 一 个 说 明 或 估 推 ,不 是 
具体 的 推导 . 但 这 种 估 推 对 理论 物理 工作 者 很 重要 . 至 于 该 式 的 具体 推导 , 这 里 
就 省 略 了 . 
将 (2.3.8) 式 代入 (2.3.7) 式 即 可 将 ym 表 为 
1 VY Et mc” pm (x) 


, . (2.3.9) 
V2E |i(_ 1) 一 二 一 VE mc $lx) 


Pm (Xx) 一 


其 中 1 和 分别 为 所 允许 的 两 个 可 能 的 轨道 角 动 量 量子 数 J+ 子 . 如 (2.3.8) 式 


下 面 所 说 明 . 

最 后 我 们 来 考察 ym 的 宇 称 . (2.3.9) 式 上 分 量 代表 (2.1.10) 式 中 的 p, 设 其 
内 豪 宇 称 为 7. 其 轨道 宇 称 为 ( - 1) ,下 分 量 代 表 (2.1.10) 式 中 的 x ,其 内 训 宇 称 
为 -7( 人 参见 (2.1.11a) 式 ) ,轨道 宇 称 为 (-1) 7 = (一 1)'. 这 样 无 论 是 上 分 量 还 
是 下 分 量 , 总 的 宇 称 都 是 7( - 1) 它 也 就 是 狄 拉 克 旋 量 波 函 数 的 宇 称 P 

P= n(— 1) (2.3.10) 

需要 指出 的 是 ,对 于 狄 拉 克 波 函数 来 说 ,1 已 不 再 代表 轨道 角 动 量 的 量子 数 ， 
因 gm (x) 已 不 是 L? 的 本 征 态 ( 它 的 上 分 量 和 下 分 量具 有 不 同 的 轨道 角 动 量 量子 
数 . 指标 7 实际 代表 宇 称 , 它 与 已 之 间 为 一 一 对 应 的 关系 如 (2.3.10) 式 所 示 . 波 
函数 jum 也 可 标志 为 jw ,因而 也 就 是 我 们 所 要 推 求 的 能 量 .总 角 动 量 和 宇 称 一 
定 的 自由 电子 波 函 数 . 

对 于 po<<0 的 解 , 即 自由 反 电 子 波 函 数 的 C 共 罗 f( 正 反共 思 ) ,也 可 类 似 地 讨 
论 , 由 于 在 本 课 中 用 处 不 大 , 故 不 再 重复 . 任意 的 (x) 可 按 这 种 能 量 、 总 角 动 量 和 
宇 称 一 定 的 波 函 数 来 展开 . 


$2.4 ” 狄 拉 元 方程 的 非 相 对 论 近 似 和 它 的 物理 内 油 


为 了 考察 狄 拉克 方程 的 物理 内 涵 ,我 们 需要 研究 有 电磁 场 存 在 时 该 方程 的 非 
相对 论 近似 . 这 是 因为 :一 个 对 象 的 物理 特点 总 是 通过 相互 作用 来 体现 的 ,而 在 坐 
标 表 象 中 非 相 对 论 的 旋 量 波 函 数 又 具有 位 置 的 概率 幅 的 物理 意义 . 


在 了 <1 的 情况 下 ,如 果 在 方程 中 只 保留 到 卫 的 一 次 项 ,得 到 的 结果 就 是 泡 利 
方程 . 它 比 曹 定 油 方 程 只 多 出 一 个 自 旋 磁 逢 与 磁场 的 作用 项 . 在 下 一 级 近似 即 保 
留 到 ( 卫 】 项 时 ,方程 中 又 将 多 出 三 项 :动能 的 相对 论 修正 项 ,运动 磁 侦 极 子 与 电 
饭 的 作用 项 和 所 谓 的 达尔 文 项 . 这 最 后 一 项 显示 出 电子 不 能 精确 定位 在 x 点 的 物 
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理 效应 . 
1. 有 电磁 场 时 的 狄 拉克 方程 和 它 的 初级 非 相 对 论 近 似 

在 经 典 力学 中 当 存 在 电磁 场 时 ,电子 的 四 维 动量 p, 由 两 部 分 构成 . 一 项 可 称 
为 运动 动量 (或 称 力学 动量 、 、 mv 17C 局 、 
1U 


C 


-7 了 Ps 二 包 括 动能 和 尊 止 质量 所 对 应 的 能 量 mc?, pp。 中 另 一 项 可 称 为 
四 维 势 动量 | A(x,1) ,2Ao(x,1) ,其 中 x 为 电子 的 坐标 . 第 四 分 量 即 电磁 势 
能 乘 上 常数 二 ,于 是 运动 动量 K, 可 表 为 p,- 4A, (z) ,其 中 (x,i) 已 简单 地 表示 
为 +. 在 转 到 量子 力学 时 ,pp 变 成 了 微分 算 符 - 读 卫 -， 从 而 运动 动量 亦 变 成 算 
符 D, 即 及 = 一 计 -A,(z), 狼 拉克 方程 仍 为 


(7 天， -imc)y(z) = 0. (2.4.1) 
在 经 典 力学 中 ,有 
K; +m’c” = 0. (2.4.2) 
它 代 表 相对 论 中 动能 与 三 维 “ 运 动 动量 " 间 的 关系 , 即 K? = K? + m?c?. 但 在 狄 拉克 理论 中 , 相 
应 的 结果 K? + m?c? =0 一 般 地 并 不 成 立 ,只 在 A, 为 常数 的 特殊 情况 下 ,通过 将 y 及 +imu 
作用 到 (2.4.1) 上 才 可 以 化 出 KK? + m?c? = 0. 物理 上 的 原因 是 , 狄 拉克 粒子 带 有 自 旋 磁 矩 , 当 
A 不 是 常数 时 相应 的 B 和 EE 不 为 零 ,电子 与 电磁 场 间 将 出 现 附 加 的 作用 (参见 Dirac Quantum 
Mechanics). 
(2.4.1) 式 也 可 写成 


AC CE 2 ylz) = 0. (2.4.3) 
如 用 泡 利 旋 量 波 函 数 表示 出 来 即 为 


,9 . 1 
i 3 mc” 9 一 q4up =— ificg 。 (v- 4], 


.1 9 ; 
这 + me x 一 gAox 一 一 二 CGI ， (7 -224 J (2.4.4) 


在 非 相 对 能 情况 ,可 只 需 考虑 正 能 级 的 狄 拉 克 波 函数 y; (z). 这 时 在 y, (xz) 中 ， 


@ 右 在 发 生 作用 前 和 发 生 作 用 后 ,电子 波 函数 所 在 的 区 域 A =0, 则 这 时 -iV 仍 代表 运 
动 动量 . 


A A 
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xX 与 9 相 比 为 一 小 量 . 我 们 可 消去 Xx、 化 出 p 所 满足 的 方程 . 在 自由 场 的 情况 ,从 
(2.2.10) 式 可 以 看 出 


X 一 一 9 (2.4.5) 


在 存在 通常 的 电磁 场 情况 下 ,这 一 量 级 关系 仍然 成 立 . 于 是 在 初级 近似 中 ， 
(2.4.4) 第 二 式 的 左 方 可 以 只 保留 mc*x 的 项 ,从 而 得 出 


= (Yi4je (2.4.6) 
此 式 与 (2.4.5) 式 所 给 出 的 量 级 估计 是 一 致 的 . 
将 (2.4.6) 式 代入 到 (2.4.4) 上 式 的 右 方 , 即 得 


.， 9 fi i ? 
(i ) Te 


上 式 右 方 中 的 [e.{Y -134 ) | 为 2x2 矩阵 ,而 任意 2x2 矩阵 均 可 用 (1,cl ,om， 
3) 来 展开 .展开 系数 不 难 求 出 . 由 此 化 出 
汉人 - mc’ 9 — gAop -- 志 (7- ia ) p -5 (o . 也)0. 
在 非 相对 论 量子 力学 中 ,通常 不 计 能 量 中 静 质 量 所 对 应 的 部 分 . 也 就 是 说 ,要 


从 gp 中 分 出 e-i” :的 因子 . 这 是 由 于 在 非 相对 论 量子 力学 中 不 考虑 正 反 电子 对 的 
产生 和 淹没 ,能量 中 分 出 一 个 常数 不 影响 物理 结果 . 换 句 话说 , 非 相 对 论 中 的 波 函 


数 可 取 为 $= geiw…'. 将 它 代 人 上 式 后 ,得 出 $ 的 方程 为 


.9$ ig \” Gh 
ih -地 (7-4 | $+ gAo$ -0 B)$. (2.4.7) 


(2.4.7) 式 右 方 第 一 项 为 电子 的 动能 项 ,第 二 项 为 努 能 项 ， 人 
所 原 有 的 . 最 后 一 项 为 新 多 出 的 目 旋 磁 矩 与 磁场 的 作用 项 ， 其 中 的 元 2300 就 代表 


电子 的 磁 矩 m . 附带 指出 , 磁 矩 与 磁场 强度 都 是 寿 矢 量 ， 它们 两 个 的 点 乘 即 为 标 
量 , 故 不 影响 空间 转动 和 反射 的 对 称 性 . 

由 于 作 了 非 相 对 论 近似 ,(2.4.7) 式 中 的 $(x,t) 已 具有 坐标 空间 中 概率 密度 
幅 的 意义 . 但 从 对 自 旋 电流 项 和 达尔 文 项 的 分 析 来 看 ( 见 下 文 ), 风 中 的 坐标 x 是 
指 略 去 闸 动 后 的 坐标 ,也 就 是 对 闸 动 平均 后 的 坐标 . 

我 们 知道 ,在 经 典 电 动力 学 中 ,磁性 都 来 自 电流 . 电子 的 自 旋 磁 矩 是 否 也 来 自 
电流 ?回答 是 肯定 的 . 为 了 阅 明 这 一 点 ,下 面 来 考察 电子 的 电流 密度 gj (x). 由 
(2.1.28) 式 ,qj(x) 等 于 geg” ay ,将 其 中 y 用 gp 和 X 表示 出 来 ,并 将 x 用 (2.4.6) 
式 代 入 后 ,可 以 化 出 
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gj (x)=— ;| pic| (7-i4)jp-Cm oop -Hp'(o: 4)op| 
一 [29 (- 计 V -4 jpth.e |+ 信 Vx (piop) (2.4.8) 


上 式 中 的 o 可 直接 换 成 (2.4.7) 式 中 的 $. 因为 因子 esi ' 将 互相 消去 . (2.4.8) 
第 二 等 式 中 的 方 括号 项 可 化 作 也 办 K$, 因 而 代表 迁移 电流 ,后 一 项 即 为 自 旋 电 


流 , 它 与 电动 力学 中 的 介质 内 磁化 电流 相似 ,并 可 写成 eV Xx (mw#$),m 代表 电子 
的 磁 矩 算 符 [ 见 (2.4.7) 式 下 ]. 而 少 (xz,z)mg(x,z) 可 看 作 是 电子 所 处 状态 的 磁 
化 密度 . 


以 上 得 出 的 自 旋 磁 矩 的 大 小 为 322 , 它 可 以 写成 3 (gc) 的 形式 ,其 中 ,X= 
二 为 电子 的 ( 约 化 ) 康 普 顿 波长 . 这 就 是 说 电子 的 自 旋 磁 矩 相当 于 带电 荷 9 的 粒 


子 以 速度 c 在 半径 为 的 圆周 上 运动 时 所 生成 的 磁 矩 .而 -一 正 是 相对 论 电子 半 
动 的 范围 .因此 直观 的 说 法 就 是 ,电子 的 自 旋 磁 矩 是 由 它 的 颤动 所 引起 的 ， 
2. 二 级 相对 论 近 似 


在 某 些 情况 下 ,初级 近似 的 精度 不 够 ,需要 作 下 一 级 近似 . 例如 人 研究 类 氧 原子 
能 级 的 精细 结构 时 就 有 这 样 的 需要 . 最 简单 的 想法 是 :把 x 的 初级 解 (2.4.6) 代 入 
到 (2.4.4) 第 二 式 左 方 原 被 抛 去 的 两 项 中 去 ,并 将 它们 移 到 右 方 以 求 出 准 到 二 级 小 
量 的 X. 再 将 此 表达 式 代 回 (2.4.4) 第 一 式 的 右 方 ,以 消去 xX. 但 是 ,这 样 化 出 的 形 


如 法 2= 广 gp 的 方程, 不 能 作为 二 级 近似 的 量子 力学 方程 ,因为 其 中 的 入 不 是 所 
米 算 符 , 它 的 本 征 值 将 不 是 实数 ,yp 的 归 一 性 也 不 能 保持 . 出 现 这 一 情况 并 不 难 理 
名 :原来 的 罗拉 克 方 各 能 保 村 |(o'9 + XxX) 四 xz 的 归 一 性 不 随时 间 改变 . 其 中 


X xX 为 二 级 小 量 ， 因此 当 准 到 二 级 小 量 时 ,只 gg 一 项 的 体积 分 不 具有 归 一 性 . 

人 们 曾经 寻求 一 个 么 正 变换 e ,使 得 变换 后 的 y 中 ,上 分 量 p 与 下 分 量 x 
在 运动 方程 中 互相 不 耦合 ,而 且 po >0 的 解 只 有 p, po<0 的 解 只 有 X. 这 样 当 我 
们 只 考虑 正 能 级 的 波 函 数 时 ,要 求解 的 就 只 是 一 个 二 分 量 的 p 的 方程 , 归 一 化 的 
条 件 也 自然 地 能 满足 ( 因 变 换 是 么 正 的 ,变换 后 的 五 保持 为 厄 米 算 符 ). 虽然 
Fouldy 和 Wouthuysen 得 出 了 这 一 变换 ,但 作为 寻求 替代 狄 拉克 方程 的 相对 论 性 
和 并 不 是 成 功 的 ,因为 所 得 出 的 方程 不 仅 不 具有 对 称 形 式 的 时 空 微 商 , 而 且 它 

空间 的 依赖 关系 不 是 定 域 的 . 只 有 在 非 相对 论 的 条 件 下 只 保留 有 限 阶 时 , 它 才 
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是 一 个 定 域 的 方程 . 但 这 一 变换 正 符合 我 们 现在 的 需要 .变换 后 的 哈密 顿 量 可 通 
过 逐次 近似 求 出 . 在 二 级 近似 下 ,$= we 过 ‘所 满足 的 方程 为 


.9$ _T f° ig Gg 不 
1 无 区 二 | 各 (了 7- 和 4) + 9A， 一 (CC 。 B) 
i VvV” ioi /1 ? 
-Br a (Fo VXE-o.ExV- sv. El). 


(2.4.9) 
关于 它 的 推导 可 参见 一 般 相 对 论 量子 力学 或 量子 场 论 的 书 Q, 此 处 只 对 它 的 物理 
内 容 予 以 说 明 . 

与 (2. 4.7) 式 相 比 较 , (2. 4. 9) 式 右 方 多 了 后 三 项 :其 中 第 一 


mc 一 王 c[Y - 认 A ] 展开 中 的 第 三 项 ,代表 动能 的 相对 论 修正 { 如 果 这 4 与 


V 相 比 不 能 忽略 , 则 (2.4.9) 式 中 的 8 伺 换 成 {Y 一 设 4 】) ;“ 后 三 项 "中 的 第 二 项 


来 目 运 动 磁 偶 子 与 电场 的 作用 . 因为 当 一 个 磁 偶 极 子 运动 时 ,按照 相对 论 的 变换 
将 会 出 现 一 个 电 偶 极 矩 . 对 于 原子 核 所 产生 的 静电 场 ,Y x E =0, 如 果 电 场 又 是 球 


对 称 的 , 则 有 = -二 Sx, 这 时 第 二 项 即 化 为 


igh” 1 dAo _ gi 1 dA 
mor do XV) per dr 
即 通常 所 谓 的 自 旋 -轨道 耦合 项 ; (2.4.9) 式 最 后 一 项 称 为 达尔 文 项 ,在 直观 上 它 亦 
可 用 电子 的 颤动 来 解释 . 狄 拉克 粒子 库 动 范围 的 尺度 为 其 康 普 顿 波长 二 ,经 过 
Foldy-Wouthuysen 变换 后 的 波 函数 $(x) 中 的 x 是 忽略 了 颜 动 后 的 电子 坐标 ,也 
就 是 对 颤动 位 置 进行 平均 后 的 值 ,因此 电子 的 电势 能 并 不 就 是 上 述 x 处 的 
qAo(x,t), 而 应 当 是 v4o(xz+Sx ,z) 在 颜 动 范围 内 的 平均 值 (qAo(z +Sxr,z)), 当 
对 3x 展开 时 ,与 6x 一 次 方 成 正比 的 项 平均 后 虽然 等 于 零 ,但 展开 到 3x 的 平方 项 
时 就 会 多 出 一 个 修正 项 , 即 


go:L, (2.4.10) 


(gAo(x + 6x,t)) = gAo(x,t)+ 到 去 名 元 ~ (dz; dx 


再 由 (3z;6zs)= 计 ((8r》)6 ,上 式 即 化 为 


中 如 Bjorken and Drell, Relativistic Quantum Mechanics, p. 51; Sweber, An Introduction to 
Relativistic Quantum Field Theory, p. 102; [tzykson and Zuber, Quantum Field Theory,p.71. 
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(gAo (x + dx,t)) = gaAo (x,i) + VM)?). (2.4.11) 


”于是 (2.4.11) 式 右 方 第 一 项 一 


m C 


如 按 颤 动 的 范围 来 估计 《(5r)) ,其 量 级 应 为 


- - 驳 ;V EE, 此 值 与 (2.4.9) 式 右 方 最 后 一 项 在 形式 .符号 和 数量 级 上 都 完全 一 


6m”c” 
致 ,相差 不 过 是 一 个 量 级 为 1 的 常数 因子 地 


以 上 讨论 表明 ,尽管 在 非 相 对 论 近 似 下 ,我 们 可 以 说 粒子 在 空间 的 分 布 概率 ， 
也 可 以 构造 具有 确定 坐标 xo 的 波 函 数 (x 一 xo). 但 这 里 的 x 是 作 非 相对 论 近 似 
后 的 坐标 , 它 实 际 是 指 略 去 电子 颤动 后 的 坐标 . 颤动 的 效应 是 通过 一 些 附加 的 修 
正 项 表现 在 非 相 对 论 的 方程 中 . 


32.5 电子 场 的 量子 化 和 负 能 级 问题 的 最 终 解决 


我 们 知道 通常 的 量子 力学 方程 描写 的 是 单个 粒子 的 运动 . 在 量子 力学 的 框架 
内 无 法 描写 正 反 粒子 对 的 产生 和 潭 没 的 现象 ,除非 是 像 狄 拉克 那样 引进 一 个 粒子 
海 把 所 有 负 能 级 都 占 满 . 但 这 样 做 ,对 象 已 不 是 单个 粒子 ,方程 也 失去 了 单 粒子 量 
子 力学 方程 的 意义 . 在 前 面 还 曾 指 出 ,即使 正 能 级 的 狄 拉克 波 函 数 也 不 严格 具有 
粒子 在 空间 的 概率 密度 幅 的 意义 . 通过 Foldy-Wouthuysen 变换 后 的 波 函 数 , 虽 然 
可 解释 为 概率 密度 幅 ,但 在 相对 论 情况 它 满足 的 却 是 一 个 非 定 域 的 方程 ,而 且 不 具 
有 协 变 的 形式 . 

对 狄 拉克 方程 的 更 自然 的 理解 是 , 它 是 一 种 旋 量 场 的 方程 ,并 需 对 它 进行 量子 
化 . 对 于 描述 电子 的 狄 拉克 方程 ( 狄 拉克 方程 还 可 用 来 描述 其 他 的 自 旋 为 1/2 的 
粒子 ) ,相应 的 旋 量 场 就 称 为 电子 场 . 它 的 量子 就 是 正 反 电子 . 

旋 量 场 与 矢量 场 或 标量 场 的 一 个 根本 差异 是 , 它 并 非 一 个 可 观察 量 . 因为 它 
在 旋转 2x 角度 后 要 变 一 个 符号 (至 于 y 是 复数 , 则 不 是 一 个 原则 性 的 困难 ,因为 
我 们 可 将 y 分 解 为 实 部 和 虚 部 两 个 实 函 数 , 并 通过 联 立 方程 将 它们 联系 起 来 ). 这 
表明 它 不 是 具有 经 典 意义 的 场 ,而 从 头 就 是 量子 性 的 场 . 这 种 场 既 然 没有 经 典 对 
应 ,也 就 不 能 按 第 一 章 所 述 的 正则 量子 化 办 法 来 量子 化 . 在 本 节 中 我 们 将 根据 泡 
利 原 则 也 就 是 费 米 统计 性 来 讨论 旋 量 场 的 量子 化 问题 . 


1. 费 米 统计 性 和 反对 易 子 的 量子 化 


将 狄 拉 克 方 程 看 作 是 场 方程 ,研究 的 对 象 就 从 粒子 转 到 了 场 . 为 了 求 出 电子 
场 的 能 量 和 ( 平 ) 动 量 ,我 们 需要 先 找 出 狄 拉克 方程 的 拉 格 朗 日 函数 ,得 出 的 结果 是 
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=- 考 e (7 RR 外 + mc” gy,， (2.5.1) 


因为 按 此 2, 通过 变 分 原理 可 以 导出 狄 拉克 方程 (在 作 变 分 时 独立 变量 本 应 取 为 y 
的 实 部 yr 和 虚 部 yi ,在 数学 上 也 相当 于 用 这 两 者 的 线性 组 合 y 和 y* 作为 形式 上 
的 独立 变量 来 作 变 分 ). 也 可 直接 验证 从 上 述 2 导出 的 拉 格 朗 日 方程 就 是 狄 拉克 
方程 . 

有 了 拉 格 天 日 函数 即 可 求 出 场 的 能 量 动量 张 量 ,结果 是 


U (1) = wz 人 - ificg + V+ me BGxst)Er, (2.5.2a) 


P (1) = iC) -iV gx, i) ez. (2.5.2b) 


在 形式 上 (2.5.2a) 和 (2.5.2b) 与 “把 y 看 作 是 量子 力学 波 函 数 ” 而 写 出 的 电子 的 
能 量 平 均值 和 动量 平均 值 结 果 一 样 , 这 两 个 平均 值 是 在 量子 力学 课程 中 就 已 熟悉 
的 . 同样 ,电子 场 的 电荷 为 


Q() =- oe pixst) (x,t) dz. (2.5.3) 


此 结果 也 可 从 规范 变换 下 的 不 变性 来 导出 ,电荷 就 是 这 一 不 变性 所 对 应 的 守恒 量 . 
电子 场 按 螺 度 一 定 的 平面 行 波 的 展开 式 为 


J(x,t) = 遍 Dl Du (pe + p(t)v (peie]. (2.5.4) 


此 式 不 限于 自由 电子 场 ,在 自由 电子 场 情况 a (1) = we 认 ,B* (ti 一 Beia ,这 
时 (2.5.4) 形 式 上 就 与 (2.2.12) 一 (2.2.15$) 式 一 样 . 相应 地 ， 


J(x,t) = Dl a pe + Ba(t)T "(peir*]. (2.5.5) 
将 (2.5.4) 式 和 它 的 厄 米 共 轼 代 和 人 (2.5.2) 和 (2.5.3) 式 并 进行 积分 后 即 得 出 
U(t) = Dlai(t)an(t) — Ba(t)BL(t)]E, E=Vpc +m ec, 
Po = konlt)an(t) — Balt)Br lt) dp, (2.5.6) 
Q(i) =-— Er (t)ap(t) + Bn(t)Bi(t) Je. 


在 自由 场 情 况 ,U， P 和 QQ 都 与 : 无 关 . 

下 面 来 考虑 电子 场 的 量子 化 问题 . 仍 在 海 森 伯 图 象 中 来 进行 . 量子 化 后 ， 
y(x,t) 和 yi (x,z) 变 成 了 算 符 , 相 应 地 各 个 平面 行 波 自由 度 的 动力 学 变量 
gn (zt),B*% (zt) 以 及 as (zt) 和 PB, (zt) 也 随 之 变 成 算 符 . 这 时 (2.5.4) 和 (2.5.5) 式 即 
化 为 
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4 - 坊 忆 [ 人 (DOxo (Dee + Bi (zi)oo(p)e 训 <]， 


(xi) = 启 D ea (pe + Blt)DO (peir”]. 


(2.5.7) 
相应 地 ,能 量 、 动 量 和 电荷 也 相应 地 变 成 了 算 符 : 


U(z) = >a) Q(t) — Blt) Bi(t)]E, 
P(z) = DL 6, (2) — Ba(t) Bt(z)]p, (2.5.8) 
Q(t) = Sat (tan(t) + Bnlt) Bh,(t)]Je. 


这 里 遗留 了 一 个 问题 , 即 两 个 算 符 &1 与 (以 及 6, B81) 排 列 的 顺序 ,上 式 是 照 着 
(2.5.6) 式 排序 的 ,但 (2.5.6) 式 中 a,8 等 为 c 数 ,顺序 可 以 随便 排 . 这 里 顺序 就 不 
能 随便 了 . 关于 这 个 问题 我 们 留 到 后 面 讨论 . 

在 自由 场 的 情况 下 , Jj (x,t) 和 它 的 厄 米 共 罗 即 为 


J (x,t) — 记忆 [人 (Deior + Biw®) (p)e ke)], 


i (x,1) = 启 2 li )( 站)te -再 (Pp*x-E) 上 Bw) (Pp)teteeB) ]. 


(2.5.9) 
量子 化 的 关键 问题 是 引入 算 符 的 对 易 关 系 ， 如 果 我 们 仿照 电磁 场 那样 来 引入 
量子 化 条 件 , 基 本 对 易 关 系 即 为 
[an(t), ot (i)] = Op6s, [Ba(i), Bs (i)] = O06. (2.5.10) 
但 这 样 导 出 的 结果 将 与 泡 利 原则 (或 费 米 统计 性 ) 相 矛盾 . 我 们 来 考察 (2.5.8) 式 
中 右 方 第 一 项 cx ,a , 仍 定 义 它 为 4, , 则 由 (2.5.10) 中 第 一 式 即 可 得 出 %, 的 本 
征 值 为 0,1,2,3,…. 推导 的 过 程 如 $1.3 中 的 一 样 . (2.5.8) 式 中 的 这 一 项 代表 正 
能 级 模 对 U ,P,Q 各 量 的 贡献 . 上 面 结 果 虽 然 表 明 该 模 的 能 量 、 动 量 和 电荷 是 量 
子 化 的 ,但 量子 ( 即 该 模 中 的 电子 ) 的 数目 都 无 上 限 . 这 就 与 泡 利 原则 相 了 矛盾. 按 
照 泡 利 原则 ,每 个 模 中 ,电子 数目 只 能 为 0 或 1. (2.5.8) 式 右 方 第 二 项 亦 有 类 似 的 
问题 ,我 们 将 留 在 下 一 小 节 单 男 讨论 . 
为 了 使 泡 利 原则 得 到 满足 , 若 当 (Jordan) 和 维 格 纳 (Wigner) 提 出 了 反对 易 子 
的 量子 化 方案 , 即 


| am()， 


2), Ot (2)} = 9， 
s(t)|= (ah(t), ct = 0. (2.5.11) 


八 
04 
八 

C p 
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其 中 曲 括号 代表 反对 易 子 ,其 定义 为 
[LMI=LM+ML. 
在 高 等 量子 力学 的 课程 中 , 曾 讲授 过 薛 定 刘 波 函数 的 二 次 量子 化 ,并 用 它 来 处 理 多 
体 问题 . 在 薛 定 刘 波 函数 的 二 次 量子 化 中 ,就 是 采用 像 (2.5.11) 式 一 样 的 反对 易 
子 公式 . 这 种 反对 易 子 的 量子 化 与 多 体 波 函数 的 反对 称 化 相对 应 
正 能 级 (ps ) 态 中 电子 数 算 符 仍 由 


NW = Ah ap (2.5.12) 
来 定义 . 根据 (2.5.11) 式 ,有 
al dn =1—- Grd, dran= iat=0. (2.5.13) 
于 是 由 (2.5.13) 第 二 式 , a i a ,a na = 二 0. 利用 以 上 结果 即 得 
A = (a EA en) = (A ER) Eh) = td 
(2.5.14) 


从 而 zw 的 本 征 值 只 能 为 0 和 1. 这 就 满足 了 泡 利 原则 的 要 求 :每 个 正 能 级 的 
(ps ) 模 中 至 多 只 能 有 一 个 电子 ,我 们 把 这 两 个 态 记 作 |10), 和 |1),. 
利用 (2.5.13) 式 不 难 证 明 
[a ,a]=-a, [nM ,al]= & (2.5.15) 
为 书写 简便 我 们 暂时 略 去 了 脚 标 (ps ). (2. 5.15) 第 一 式 意味 着 a 为 吸收 算 符 , 因 
为 它 可 写作 n'a = a (nn 一 1), 当 作用 到 na" 的 本 征 态 |n。〉 上 时 即 得 出 
ANR | n= No1) in0) = (no -1)(8 | no)). 
于 是 & |n6o) 正 比 于 |no 一 1). 再 通过 (人 no|lai)(a1no))= noln |no)= no, 即 
得 出 对 于 no ==0 和 1 的 两 个 态 ， 
«10)=0, a |1)3S|0). (2.5.16) 
同样 通过 nai|n0))= ai(n +1)|no)= (no+1)(a |no)) 以 及 
《no|aa lno)= 《no|1 一 ga  @)|no)==1 一 no, 即 得 出 
ga'10)=|11),， &'11)=0, (2.5.17) 
故 x 代表 发 射 算 符 . (2.5.17) 第 二 式 正 是 泡 利 原 则 的 要 求 , 它 表示 当 一 个 模 中 已 
有 一 个 电子 时 ,再 在 该 模 中 增加 一 个 电子 ,结果 将 为 零 ( 表 示 不 存在 那样 的 态 ). 注 
意 0 与 |0) 不 同 ,后 者 表示 该 模 中 没有 电子 ,但 这 种 态 是 存在 的 . 


2. 正 电子 的 吸收 和 发 射 算 符 , 负 能 级 问题 的 最 终 解 决 


下 面 我 们 转 到 (2.5.4) 一 (2.5.6) 式 中 的 第 二 项 即 负 能 级 所 贡献 的 部 分 . 如 果 
亦 采用 正则 量子 化 方案 , 则 同样 可 以 得 出 #4) 三 8 的 本 征 值 为 0,1,2,3，…， 
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于 是 广 , 记 和 人 @ 中 该 项 分 别 为 (XO +DE, 一 (RODD+1Dp 和 了 3) 一 (A 
+ 1)。. 其 取 值 都 是 量子 化 的 ,但 量子 的 数目 无 上 限 ,而 且 其 中 能 量 仍 为 负 值 
注 : 即 使 当初 把 (2.5.4) 人 中 第 二 项 的 算 符 不 认定 为 B81 而 仍 认 定 为 8 。( 从 而 与 第 一 项 相 
似 ) ,那么 能 量 \ 动 量 和 电荷 的 第 二 项 将 分 别 为 -本 n pp EE, 一 nm p 和 一 汪 n 9, 情况 亦 无 
实质 性 改变 . 
同样 ,只 有 在 改 用 反对 易 子 量子 化 后 , 才 可 解决 这 一 问题 . 这 时 有 
{B,C2), Bh (zt)} = Od, 


{1B,(2), By lt)} = {Bt(z), Bi (zt)} = 0. (2.5.18) 
仿照 (2.5.14) 式 处 的 论证 ,可 知 
A (zt) = Bl(z) Blt) (2.5.19) 


的 本 征 值 也 只 能 取 0 和 1. 在 有 个 解释 为 粒子 数 算 符 的 情况 下 , 8 ,和 有 同样 代 
表 相应 的 吸收 和 发 射 算 符 . 

利用 (2.5.18) 式 ,能 量 动 量 和 电荷 算 符 辟 ,P 和 外 中 的 第 二 项 类 似 地 亦 可 用 
有 表示 出 来 ,于 是 总 起 有 


U(i) = DRA) + AM(#) -1]E, 
P(t) = >)[ 人 GO(z) + 人 CC) - 1p, (2.5.20) 
Q() =— [人 (tt) AME) + 1je. 


在 自由 场 情况 ,这 些 量 实际 与 i 无 关 . 

从 (2.5.20) 式 可 以 看 出 ,电子 场 的 能 量 、 动 量 和 电荷 都 是 量子 化 的 ,而 且 有 两 
种 量子 , +) 分 别 为 它们 的 “ 数 算 符 ”. 它们 的 能 量 都 是 正 的 ,但 电荷 符号 相反 . 
("代表 电子 ( 正 费 米子 ) 数 算 符 ,而 克 代表 正 电子 ( 反 费 米子 ) 的 数 算 符 .yy 中 
含有 的 是 正 费 米子 的 吸收 算 符 和 反 费 米子 的 发 射 算 符 , y' 中 则 反 过 来 . 在 
(2.5.9) 式 中 ,与 吸收 算 符 相 联系 的 时 空 函 数 因子 ,不论 是 正 费 米子 还 是 反 费 米子 


部 是 di 中 ,这 和 量子 力学 中 的 动量 为 p ,能 量 为 下 的 波 函 数 相 同 . 而 与 发 


射 算 符 相 联 系 的 时 空 函数 因子 , 同样 不 论 是 正 费 米子 还 是 反 费 米子 , 都 是 
i ,和 量子 力学 中 动量 为 p 能量 为 正 的 波 函 数 的 复 共 斩 相 同 . 在 这 
里 玉 总 取 正 值 . 吸收 算 符 和 发 射 算 符 与 时 空 函数 因子 的 这 种 联系 ,与 电磁 场 矢 势 
的 展 式 中 完全 相似 . 参见 (1.3.33) 式 . 这 就 明确 地 显示 出 : 狄 拉克 方程 中 所 谓 的 
负 能 级 解 (2 <0) ,其 实 并 非 具有 负 能 量 的 电子 ( 正 费 米子 ) 波 函数 ,而 是 具有 正 能 
量 的 正 电 子 ( 反 费 米 子 ) 波 函数 的 C 共 斩 ( 即 正 反 共 罗 , 参 见 $2.2 第 2 小 节 ). 
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态 外 ,在 量子 化 之 前 ,将 y, (x,t) 和 yy_(x,z) 加 在 一 起 (如 (2.2. 12) 式 所 示 ) 
其 意义 并 不 清楚 ,而 在 量子 化 后 的 (2. 5.9) 第 一 式 中 ,第 一 i 
的 项 ,第 二 项 代表 增加 一 个 反 费 米子 的 项 ， 都 是 使 费 米 子 数 的 代数 总 值 减少 一 
总 起 来 说 , y 代 表 费 米子 数 减 少 算 符 ， 它 可 以 通过 阴 收 个 正 费 米子 来 实 山 他 
以 通过 发 射 一 个 反 费 米子 来 实现 . 

到 此 ,问题 基本 上 都 理 顺 了 , 剩 下 的 只 是 (2.5.20) 式 中 的 一 个 不 大 的 问题 . 按 
昭通 常 的 理解 . 真空 态 应 是 各 个 模 的 电子 数 和 正 电 子 数 都 为 零 的 状态 ,于 是 按 
(2.5.20) 式 ， 真空 态 的 能 量 和 电荷 都 将 是 无 穷 大 这 一 情况 对 应 于 狄 拉克 理论 中 
每 个 负 能 级 的 态 都 为 电子 所 占 满 的 设想 . 在 量子 化 以 后 这 一 设想 是 不 需要 的 , 通 
过 适当 的 考虑 ( 见 下 文 ) 可 将 这 一 发 散 的 能 量 和 电荷 除去 . 

我 们 注意 到 (2.5.2) 和 (2.5.3) 式 对 正 反 粒 子 是 不 对 称 的 ,其 中 电子 的 发 射 算 
符 排 在 吸收 算 符 的 左边 (这 种 顺序 将 称 为 正规 序 予 ) 而 正 电 子 的 发 射 算 符 却 排 在 吸收 
算 符 右边 (反正 规 序 ). 而 电磁 规律 实际 上 具有 正 反 粒 子 变 换 (C 3 变换 ) 的 对 称 性 . 
为 了 将 U,P 和 怕 改 成 对 “ 正 反 粒 子 * 对 称 的 形式 ,最 简单 的 办 法 就 是 把 正 电 子 的 算 
符 的 顺序 改过 来 即 可 . 这 一 操作 就 称 为 正规 编 序 . 具体 的 操作 办 法 是 ; 对 于 任意 
的 发 射 算 符 和 吸收 算 符 的 乘积 ， 通过 相 邻 算 符 的 位 置 对 换 ( 就 是 简单 的 对 换 不 论 
其 对 易 子 是 否 为 零 , 因 这 里 是 对 原 公式 的 改造 ) 把 乘积 中 所 有 的 发 射 算 符 都 换 到 吸 
收 算 符 的 左边 , 当 进 行 对 换 的 是 两 个 费 米子 算 符 时 (无 论 对 换 的 两 个 都 是 发 射 算 
从 ,还 是 一 个 发 射 算 符 一 个 吸收 算 符 ， 还 是 两 个 吸收 算 符 ) ,每 次 对 换 都 要 引入 一 个 
(一 1) 的 因子 . 当 进行 对 换 的 是 两 个 孩 色 子 算 符 或 个 孩 色 子 算 符 一个 费 米 子 入 
符 时 , 则 不 必 引 入 ( -1) 因 子 . 对 某 个 “ 算 符 乘积 "进行 正规 编 序 通常 就 在 前 面 加 上 
一 个 N 或 用 前 后 两 个 :来 表示 @. 这 样 对 称 化 后 的 能 量 算 符 亡 即 为 


DOD)= N| Dix) (ihce :V+ me?p) Oxidez 
= Nol én() Gat) ~ Bn) Blt)]E 
= ent) &r(t)+ ABC) Blt)]E 
= [8 (0) + EE, (2.5.21) 


同样 正规 编 序 后 尼 和 为 
P(i = NO)LAL (GE) Ga 人 -BC) 有 iD)]p= SAV) + nC (zt)]p, 


在 本 书 中 ,我 们 只 用 N 来 表示 正规 编 序 ,而 用 前 后 两 个 :表示 某 种 正规 加 时 间 编 序 , 见 
$7.4 节 ， 
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Q()=-Ny [ht &(t) + Blt) Bt(z)]e 


= SA -AO (4) Je, (2.5.22) 


我 们 看 到 正规 编 序 后 的 立 , 己 和 Q(t) 和 原来 的 表达 式 (2. 5.20) 是 不 一 样 的 ,差别 
束 在 于 消除 了 真空 态 中 的 无 穷 大 的 能 量 和 电荷 . 从 而 (2.5.21) 和 (2.5.22) 式 代表 
实际 观测 的 值 (从 物理 上 说 ,并 不 存在 什么 量子 原则 要 求 电子 场 具 有 真空 能 量 和 真 
空 电 荷 ). 
与 此 相应 ,电流 密度 算 符 亦 要 加 上 正规 编 序 符号 : 
~ ef,(x,t) =— iecN[y (x,t)y, $x,t)]. (2.5.23) 
以 上 的 讨论 表明 , 约 当 一 维 格 勒 的 反对 易 子 量子 化 方案 能 给 出 电子 统计 性 的 
正确 结果 . 量子 化 条 件 (2.5.11) 和 (2.5.18) 式 也 可 用 (x,t) 和 YW'(x,t) 表 示 出 
{x,t), Pix = 6,6(x — x’), | 
| 人 xz) Bx,t)) = {P(x,t), Bilx’,t))} =0, (2.5.24) 
其 中 p 和 o 为 旋 量 的 分 量 指标 ,p,o=1,2,3,4. 


3. 几 点 附注 
(1) 在 粒子 数 表 象 中 ,无 论 是 电子 还 是 正 电 子 , 各 个 模 的 对 都 由 对 角 和 矩阵 


[。 1 天 示 , 粒 子 数 为 零 的 本 征 态 由 ] 表 示 , 而 粒子 数 为 1 的 本 征 态 为 (1). 区 


收 算 符 和 发 射 算 符 分 别 表示 为 | 。 0 ] 和 | 0 |. 但 值得 指出 的 是 ,对 不 同 模式 的 
运算 并 不 能 完全 独立 地 进行 ,因为 不 同 模式 的 算 符 是 反对 易 的 ,这 一 点 与 电磁 场 的 
情况 不 同 . 为 了 避免 在 计算 中 发 生 符号 误差 (使 本 来 相 减 的 项 变 成 相 加 ) ,通常 采 
用 另外 一 种 方式 来 表示 状态 , 即 把 “动量 为 p、 螺 度 为 "的 一 个 电子 态 表示 为 
&%10) ,而 将 同样 模 的 一 个 正 电子 态 表 式 为 81, 10). 若 几 个 模 中 都 有 电子 或 正 电 
子 , 则 该 态 可 表示 为 这 些 模 的 发 射 算 符 的 乘积 作用 到 真空 态 上 ,如 2&7， B) 2&1 。 
10) 二 14). 在 此 表示 中 各 个 发 射 算 符 的 顺序 可 以 任意 取 ( 不 同 取 法 所 对 应 的 态 可 
能 差 一 个 符号 ,但 一 个 量子 态 乘 上 一 个 绝对 值 为 1 的 因子 从 物理 上 说 并 无 不 同 )， 
但 一 经 取 定 后 就 要 保持 不 变 . 当 用 吸收 算 符 例如 启 ，, 作用 到 该 态 上 时 ,应 先 通过 
对 易 将 它 移 到 Bi .前面 ,然后 再 将 (8，，81 ) 作 为 一 个 整体 通过 对 易 将 它 移 到 
10) 的 前 面 . 在 6, ,与 &;, 交换 位 置 时 ,要 出 来 一 个 符号 ,而 当 ( 6,。B;，) 整 体 
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与 后 面 的 &y 。 交换 位 置 时 ,就 不 再 加 负 号 了 . 再 利用 B。 ,B61 ,10) = 10) ,最 后 得 
出 
Bys, | A) =- 6 , &;, 10). 


值得 注意 的 是 ,如 果 在 某 个 问题 中 得 出 多 个 项 并 要 对 它们 求 和 时 ,每 项 前 面 的 正 负 
号 就 有 实质 性 的 意义 (因为 它们 代表 这 些 项 之 间 的 相对 位 相关 系 ) ,不 能 把 符号 弄 
错 . 

(2) 在 量子 力学 中 ,如 所 周知 电子 的 多 体 波 函数 需要 反对 称 化 . 在 量子 场 论 
中 已 不 再 有 这 种 需要 . 因为 量子 场 论 的 态 说 的 是 , “在 场 的 某 个 模 (p, , s, ) 中 有 一 
个 量子 (电子 ) ,在 场 的 另 一 个 模 (p,, ss) 中 也 有 一 个 量子 (电子 ), 等 等 ”根本 不 存 
在 第 一 个 电子 在 哪个 态 、 第 二 个 电子 在 哪个 态 …… 这 样 的 概念 ,当然 也 就 谈 不 上 交 
换 电子 的 指标 来 反对 称 化 的 问题 . 至 于 电子 的 费 米 统计 性 , 则 已 体现 在 人 ，，， 
&，. ,… 的 反对 易 性 质 上 . 

(3) 以 上 我 们 是 将 少 和 他 按 动量 p 和 螺 度 * 一 定 的 波 函 数 来 作 展 开 . 自然 也 
可 按 其 他 力学 量 完 全 集合 (如 能 量 .总 角 动量 和 宇 称 ) 的 本 征 态 来 展开 ,这 里 不 再 复 
述 . 


(4) 在 量子 光学 所 讨论 的 问题 中 ,电子 的 速度 v 一 般 比 光速 c 小 得 多 即 一 < 


1, 而 且 不 涉及 正人 负电 子 对 的 产生 和 潭 灭 过 程 . 这 时 我 们 可 以 作 非 相对 论 近 似 . 即 
用 $2.4 中 所 讨论 的 二 分 量 波 函 数 %(x ) 来 代替 狄 拉 克 波 函数 y(x). 由 于 $(x) 
中 只 含 正 能 级 解 , 故 在 自由 场 情 况 量 子 化 后 即 为 


$ (x,t) 一 2 亏 从 由 ef 本 ， 
Ps V 
E>0 (2.5.25a) 


人 1 人 -i "x— Ez) 
$i(x,t) = a! ple EP . 
5 记 


这 时 * 不 一 定 要 取 为 螺 度 (因为 动量 与 任 一 个 自 施 分 量 都 可 有 共同 本 征 态 ),#$. 可 
取 为 0 的 本 征 态 . 对 于 非 自由 场 ,相应 的 展开 即 为 


p(x,t) = dnt)beir, $i(x,t)= >) 户 Ct (2) $ie hor, 


1 
之 亏 
(2.5.25b) 

(2.5.2$) 式 也 就 是 高 等 量子 力学 中 将 薛 定 廖 波 函数 二 次 量子 化 时 所 用 的 表达 式 . 
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在 以 上 两 章 中 ,我 们 分 别 讨论 了 自由 电磁 场 与 自由 电子 场 ,没有 考虑 它们 之 间 
的 相互 作用 .实际 情况 是 ,不 仅 电 子 ( 或 正 电 子 ) 可 以 吸收 和 发 射 光子 ,而 且 “ 正 负电 
子 对 "也 可 以 转化 为 光子 .有 反 过 来 光子 也 可 以 转化 为 正 负 电子 对 .由 于 这 种 相互 作 
用 ,电磁 场 和 电子 场 形 成 了 统一 的 动力 学 系统 ,这 个 系统 的 运动 方程 即 为 量子 电动 
力学 的 基本 方程 组 . 

量子 电动 力学 的 基本 方程 组 为 联 立 的 非 线 性 泛 函 方程 , 它 的 求解 极为 困难 , 需 
要 采用 近似 的 方法 来 处 理 .由 于 电磁 相互 作用 比较 弱 , 作 为 度量 其 作用 强度 的 无 量 


纲 参数 和 只 有 -二 , 比 1 小 得 多 (参见 (4.1.38) 式 下 的 说 明 ). 人 们 常用 的 一 个 方法 


是 ,将 相互 作用 项 作为 小 量 ,把 解 对 它 来 展开 . 这 就 是 S 算 符 的 微 扰 理 论 . 它 是 计 
算 各 种 电磁 过 程 的 唉 迁 概率 和 反应 截面 的 有 效 方法 . 

近代 的 S 算 符 协 变 微 扰 论 ,是 20 世纪 中 叶 由 费 曼 和 戴 逊 发 展 起 来 的 , 它 巧妙 
地 把 原来 要 分 开 计 算 的 许多 项 结合 在 一 起 ,不 仅 大 大 减轻 了 计算 工作 量 , 减 少 了 中 
漏 的 可 能 性 ,而 且 配 合 着 对 应 的 图 形 ( 即 所 谓 的 费 曼 图 ), 具 有 直观 的 形象 . 它 的 奸 
立 是 量子 电动 力学 在 方法 上 的 一 个 巨大 进展 


$3.1 电子 场 与 电磁 场 的 相互 作用 ”量子 电动 力学 的 
基本 方程 组 


电动 力学 理论 是 一 种 规范 理论 , 它 具有 一 种 特殊 的 对 称 性 , 即 定 域 规范 变换 的 
不 变性 .电磁 场 也 被 称 作 是 一 种 规范 场 ( 阿 贝尔 规范 场 ) ,规范 场 的 量子 化 有 一 定 的 
复杂 性 . 我们 知道 ,在 规范 变换 时 , 矢 势 的 四 个 分 量 (4 和 A4s = iAu) 之 中 ,只 有 4 
的 模 场 部 分 保持 不 变 , 它 们 代表 电磁 场 真正 的 动力 学 变量 ,“ 量 子 化 "可 以 只 对 它们 
来 进行 .在 第 一 章 中 我 们 就 是 通过 规范 变换 把 4 的 纵 场 部 分 消去 ,然后 对 剩 下 的 
横 场 部 分 来 量子 化 .但 从 相对 论 的 协 变 性 来 看 ,又 应 保持 四 个 分 量 之 间 的 对 称 .这 
两 者 各 有 自己 的 优势 .在 许多 问题 中 ,保持 理论 的 协 变形 式 ,即使 在 计算 低能 过 程 
也 有 方便 处 ,上 面 提 到 的 费 曼 - 戴 逊 微 扰 论 就 是 建立 在 协 变形 式 上 面 的 .因此 在 本 
节 中 ,我 们 将 同时 给 出 协 变 和 非 协 变量 子 化 情况 下 的 基本 方程 组 . 

协 变量 子 化 合 遇 到 一 些 麻烦 ,读者 可 跳 过 一 些 细节 把 重点 放 在 最 后 的 结论 上 ， 
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1. 量子 力学 中 的 规范 变换 

在 量子 力学 中 ,规范 变换 具有 比 经 典 电动 力学 中 更 深 一 层 的 物理 意义 .本 小 节 
先 对 此 进行 讨论 ， 

我 们 知道 量子 力学 中 波 函 数 的 相位 ,并 无 绝对 意义 .如 果 p(xz) 为 电子 的 波 函 
数 ,描述 它 的 某 个 状态 ,将 它 乘 上 因子 e? 即 相位 改变 9 后 ,所 描述 的 仍 是 同一 个 状 
态 .在 动量 算 符 取 定 为 -i ,方程 取 定 为 丫 % = 这 孙 的 情况 下 ,上 述 9 只 能 为 党 
数 ,与 (zx,z) 无 关 .变换 y(x,t)>e'y(x ,i) 就 称 为 电子 波 函 数 的 整体 规范 变换 .如 
果 9 是 (x,i) 的 函数 , 则 相应 的 变换 就 称 为 定 域 规范 变换 .在 自由 电子 的 情况 下 ， 
进行 这 种 变换 将 不 可 避免 地 要 导致 动量 算 符 和 运动 方程 的 改变 . 三 维 动量 算 符 不 
再 是 一 丢 Y ,方程 也 不 再 是 原来 的 样子 . 以 狄 拉克 方程 为 例 , 在 作 变 换 

xt) > YY (x,t) = ee” f(x,t) 


的 情况 下 ,有 
ay(x,t) -i0(x,) ay (x,t) : 90(x,t) —i0(x,1) ,7 


代入 y 的 犹 拉克 方程 (2.1.22) 中 即 化 出 


p(B i Gt) + (xt) =0, (3.1.1) 


少 的 方程 与 y 的 方程 相 比 多 出 了 一 iy, 了 一 项 .对 于 非 相 对 论 的 荃 定 读 方 程 , 情 
况 也 类 似 .只 有 电子 与 某 种 矢量 场 以 特定 形式 相 作 用 的 情况 下 , 才 有 可 能 使 运动 方 
程 的 形式 保持 不 变 .如 以 A,(z) 表 示 这 种 矢量 场 (为 书写 简便 ,用 x 代替 x,z) 屠 
么 所 需 的 具有 特定 形式 作用 的 方程 为 


(5 一 ji 人 A (z) jg(z) 十 (x) = 0， (3.1.2) 


当 y 变 威 六 = ge 中 时 ,只 要 A, 也 变 威 A = A + 下 2 ,那么 3 所 多 出 的 
项 正好 与 一 丽 A 所 多 出 的 项 相 消 ,于 是 和 A' 将 满足 


», (Fo ~ iA (2) jy (x) + Ry (x) = 0， (3.1.3) 
形式 上 与 gy 和 A, 所 满足 的 方程 (3.1.2) 一 样 .我 们 看 到 (3.1.2) 式 正 是 $2.4 中 所 
讲 的 电子 在 电磁 场 中 的 运动 方程 ,9 即 为 电子 电荷 一 e， 


这 表明 在 量子 力学 中 ,规范 变换 不 应 是 电磁 势 A, 独 目的 变换 而 是 少 和 A, 的 
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一 种 联合 变换 ， 
fc 90(x) 


As(T) > A(z) -OT ,yr) > yr)e"™. 


e 97 
在 此 变换 下 ,电子 的 “运动 动量 ” 仍 由 一 fy -A 表示 , 它 的 运动 方程 不 变 . 旋 量 
与 电磁 场 的 这 种 作用 称 作 规范 作用 .规范 作用 的 形式 完全 由 定 域 规范 变换 的 不 

变性 来 确定 .现在 知道 ,规范 作用 在 物理 学 的 基本 规律 中 有 着 更 为 广泛 的 意义 ,但 
需要 从 这 里 所 讲 的 较为 简单 的 阿 贝 尔 规范 作用 推广 到 非 阿 贝尔 规范 作用 (有 兴趣 
的 读者 可 参阅 量子 规范 场 论 方面 的 书 ). 
从 (3.1.2) 式 可 以 证 明 ,j, 夺 icyy,y 现 仍 满足 连续 性 方程 ， 
9j, (x) 
Ix, 

也 就 是 说 ,在 有 电磁 场 时 ,上 述 九 (z) 仍 代表 电子 场 的 守恒 流 . 
2. 协 变 规范 下 电磁 场 的 量子 化 和 基本 方程 组 


在 本 章 的 引言 中 已 经 提 到 了 采用 协 变 规范 的 优点 , 费 曼 和 戴 偿 的 微 扰 论 就 是 
在 协 变 规范 中 建立 的 .在 电动 力学 课 中 讲 的 洛 伦 兹 规范 就 是 协 变 的 规范 . 下 面 我 们 
就 讨论 协 变 规 范 中 的 量子 化 问题 ,采用 的 亦 是 洛 伦 兹 规范 . 

党 伦 兹 规范 的 条 件 是 


= 0， (3.1.4) 


9A, (x) 


3 元 = 0， (3.1.5) 


也 就 是 Y .A(z) + 小 Y=0. 将 此 夭 件 代入 麦克 斯 书 方 程 组 即将 它 化 为 四 个 分 量 


A, 各 自 的 非 齐 次 波动 方程 (g 代表 粒子 的 电荷 ,对 于 电子 来 说 ,g = -6) 
DA(z) =— ,7),D=v -二 区， 

其 中 j. (xz) 的 表达 式 如 (3.1.4) 上 面 所 示 . 为 了 使 四 个 分 量 A, 都 有 共 罗 的 正则 动 

量 ,我 们 选取 新 的 拉 格 朗 日 函数 ,使 得 “由 它 得 出 的 拉 格 朗 日 方程 "直接 就 是 

(3.1.6) 式 .符合 这 一 要 求 的 2 为 


(3.1.6) 


1 9A, 3A, 134.34， 


__ 1 1 A; 
4 6 toh a I + eA 
(3.1.7) 
从 上 述 LZ 得 出 的 “与 A, 共 斩 的 "正则 动量 场 为 
9 
i = ,1,2,3,4. (3.1.8) 


. 2 9 
3A， 4rc” ot 
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这 样 ,无 论 从 波动 方程 (3.1.6) 还 是 从 正则 动量 表达 式 (3.1.8) 来 看 ,四 个 分 量 A， 
间 都 保持 着 对 称 的 形式 . 剩 下 的 问题 是 ,在 量子 化 后 如 何 对 待 洛 伦 效 条 件 ? 

量子 化 后 的 A, 都 变 成 了 算 符 ,在 海 森 伯 图 象 中 (3.1.6) 一 (3.1.8) 式 都 成 了 
算 符 方程 . 行 (3.1.5) 式 也 变 成 了 算 符 方程 , 即 


93A,(z) _ 
9T， 


则 将 引起 困难 . 因 车 上 式 成 立 ,5 A 二 与 任何 算 符 的 对 易 子 都 应 为 零 .但 按照 (3.1.8) 


八 


式 和 正则 量子 化 条 件 ,24 A [4rc 名, 全] 天 0. 这 就 导致 了 矛盾 

1932 年 费 米 提出 一 -人 多 关上 用 难 的 人 议案 ,不 汉人 六 条件 看 作 是 对 各 和 
和 ,的 要 求 ( 即 不 要 求 39< =0) ,而 把 它 看 作 是 对 物理 上 多 许 的 状态 的 要 求 , 即 任 
何 物理 上 现实 的 态 应 使 


(| 了 |》=0 (3.1.9) 


成 立 .对 费 米 这 一 建议 可 这 样 来 理解 :在 经 典 理 论 中 , 洛 伦 兹 条 件 实际 上 只 对 初始 
条 件 给 予 了 限制 .一 旦 初始 状态 满足 了 要 求 , 则 由 电流 连续 性 方程 (3.1.4) 和 运动 
方程 (3.1.6) 即 可 证 明 洛 伦 兹 条 件 在 以 后 的 时 间 总 是 成 立 ( 人 参见 曹 昌 祺 《电动 力 
学 》) .在 海 森 伯 图 象 的 量子 理论 中 ,这 种 对 初始 条 件 的 要 求 , 常 表现 为 对 状态 的 限 
制 . 

以 上 的 处 理 也 可 这 样 来 解释 . 当 我 们 把 四 个 分 量 A, 都 作为 独立 的 自由 度 时 ， 
所 生成 的 态 空间 就 被 扩大 了 ,实际 的 物理 态 空间 只 是 它 的 一 个 子 空间 .此 子 空间 即 
由 (3.1.9) 式 所 限定 . 

但 (3.1.9) 式 作为 子 空间 的 限定 条 件 存在 一 个 问题 .物理 的 子 空间 应 当 具 有 线 

结构 , 即 硅 |A) 和 |B) 缘 属于 此 空间 , 则 它们 的 又 加 态 a1A+651B) 也 应 属于 该 

a 不 难看 出 条 件 (3.1.9) 所 规定 的 子 空间 并 不 具有 这 一 性 质 , 因 此 需要 加 以 修 

改 .我 们 先 看 自由 电磁 场 的 情况 .( 非 自由 场 情 况 见 (3.1.37) 式 下 ). 这 时 修改 后 的 
子 空间 条 件 为 


FA (z) y=0, (3.1.10) 


其 中 A 表示 A， 中 合 吸 收 算 符 的 部 分 不 难看 出 由 (3.1.10) 式 所 规定 的 子 空间 
具有 线性 结构 并 且 能 使 (3.1.9) 式 满足 .因为 对 (3.1.10) 式 取 厄 米 共 恩 得 


(13A(z)=0. 将 此 式 右 乘 |), 将 (3.1.10) 式 左 乘 (| 然 后 相 加 , 即 得 出 : 
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(3.1.9) 式 仍 能 满足 . 换 句 话说 ,由 (3.1.10) 式 所 限定 的 子 空间 只 是 原来 子 空间 (由 
(3.1.9) 式 限定 ) 的 一 部 分 . 


取 然 现在 作为 算 符 方程 的 24 A “=0 并 不 成 立 ,那么 从 量子 化 后 的 麦克 斯 韦 方 


程 组 2 让。 (zx) = 一 42 了 (xz) 并 不 能 得 出 波动 方程 组 


DA,(z) =— f(r), ,= ef,. (3.1.11) 


这 也 是 要 把 拉 格 朗 日 函数 修改 成 (3.1.7) 式 的 形式 的 一 个 原因 .以 上 讨论 表明 ,在 
上 述 协 变 量子 化 方案 中 ,麦克 斯 韦 方程 组 作为 算 符 方程 已 不 成 立 .成 立 的 只 是 它 在 
物理 状态 中 的 期 望 值 , 即 


(FP, (7)) = 一 人 (90z)》 (3.1.12) 


下 面 来 把 4(z) 和 Au(z) 按 平面 波 来 展开 . 现在 A 中 既 有 横 波 部 分 也 有 纵波 
部 分 .这 里 并 用 A。 (x) 代替 A, (xz), 因 为 A 为 厄 米 算 符 .在 自由 场 情 况 下 结果 即 


为 
A (x) = es [de 上 ht etxrioe ]， 
k,s=1,2,3 


A(z) = 2 [ane 下 十 QT ie txtio ] (3.1.13) 


其 中 ea 和 ep 代表 两 个 横向 线 偏 振 基 矢 ,es 代表 纵向 偏振 基 矢 . 
将 (3.1.13) 式 代 和 人 (3.1.10) 式 , 即 得 出 :对 任意 天 , 下 去 成 立 : 
(aa -~ aw) |)=0 (3.1.14) 
此 式 显示 出 洛 伦 兹 条 件 只 是 对 状态 中 的 纵 光 子 和 标 光子 的 情况 作 了 限制 . 
采用 正则 量子 化 后 ,得 出 的 对 易 关系 为 


[ax , al ] 一 Ourosw ， [co， ai] 一 一 Ou . (3.1.15) 
(3.1.15) 第 二 式 多 了 一 个 负 号 原因 是 : 当 用 A。 代替 A, 时, (3.1.7) 式 右 方 最 后 一 
9 人 3 化 成 了 


3h 9A03 ho 1 9 3%, 1 9A004 
91 9t 


azigzi ariar cat at 


其 中 局 项 与 项 差 了 一 个 符号 .(3.1.15) 第 二 式 可 写成 [人 1,240 1= 


xx ,这样 a 将 成 为 吸收 算 符 而 aa 将 成 为 发 射 算 符 ,从 而 将 产生 两 个 问题 :在 


(i1,7=1,2,3), 
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Ao(x) 中 ,自由 情况 下 的 发 射 算 符 的 时 间 演 化 因子 变 为 e “而 吸收 算 符 的 时 间 演 
化 因子 , 变 为 ee ;二 、 当 aj 成 为 发 射 算 符 时 , 纵 光 子 和 标 光子 为 零 的 态 将 不 满足 
洛 伦 兹 条 件 (3.1.14), 并 可 证 明 满 足 (3.1.14) 的 态 不 能 归 一 化 .名 
不 过 ,以 上 问题 的 出 现 ,并 不 一 定 就 表示 物理 上 的 困难 . 因为 4 的 纵 场 部 分 
A, 和 标 势 A。 本 来 就 不 代表 电磁 场 的 真实 自由 度 .这 些 问题 只 是 说 明 , 我 们 不 能 用 
通常 的 理论 框架 来 实现 A 和 Au 的 协 变 量子 化 .要 将 A 的 四 个 分 量 都 作为 独立 的 
自由 度 来 实现 协 变量 子 化 ,需要 对 原来 的 理论 框架 作 进 一 步 的 研究 . 1950 年 古 普 
塔 (Gupta) 和 布 劳 勒 (Bleulei) 分 别提 出 了 用 不 定 度 规 来 解决 这 一 问题 的 方案 .这 个 
方案 的 根据 在 于 ,在 闵可夫 斯 基 空 间 中 ( 它 用 zu 即 cz 代替 z4 ) ,一 个 四 矢量 (zo， 
1，2 ,Z3) 的 长 度 平 方 为 Z1 十 3 十 3 一 Xo , 它 可 表示 成 
1 0 0 0 过 1 
yy 0 1 0 01lz, 
Z1 二 2Z3 十 23 一 20 三 (ZIZ x3 IO) 001 0 (3.1.16) 
0 0 0 -1\z, 


其 中 的 4x4 乞 阵 称 为 度 规 矩阵 .由 于 在 此 空间 中 ,矢量 的 长 度 平方 可 能 为 正 也 可 
能 为 负 , 故 这 种 度 规 称 为 不 定 度 规 .这 表明 当 我 们 用 zx。 代替 z4 时 度 规矩 阵 要 作 
相应 改变 . 矢 势 的 情况 与 此 相同 :采用 A, ,4A,,A; 和 A44 时 A 的 平方 为 A1 + A2 + 
A3+A3 ,而 在 改 用 A, ,4A; ,A，,A; 时 就 成 了 A1+ 4Az + A3 -Ai. 古 普 塔 和 布 劳 勒 
在 将 不 定 度量 引入 到 量子 电磁 场 的 态 矢量 空间 时 ,也 遵循 这 一 规矩 , 即 对 天 量 光 子 
(包括 横 光 子 和 纵 光 子 ) 的 自由 度 部 分 度 规 保 持 不 变 , 只 是 改变 标 光 子 部 分 的 度 规 . 
由 于 本 课 的 性 质 ,我 们 不 拟 在 正文 中 对 此 作 仔 细 地 讨论 ,只 将 结果 用 小 号 字 说 明 如 
下 ,读者 可 跳 过 它 ,但 需 知 道 最 后 的 结论 . 
仿照 (3.1.16) 式 ,我 们 定义 量子 电磁 场 的 态 矢量 | ) 的 长 度 平方 为 (| 7|, 7 代表 不 定 度 规 算 
符 . 它 是 厄 米 的 ， 
nt = 7 (3.1.17) 
下 面 将 (| 7 表示 成 ( | , 称 作 不 定 度 规 下 的 共 思 e 态 矢量 .采用 这 一 表示 , 态 矢量 的 长 度 平方 即 写 
成 ( | ), 而 算 符 在 状态 中 的 期 望 值 相应 地 定义 为 (1). 对 于 算 符 本 身 亦 作 若干 新 的 定义 : 
首先 ,定义 上 在 不 定 度 规 下 的 共 d 算 符 为 
L*= % Lty, (3.1.18) 
其 中 工 + 为 工 的 厄 米 算 符 .如 果 
L*=L, (3.1.19) 
则 称 为 不 定 度 规 下 的 自 共 罗 d 算 符 ,这 种 算 符 在 任何 态 中 的 期 望 值 都 为 实数 .因为 (| 7L|)* = 
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《| 了 = 《13 大)=《137 人 =《1 人 由 于 信和 全 ,的 期 望 值 都 是 实数 ,因此 它们 都 是 不 定 
度 规 下 的 自 共 思 算 符 .但 它们 之 间 又 是 有 区 别 的 : 4 与 ?对 易 而 Au 与 wy 反对 易 .由 此 及 
(3.1.18) 式 即 得 :4 的 不 定 度 规 共 生 就 是 它 的 厄 米 巷 ,而 A。 的 不 定 度 规 共 示 则 等 于 它 的 厄 米 
共 红 的 负 值 .相应 地 有 


ct (3.1.20) 
对 易 关 系 为 
[ag, at] = 6w6s, [2 各 ] = 一 (3.1.21) 


(3.1.21) 第 一 式 与 (3.1.15) 第 一 式 实际 一 样 ,而 (3.1.21) 第 二 式 则 由 于 4 为 = - 人 而 与 
(3.1.15) 式 差 了 一 个 负 号 ,使 得 at。 又 可 与 发 射 算 符 相 联 系 (但 又 有 一 些 差别 , 见 (3.1.25) 下 一 
行 ). 
自由 场 的 A(x) 和 Au(z) 的 展 式 现 为 
A(z) = DV os [hoe + 人 er]， s = 1,2,3, 


hu(z) = DW HE Loe + ae ie], (3.1.22) 
从 而 它们 在 任何 态 中 的 期 望 值 都 将 为 实数 . 
横 光 子 数 算 符 和 纵 光 子 数 算 符 实际 上 没有 改变 . 标 光 子 数 算 符 则 定义 为 


nr 一 一 a a po 一 aloayo. (3.1.23) 


因为 这 样 定义 的 nio 其 本 征 值 将 为 0,1,2,…. 这 可 从 (3.1.23) 式 以 及 对 易 关 系 
[ayato] 一 Ok (3.1.24) 
推出 ,ao 和 a 为 对 nwo 本 征 态 的 作用 由 下 式 表示 : 


八 
aro | nxo 》 =— VY nx | MroO — 1), 


az | no) = Vm tllne+1). (3.1.25) 
上 式 表明 a 已 恢复 为 吸收 算 符 ,4 专 为 发 射 算 符 (21 与 它 差 一 个 负 号 ). 


由 (3.1.25) 第 二 式 , (za + 1 上 mo +1) = 二 了 《wio | 4io 4 奋 1 mo》, 再 利用 对 易 关系 


人 人 


ajo a mo = a a 一 工 三 (ni 二 1), 即 得 
nw + 1 ni + 1) =— (neo | no), 
如 取 《0 | 0 =1, 则 由 上 式 可 递 推出 
(no | nro) = (— 1) "0. (3.1.26) 

这 表明 在 不 定 度 规 下 , 标 光子 态 的 长 度 可 能 为 正 也 可 能 为 负 .这 一 点 对 光子 态 的 归 一 化 很 重要 
(参见 (3.1.31) 式 ). 至 于 横 光 子 和 纵 光子 态 的 长 度 则 无 变化 ,总 是 为 +1 

既然 在 采用 不 定 度 规 后 ,aio 已 变 为 吸收 算 符 , 纵 光子 数 和 标 光 子 数 都 为 零 的 态 就 满足 洛 伦 
兹 条 件 (3.1.14) 式 . 

作为 例子 ,我 们 来 看 波 矢 为 确定 值 的 光子 态 矢量 所 具有 的 形式 . 设 两 种 横 光 子 数 为 n， 和 
nz ,它们 是 物理 光子 , 洛 伦 兹 条 件 对 它们 没有 限制 .满足 洛 伦 兹 条 件 的 态 有 
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$0) = | ni1, n2) 1 0,0)， $1 = | ni,n2)(| 1,0) 一 | 0,1)), 


(3.1.27) 
| 加 一 | n,n2)(| 2,0) —v2 1 1,1) +1 0,2)),… 
一 般 的 表达 式 为 
页》= | nm) (好 ~ 27) 10,0). (3.1.28) 
利用 
[ai — ao,a¥ ~ af] = 0， (3.1.29) 


不 难 证 明 (3.1.28) 式 确实 满足 洛 伦 兹 条 件 (3.1.14) ,而 满足 洛 伦 兹 条 件 的 一 般 态 可 表 为 1 册 的 
车 加 


1$) = aol $0)+arl $i)+ a | 加) 十 … (3.1.30) 
根据 (3.1.26) 式 ,可 以 证 明 
$181) = 《p= … = 0， 
因此 只 有 (3.1.30) 式 右 方 的 第 一 项 对 ($$) 有 贡献 : 
($8) 三 | ao |. (3.1.31) 


这 表明 |%) 是 可 归 一 的 . 归 一 化 要 求 |cu|? =1， 有 所 有 全 夫 交 于 和 且 兴 于 和 | 8.)(l 宇 1) 都 对 归 
一 化 无 页 献 .为 外 ,对 于 满足 党 伦 兹 条 件 的 态 , 纵 光 和 标 光子 对 场 的 能 量 和 动量 的 贡献 都 为 零 . 
因此 在 自由 电磁 场 情况 ,我 们 将 恒 取 纵 光 子 数 和 标 光子 数 为 零 

在 以 后 的 S 算 符 的 协 变 微 扰 计算 中 ,我 仍 将 采用 A, 来 代替 A。. As 的 展开 式 可 通过 A 的 
展开 式 (3.1.22) 乘 上 i 而 得 出 ,再 利用 


iah =-iah = ab ( 因 au = iaw), (3.1.32) 
即 得 
从 一 27hc 人 i -x—iwt 人 —ik* x+iwt 
A,(Z) 一 > ， 到 六 [Lane 十 人 4 ]. (3.1.33) 
大 


此 式 表明 ,在 不 定 度 规 下 ,As 已 成 了 厄 米 算 符 .但 它 的 期 望 值 为 虚数 , 因 ( | As1) =i Ao1) 而 
(| Au1> 如 前 所 述 为 实数 .另外 ,从 [au ,a 锅 ] = 一 6w ,还 可 得 出 [au ,ak4s]= 6w .于 是 对 于 四 
个 偏振 ,对 易 关 系 可 统一 地 表示 为 

[aai] = 90， 1, = 1,2,3,4. (3.1.34) 
为 了 把 4, 与 4 合 在 一 起 用 A, (j=1,2,3,4) 表 示 , 我 们 引入 偏振 基 矢 ee = 6 ,总 共 的 四 个 
偏振 矢量 用 四 维 列 矩 阵 表 示 出 来 即 为 


Dk) 2 (®“) ey 的 ) (1) = (®), Lo = (). 


它们 构成 正 交 完 备 集 : 


2 ?(k)e, (Kk) = 6,, (3.1.36) 
而 自由 A (zx) 的 展 式 可 以 统一 地 表示 为 (用 kz 表示 kz =k*x 一 wt) 
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A,(z) = DV 等 2eO (pauerr + ahews), (3.1.37) 
Ki 


以 上 我 们 比较 详尽 地 讨论 了 自由 电磁 场 的 情况 .对 于 非 自由 电磁 场 ,只 简单 地 指出 ,上 式 将 改写 
成 


A,(z) = SW Bed (RA) er + ab(t)e**]. (3.1.38) 


而 等 时 的 aw(t) 和 al (z) 满 足 与 (3.1.34) 一 样 的 对 易 关 系 式 . 

由 于 治 伦 效 条 件 只 对 初 态 施加 限制 ,一 旦 初 态 满足 洛 伦 效 条件, 以 后 任何 时 间 洛 伦 兹 条 件 
都 将 成 立 ,而 在 协 变 微 扰 论 中 又 因为 用 了 浸 渐 移 引 , 其 初 态 将 为 自由 电磁 场 和 自由 电子 场 的 状 
态 , 故 用 (3.1.14) 式 已 经 足够 ,不 必 再 考虑 非 自 由 场 时 它 的 替代 式 . 

总 结 起 来 ,在 应 用 不 定 度 规 后 的 最 后 结果 为 : 

i) ao 已 恢复 为 吸收 算 符 ,纯粹 横 光 子 的 状态 满足 洛 伦 兹 条 件 ; 

i) As 已 变 成 厄 米 算 符 ,但 它 在 物理 态 中 的 期 望 值 为 虚数 ; 

ii) A, (zx)(p=1,2,3,4) 的 展 式 可 统一 地 用 (3.1.37) 或 (3.1.38) 式 表示 , 吸 
收 算 符 和 发 射 算 符 的 对 易 关 系统 一 地 用 (3.1.34) 式 ，; 

iv) 在 浸 渐 移 引 的 理论 方案 下 (参见 83.3 节 ) ,只 需 取 初 态 中 纵 光 子 数 和 标 光 
子 数 为 零 , 即 可 保证 以 后 任何 时 刻 洛 伦 兹 条 件 皆 能 满足 .由 于 态 和 撩 量 中 纵 光 子 和 标 
光子 部 分 对 归 一 化 无 贡献 , 故 在 计算 S 算 符 的 矩阵 元 时 ,未 态 亦 只 需 取 含 横 光 子 
的 态 . 

在 解决 了 电磁 场 的 协 变量 子 化 后 ,我 们 可 以 回 到 协 变 的 量子 电动 力学 的 联 立 
方程 组 .在 海 森 伯 图 象 中 ,任何 一 个 场 算 符 x (包括 电子 场 和 电磁 场 A,) 的 运动 
方程 都 将 由 


和 旋 3 = [x,H], (3.1.39) 
给 出 ,其 中 哈密 顿 量 由 三 部 分 组 成 : 
H= H(t) + f(z) + A, (1), (3.1.40) 


分 别 代 表 电 磁场 ,电子 场 和 相互 作用 三 个 分 项 ,其 中 及 ,a(z) 和 笋 ,(1) 与 自由 场 的 
哈密 顿 量 形式 一 样 ,只 是 现在 它 确 已 变 得 与 上 有 关 ( 当 用 相应 的 粒子 数 算 符 n 来 表 
不 时 ,n 必 须 写成 n(:)), H(t) 由 下 式 表 示 

让 (7z) 二 [f(z)A, (zz 一 ieN|y (zx)7,Yy (zx)A,(z)$z, 


(3.1.41) 
其 中 代表 取 正 规 乘 积 , 它 实 际 上 只 对 电子 场 起 作用 ， 因 其 中 并 不 出 现 光 子 算 符 
的 乘积 .如 前 所 述 ,y=1,2,3,4. 在 不 定 度 规 下 ,四 个 A, 算 符 都 是 厄 米 算 符 ,如 果 


把 y(z),9(z) 及 A,(zx) 的 展开 式 (2.5.7) 和 (3.1.38) 代 入 站“ 让 中 .并 为 简明 
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计 , 用 > 代替 电子 的 指标 (p,s)、 用 f 代替 光子 的 指标 (Ek,7) ,结果 即 为 
H(z) =iD [gat (ta (2) (Gap(t)6, ym + at(t) Oss) 
rf 


— gsBI(2)B, (i) as(t) 6 pom + at(t) 6m,) 

+ grat(t)BL (rt) (a(t) Oy m + at(t)6,ry no) 

~ grar(t)B (EQ) 0mo + at(t) d,s 1m)], (3.1.42) 
其 中 a 和 8 为 电子 和 正 电子 的 潭 没 算 符 4 为 光子 的 吸收 算 符 , g,, 和 5 将 称 作 未 
合 系数 ,其 量 纲 与 频率 相同 ,表达 式 为 


Sm 一 E AH/ a ,Ye uy 一 GD, Yeh 9 (3.1.43a) 


gr = er A U,Y ,elY, 7 ‘yehu, ， (3.1.43b) 


el 为 eo(k) 的 简写 ,都 取 为 实 矢量. (3.1.42) 式 右 方 第 一 项 代表 电子 从 态 跃 迁 
到 > 态 同 时 吸收 或 放出 一 个 了 态 光 子 ,第 二 项 代表 正 电 子 从 rr 态 跃 迁 到 y 态 同 时 
吸收 或 放出 一 个 了 态 光 子 , 第 三 项 代表 “生成 一 对 正 负 电子 ”并 吸收 或 放出 一 个 f 
态 光 子 ,第 四 项 代表 一 对 正人 负电 子 涯 没 并 吸收 或 放出 一 个 f 态 光子 .从 (3.1 39) 
第 一 等 式 可 见 , 第 一 项 的 系数 等 于 相对 论 量 子 力 学 中 电子 在 光子 势 作用 下 从 y 态 
到 x 态 的 跃迁 矩阵 元 (对 空间 的 积分 已 积 出 ); 而 从 (3.1.43a) 第 二 等 式 可 见 . 正 电 
子路 迁 的 而 合 系数 与 相对 论 量 子 力学 中 负 能 级 之 间 的 跃迁 矩阵 元 相 联 系 ,但 初 末 
态 的 位 置 发 生 了 丰 倒 (其 意义 将 在 后 文中 说 明 ). 第 三 、 四 项 正 负 电子 对 的 产生 和 涯 
没 的 看 合 系数 则 对 应 于 相对 论 量子 力学 中 正 、 负 能 级 间 的 跃迁 矩阵 元 . 

在 上 述 各 项 跃迁 中 ,动量 是 守恒 的 ,如 9 ,i 等 符号 所 显示 .这 是 因为 作用 遍 
及 了 整个 空间 .能 量 则 不 一 定 守 恒 , 因 为 作用 是 瞬时 的 .只 有 在 研究 从 上 从 - co 到 
十 5 的 整个 过 程 时 才 有 能 量 守 恒 ( 参 见 §3.5 节 ). 

将 流 密度 )， 满足 的 连续 性 方程 对 空间 积分 ,在 归 一 化 的 空域 足够 大 而 且 其 


表面 j 为 零 的 情况 下 , 即 得 nr(z) 三 | 0(t)dz 为 一 守恒 量 ( 即 如 实际 与 i 无 
关 ), 其 中 p= 元 j .将 和 六 的 展 式 代入 了 后 即 得 出 
nr = Dn (rt) — nn (zt)]. (3.1.44) 


上 式 中 n 人 和 nn 个 分 别 为 $2.5 中 所 定义 的 电子 和 正 电子 数 算 符 . 4 为 常数 表 
明 , 尽 管 在 有 相互 作用 时 电子 数 和 正 电 子 数 分 别 不 守恒 ( 由 于 正 反 电子 对 的 产生 或 
潭 没 ) ,但 它们 的 差 却 是 守恒 的 . - enry 的 意义 就 是 电荷 算 符 ,nj 在 这 里 也 代表 费 
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米子 数 算 符 .在 电子 与 电磁 场 的 作用 中 , 费 米子 守恒 等 价 于 电荷 守恒 ,但 在 一 般 情 
况 它们 是 互相 独立 的 守恒 律 .例如 中 子 作 8 衰变 时 ,电荷 守恒 表现 为 电子 电荷 与 
质子 电荷 数值 要 完全 相等 (符号 相反 ), 而 费 米子 守恒 则 表现 为 衰变 产物 中 还 要 有 
一 个 反 中 微 子 . 


3. 非 相对 论 情况 “库仑 规范 下 的 基本 方程 组 

原子 中 电子 的 速度 一 般 比 光速 小 得 多 ,因此 在 处 理 原子 与 光 相 互 作用 时 , 常 可 
作 非 相对 论 近 似 (但 对 重 原子 核 的 内 层 电子 ,相对 论 修正 是 重要 的 ). 这 时 不 必 采用 
协 变 规范 ,采用 库仑 规范 更 为 方便 , 连 不 定 度 规 也 不 需 引 入. 

在 一 级 近似 中 ,我们 可 以 用 泡 利 方程 来 代替 狄 拉 克 方 程 ,而 且 对 于 光波 中 的 磁 
场 来 说 ,在 非 相对 论 情况 下 自 旋 磁 矩 与 磁场 的 作用 项 - 竺 pc .B 是 一 个 小 量 ( 它 与 


2mc 


二 4A"P 相 比 , 量 级 为 了 ha, 其 中 a 为 原子 半径 ,因而 亦 等 于 记号), 在 许多 情况 下 


可 以 略 去 [但 亦 非 总 可 以 略 去 ,例如 在 磁 偶 极 辐射 中 ( 电 偶 极 辐射 被 禁 戒 的 情况 )， 
它 具 有 重要 作用 ] 
在 库仑 规范 下 ,原子 与 光 场 的 总 哈密 顿 量 为 


H= H(t) + H(t) + f(t), (3.1.45) 
其 中 严 。 只 含 横 光 子 的 贡献 .用 nn, 表示 (k,s) 模 的 光子 数 , 即 有 
Halt) = DLAs) + he, s = 1,2. (3.1.46) 


妃 . 为 原子 中 电子 的 哈密 顿 量 ,其 中 包括 电子 与 核 库 仑 场 (看 作 是 -种 外 场 ) 的 作用 
以 及 电子 -电子 之 间 的 瞬时 库仑 作用 (参见 81.2 中 关于 库仑 规范 的 介绍 ). 当 原子 
处 于 强 外 磁场 中 时 ,电子 自 旋 磁 矩 与 外 磁场 的 作用 项 也 可 归 入 五 ,中 . 如果 电 子 - 
电子 之 间 的 库仑 作用 可 用 某 种 自治 势 来 近似 表示 ,那么 原子 中 电子 定 态 波 函 数 
pu(x) 将 由 下 述 方程 确定 : 
[- 二 V “十 V(x) )$alx) 一 Ep (xXx), 

其 中 4 代表 除 能 级 7 以 外 的 其 他 量子 数 集合 ， V(x) 代 表 电 子 所 经 受 的 外 场 势 和 
电子 之 间 目 洽 势 的 和 .这 时 我 们 可 将 电子 场 算 符 $(x,t) 按 加 (xz) 来 展开 


$ (x,t) = you(tg(x)， (3.1.47) 
oz 代表 吸收 一 个 能 量 为 已 ,其 他 量子 数 为 d 的 电子 的 算 符 .而 应 (1) 可 以 表示 为 
让 CD) = Hx) (Bvt VO Cx) = DE Gs), 


(3.1.48a) 


em ee ee he TN A a eT 人 
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相互 作用 项 疙 (zt) 代 表 电 子 场 与 横 电 磁场 的 作用 ,在 略 去 电子 自 旋 磁 矩 与 光 场 中 


磁场 的 作用 项 后 它 的 表达 式 即 为 
F(t) =— 3 [Bt(x, TA (xst) YA2(eD] 和 (zez 


(3.1.48b) 


”此 式 可 从 (2.4.7) 式 右 方 第 一 项 得 出 ,为 该 项 展开 的 后 两 项 所 贡献 (展开 的 第 一 项 


与 gh 项 已 含 于 入 ,中 ). 将 (3.1.47) 式 及 A(x,i) 的 展 式 (1.3.29) 式 代入 后 , 即 
将 及, (z) 化 为 


Hs (1) =ii Dat(t)a,(t) [gas(t) — gat(t)] 
mf 
十 让 Pyar (tar (Gwart)arl?) - GS gat(t)at(z)] 
rf 
十 访 Dasar lt) Fr [art)ayt) + ay(t)as(t)], 
rr 


(3.1.49) 
其 中 > 和 yx 代表 (7,q) 和 (7 ,qd ),f 和 六 代表 (ks) 和 (ks )， 


gr= ZEN BE Bb) (eV) bia (x) dz, 


.2 
G,, -| @, * er pi, (x) p(x)d x, 
ff mcV VEk” (ex kr ) Pa (xX) Pg 


py = ee ew ec) P(x) s(x) (3.1.50) 
ek 为 横 俩 振 实 矢 量 . g,, ,Gy 和 Fwy 都 具有 频率 的 量 纲 . 

(3.1.49) 式 右 方 第 一 项 代表 电子 从 x 态 跃 迁 到 7 态 同 时 吸收 或 放出 一 个 了 态 
光子 ,第 二 项 代表 电子 从 x 态 跃 迁 到 7 态 同 时 吸收 或 放出 两 个 光子 ,第 三 项 与 第 二 
项 的 差别 是 一 个 光子 被 吸收 另 一 个 光子 则 是 被 放出 .第 二 、 三 项 通常 称 作 双 光子 作 
用 项 ,关于 它 的 本 源 我 们 将 在 84.5 节 中 阐述 . 各 项 前 的 系数 ,相当 于 量子 力学 中 
电子 在 一 个 或 两 个 光子 势 作 用 下 的 跃迁 矩阵 元 . 

我 们 也 常 把 g 称 为 原子 与 单个 光子 的 有 效 看 合 常数 , 它 与 V 立 成 反比 的 原因 
是 ,光子 是 在 归 一 化 体积 V 中 的 电磁 场 的 量子 , 它 的 能 量 为 各 ,因而 V 愈 大 , 电 


磋 场 的 能 量 密度 ( 弥 7 ) 愈 小 .相应 的 场 强 正 比 于 这 就 导致 g 中 出 现 因 子 


1 El 一 小 
用 涉及 两 个 光子 . 


合 常数 ,它们 与 V 成 反比 ,因为 作 
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3 3.2 作用 图 象 和 演化 算 符 的 微 扰 展开 


在 量子 理论 中 ,除了 海 森 伯 图 象 和 莅 定 计 图 象 以 外 ,还 有 一 种 介 于 两 者 之 间 的 
图 象 , 称 为 作用 图 象 . 在 处 理 路 迁 问 题 时 ,采用 这 种 图 象 更 为 适宜 . 演化 算 符 
U(z ,to) 就 是 作用 图 象 中 用 以 描述 态 和 撩 量 从 zi。 到 : 演化 的 算 符 . 它 在 温 浙 移 引 下 
的 极限 即 为 S 算 符 ( 或 称 S 矩阵 ,参见 § 3.3 节 ). 戴 逊 就 是 通过 这 一 途径 建立 了 
费 曼 图 形 理论 与 量子 场 论 之 间 的 联系 ,从 而 把 费 曼 的 带 有 直觉 性 的 理论 置 于 量子 
场 论 的 基础 之 上 .在 本 节 中 我 们 将 先 介绍 作用 图 象 , 然 后 对 演化 算 符 进行 讨论 . 

1. 作用 图 象 

在 量子 力学 处 理 牙 迁 问 题 时 ,实际 用 的 就 是 作用 图 象 . 本 小 节 中 我 们 先 来 对 量 
子 力学 中 作用 图 象 的 引入 作 一 些 阐释 ,然后 转 用 到 量子 场 论 上 来 . 

对 于 跃迁 问题 ,通常 将 哈密 顿 量 分 成 两 个 部 分 ,第 一 部 分 是 基本 的 哈密 顿 量 
H,, 另 一 部 分 是 引起 跃迁 的 微 扰 项 , 记 作 多, 即 

H= 和 +V. (3.2.1) 

我 们 先 从 杖 定 衫 图 象 出 发 ,并 用 上 标 (S) 来 标志 此 图 象 中 的 算 符 和 波 函 数 . 设 
HS) 和 其 他 一 些 力学 量 £'S (如 角 动 量 、 宇 称 等 ) 构 成 完备 集合 ,它们 的 共同 本 征 
态 记 为 凡 . (xz ) ,相应 的 本 征 值 为 下 和 工 

当 VG) 不 存在 时 ,g (zx ) 为 定 态 , 而 当 多) 存在 时 ,上 (x) 不 再 为 定 态 .我 们 
要 考察 的 跃迁 就 是 指 从 初始 时 的 $8,(x) 到 其 他 #6, (x) 的 变动 .由 于 加, (x) 构 成 
完备 集 , 故 任意 的 由? (x,z) 可 按 如 , (x) 展开 : 


$Y x,t) = DB, (加 (x). (3.2.2) 
在 苹 定 读 图 象 中 ,8, (i ) 满 足下 述 运 动 方程 : 


ih CBalt) = DH wyBiy (2), (3.2.3) 
其 中 
Hw = | $x) AS pu (x) PZ. (3.2.4) 


从 (3.2.2) 式 可 以 看 出 ,$8'“”(x,z) 随 时 间 的 变化 体现 在 8, 为 的 函数 上 .但 
是 B, 随 i 而 改变 并 不 一 定 意味 着 有 跃迁 ,因为 即使 V's) = 0,8, 也 是 : 的 函数 并 可 


表示 为 p, (0)e- 直 + .为 了 更 明显 地 表示 有 跃迁 ,我 们 把 展 式 改写 成 ， 
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gr,t) = Dp (1) 风 (xz)eriE (3.2.5) 


这 样 , 当 V'2 =0 时 ,2 将 不 随 + 变化 .从 而 和 随 * 的 变化 就 直接 表示 有 既 迁 发 
生 . 
不 难 求 出 bo (z) 所 满足 的 方程 :将 (3.2.5) 式 代 和 人 薛 定 请 方程 


ih C$ (zt) = (A + V5) g(x, 2), (3.2.6) 
中 , 即 得 
hy) Sp (xr)e ie + PED (2) (x) ie 
= >)(EQ + VS)o, (1)$, (x)e le 


将 上 式 中 左右 方 相同 的 项 消去 ,并 将 求 和 指标 换 成 zw ,9 ,然后 乘 以 $2, (z)eisg， 
并 对 x 积分 , 即 得 出 所 要 求 的 方程 : 


i Spa lt) = DV rns (£) b(t), (3.2.7) 
其 中 


Vs (2) = | $5 (x) VS gy x) 


(0) (0) _ EO) ) 


-Et 一 VCS) 人 (En 


(3.2.8) 
(3.2.7) 式 与 (3.2.3) 式 的 差别 在 于 ,在 (3.2.7) 式 右 方 只 含 V'S 的 矩阵 元 [ 参 
见 (3.2.8) 式 ] ,因此 6 (z) 的 变化 就 完全 是 由 VS 所 引起 的 . 
以 上 引入 的 B,,(z) 实 际 上 是 醉 定 记 图 象 中 (应 , ,在 ) 表 象 的 波 函 数 ,而 (7) 
则 是 作用 图 象 中 (已 , 工 ) 表 象 的 波 函 数 . (3.2.8) 式 内 的 V9, 和 VD,(z) 分 别 
代表 两 个 图 象 中 (Er ,了 ) 表 象 的 微 扰 算 符 .我 们 看 到 ,这 两 种 图 象 中 波 函 数 相差 的 
是 因子 eis" ,而 微 拢 算 符 相差 的 是 因子 oi" -59 .这 使 得 作用 图 象 中 的 微 扰 算 
符 也 是 随 变化 的 . 
我 们 再 来 考察 作用 图 象 中 x 表象 的 波 函 数 $7(x,z) 与 $5 (x,z) 之 间 的 关 
系 ,由 
$I) = Dblt) bx) = DB (rele g(x). 
即 得 
$7 (x,t) = ekfo ‘D8, (2) 8 (x) = ekfo gS (x,s). (3.2.9) 
在 上 式 最 后 一 步 中 利用 了 (3.2.2) 式 . (3.2.9) 式 表明 $ 人 7 与 gs) 之 间 的 变换 为 一 
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么 正 变 全 并 与 一 般 变 换 不 同 的 是 ,在 这 里 是 一 个 与 上 有关 的 么 正 变换 ,变换 算 符 即 


为 et se “, 它 的 作用 就 是 消去 %s)(x ,zt) 中 由 于 让 fs 所 引起 的 随时 间 变化 ， 
在 波 函 数 作 变 换 (3.2.9) 的 同时 , 算 符 也 要 作 相应 的 变换 :O42-~>O0) ,两 者 关 
系 为 


人 工 合 (S) ， 入 _ 工 合 (S) 
ON = esto ‘Oe Flo t. (3.2.10) 


这 样 , 作 用 图 象 中 的 算 符 一 般 也 将 随时 间 变 化 ,除非 0 与 让 (s 对 易 .显然 委 (7 
就 是 一 个 不 随 i 变化 的 算 符 , 从 (3.2.10) 式 不 难得 出 

HD? = Hs. (3.2.11) 
故此 ,对 于 五 不 必 加 上 标号 (T) 和 (S), 从 (3.2.10) 式 还 可 导出 0 满足 的 方程 : 


ih ON) =- PekfO Se iA + elfwO deifA, = [OH), Af] 
(3.2.12) 


另外 ,通过 将 eifo' 和 efi "分别 左 乘 和 右 乘 到 [ gf2 ,p45) ] =i#6; 两 侧 ,还 可 得 出 
作用 图 象 中 的 等 时 正则 对 易 子 的 形式 不 变 . 
[g® (2), PD(z)] = if6;. (3.2.13) 
利用 (3.2.13) 式 对 (3.2.12) 式 右 方 进行 计算 , 即 可 得 出 :作用 图 象 中 算 符 的 运动 方 
程 的 具体 形式 与 无 微 扰 时 的 海 森 伯 图 象 中 的 方程 完全 相同 . 
按照 (3.2.10) 式 作用 图 象 中 的 微 扰 算 符 为 
VO) = ehfoy ssio (3.2.14) 
转 到 (HH, , 工 ) 表 象 后 ,结果 与 (3.2.8) 式 一 致 
作用 图 象 中 波 函 数 $'?(x,z) 满 足 的 方程 也 可 通过 $'”(x,z) 满 足 的 苹 定 调 
的 方程 由 (3.2.9) 式 得 出 ,其 结果 为 


读 8 (xy YO GD x,). (3.2.15) 


转 到 ( 书 , ,二 ) 表 象 后 结果 与 (3.2.7) 式 一 致 

通过 以 上 讨论 ,我 们 看 到 作用 图 象 是 介 于 海 森 伯 图 象 与 薛 定 谓 图 象 中 间 的 一 
种 图 象 . 它 把 哈密 顿 量 分 成 两 部 分 , 百 和 Vs ,它们 分 别 决定 算 符 和 波 函 数 的 变 
化 . 

上 面 的 结果 可 以 直接 转 到 量子 场 论 中 来 .这 时 理 , 取 作 百 。 + Ha( 在 非 相 对 
论 情况 即 为 瑟 , + 百 。), V 取 作 相 互 作用 哈密 顿 量 良 于 是 电子 和 光子 的 吸收 算 
符 将 像 海 森 伯 图 象 中 自由 场 算 符 一 一 样 地 变化 , 即 


aD(t) = ae CDD() = ave™, (3.2.16) 
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从 而 yD 了 (Cx,z) 和 yD1(x,z) 的 展 式 仍 将 与 (2.5.9) 式 一 样 , 光 场 算 符 AD (x,z) 
也 仍 像 (3.1.37) 式 那样 展开 . 
作用 图 象 中 的 态 矢量 | zy: 满足 的 方程 则 为 


二 所 1 0 = HO() 1 2)D. (3.2.17) 


2. 演化 算 符 和 它 的 微 扰 展开 


作用 图 象 中 任意 时 间 的 状态 与 初 态 间 的 关系 可 用 演化 算 符 来 表示 
2D = Uz,£0) 1 20)7. (3.2.18) 
0 满足 初 条 件 
U (0,0) = 1. (3.2.19) 
为 了 确定 U(z ,zo) 需 要 找 出 它 所 满足 的 方程 ,我 们 将 (3.2.18) 式 代入 (3.2.17) 式 
中 ,得 出 的 结果 即 为 


dO tt) | 10)'? = HO()U (z,10) | t0) 


由 于 上 式 对 任何 初 态 |to。〉"” 都 成 立 , 故 得 


1 不 


读 站 (zto) = fo ,20). (3.2.20) 


这 就 是 我 们 所 要 求 的 演化 算 符 所 满足 的 方程 . . 
下 面 来 证 明 U(z ,zo) 是 么 正 算 符 .对 (3.2.20) 式 取 厄 米 共 思 : 


-入 是 站 (zto) = Ot0) A (2), 
利用 上 式 和 (3.2.20) 就 导出 
LO,s0), DU (#40)] 一 SO,0) [Dd ,8) 十 br (10)| SO (40) | 一 0. 


从 而 Ui(z ,to)U(z,zto) 与 t 无 .再 由 (3.2.19) 式 即 得 出 
Ut, )U (t,t)=1. (3.2.21) 
这 表明 U(z ,to) 为 么 正 算 符 ,1z)" 与 10 通过 么 正 变换 而 互相 联系 ， 
根据 定义 ,演化 算 符 具有 下 列 性 质 : 


U (EU (Gz,t) = U(r ,2). (3.2.22) 
如 令 上 式 中 1 =0, 即 得 出 U(to,t) 与 U(z,to) 互 首 : 
U (#0,2) = Us, zo). (3.2.23) 


再 由 (3.2.21) 式 , U(zto,z) 与 U(z,to) 互 为 共 轿 , 即 U(zo,z)= Ui'(z, to). 
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量子 理论 的 任务 是 求解 方 程 (3.2.20). 但 严格 求解 是 极其 困难 的 .我 们 只 能 考 
虑 近似 解法 . 由 于 电磁 作用 属于 弱 耦 合 , 无 量 网 的 耦合 强度 乞 只 有 -二 ,采用 微 护 


论 是 适用 的 一 种 处 理 途 径 . 为 此 我 们 先 把 微分 方程 (3.2.20) 转 化 为 积分 方程 ,再 通 
过 迭代 来 求 逐 步 近似 解 . 
将 (5.2.20) 式 两 侧 从 to 到 上 积分 ,再 利用 U(zo ,zo)=1, 即 得 出 积分 方程 


U (t,t0) =1+ 元 | HO(2 IU (2 ,to) drt. (3.2.24) 


这 样 ,将 n 级 近似 解 代 人 上 式 右 方 ,就 可 求 出 (nn +1) 级 近似 解 . 零 级 解 为 1. 由 此 
得 出 U(z ,zto) 的 一 个 微 扰 展开 式 


U(#,t0) = DU (z,to), 
n=0 
UD (z ,£0) 一 1, 


UV (r,to) 一 元 | HD (z)dt, 


UY (4,t0) = ,dh ,di (1) A (22), 
(ih)> i 


(3.2.25) 

在 本 课 中 计算 路 迁 概率 时 ,将 只 用 一 级 解 和 二 级 解 .UU 用 于 一 次 跃迁 过 程 如 
光子 的 吸收 和 辐射 , U2 用 于 二 级 过 程 如 光子 -电子 散射 或 电子 电子 散射 . 

为 了 将 (3.2.25) 式 表示 成 对 所 有 积分 变量 i 较为 对 称 的 形式 ,我 们 引入 含 时 
场 算 符 乘积 的 “时 间 编 序 ”. 其 操作 是 通过 相 邻 算 符 的 位 置 对 换 ,把 时 间 较 早 的 算 符 
移 到 所 有 比 它 晚 的 算 符 的 右边 . 当 进 行 对 换 的 是 两 个 旋 量 场 算 符 时 ,不 论 是 两 个 
由. 两 个 好 还 是 一 个 4 和 一 个 Vi, 都 加 且 只 加 一 个 负 号 ,规则 与 前 面 作 “ 正 规 编 序 ” 
时 一 样 .时 间 编 序 符号 用 工 表 示 . 另 为 书写 简单 计 , 在 本 章 后 文 和 下 章 中 我 们 都 略 
去 作用 图 象 中 场 算 符 的 上 标 (7). 

当 两 个 场 算 符 时 间 相同 时 如 何 处 理 ? 如 果 这 两 个 算 符 都 是 光子 算 符 A, (zxz)， 
或 者 一 个 光子 算 符 A, (xz) 一 个 电子 算 符 (yg 或 内) ,那么 无 论 将 哪个 放 在 左边 都 一 
样 ,因为 它们 本 来 就 是 可 对 易 的 . 若 两 个 算 符 都 是 少 ,或 两 个 算 符 都 是 时 ,无论 怎 
样 安排 它们 两 个 的 顺序 ,结果 也 是 一 样 ,因为 两 者 本 来 就 是 反对 易 的 . 只 当 一 个 是 
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y 另 一 个 是 $i 时 安排 不 同 的 顺序 结果 才 有 差异 .现在 规定 的 法 则 是 :两 种 顺序 各 
取 一 半 , 即 z 


TY xs) 各 (x ,i) = 六 [9 (xs) 5) 一 Cx) (x,t)] 
Tx) g(x) = Fl 


(3.2.26) 
根据 以 上 定义 ,在 时 间 编 序号 内 ,两 个 光子 算 符 总 是 可 对 易 的 ( 因 编 时 操作 使 
得 对 易 后 的 结果 与 对 易 前 的 一 样 ) 光 子 算 符 与 电子 算 符 也 是 可 对 易 的 ,两 个 电子 算 
符 则 是 可 反对 易 的 , 即 
TLA (x,t),A,(x’,t’)] = T[A,(x’,t’)A,(x,z)], 
T[A,(x,t) p(x,t)] = TY, x, )A, (x,t)], 
T[gs xt pix,t)] =— Tob(x’,t ) 9 (x,t)], (3.2.27) 


值得 特别 说 明 的 是 , 算 符 HO (z)= ， 
| 了 ,x,t) A,(x,t)dz 在 时 间 编 序 下 的 性 质 ， 
(其 中 ;, 和 A, 和 皆 为 作用 图 象 中 算 符 , 下 同 ). 有 
两 点 需要 指出 :1)7 (x,z) 按 (2.5.23) 的 定义 等 
于 icN[Y(x,1)y.V(x,t)], 但 根据 (3.2.26) 式 ， 
可 以 证 明 它 也 能 写成 i.cT[9(x,t) yb(x,1)]， 
这 样 Hw 在 加 上 时 间 编 序 时 将 保持 不 变 ，， ， 
2) 育 52 (1) 中 含有 两 个 电子 场 算 符 和 ,因此 
将 两 个 魏 吕 作 整 体 对 换 时 ,不 出 现 负 号 ,于 是 图 3.2.1 (3.2.29) 式 的 积分 域 
信 八 HY HY ‘ 9 = > ‘， 
TLHi (1) Hi (#’)] -| 站 、 (29), >! (3.2.28) 
HO(2 HO(), et >1. 
为 了 下 一 节 中 约 化 S 算 符 的 需要 ,我 们 利用 时 间 编 序 操作 把 演化 算 符 写成 较 
为 对 称 的 形式 .首先 来 看 U3 (z ,zo) 中 的 双重 积分 项 


人 


?= | dz | ‘de, HO CG) AD,). (3.2.29) 
io io 


它 的 积分 域 如 图 3.2.1 中 带 竖 线 的 三 角形 . 上 式 中 的 乘积 让 (1, ) 自 D(z,) 是 合 
平时 间 编 序 的 . 
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将 上 式 中 积分 变量 1) 与 i, 互 换 , 即 有 
= | da| dz HD (1)HD (4), 


在 这 一 表示 式 中 ,积分 区 域 即 为 图 3.2.1 中 空白 的 三 角形 ,于 是 了 又 可 表示 成 上 两 
式 之 和 的 一 半 , 即 


T= 了 || dei| dif® (2) A (2) +| dta| “du AW (2) (1) . 
io to io to 


假如 石 如 (二 ) 与 入 0 (zi) 是 可 对 易 的 ,那么 上 式 就 化 成 
I 一 本 |. do dt HO? ( ti )HD ( /2 ) ， 
积分 区 域 就 变 成 了 方形 .但 是 ,实际 上 五 (六 ) 与 有 0 (z) 不 可 对 易 , 故 上 式 并 不 
成 立 . 
前 面 已 经 指出 (3.2.29) 式 右 方 的 乘积 本 来 就 合乎 时 间 编 序 ,因此 将 它 加 上 编 
时 符号 全 并 不 发 生 任 何 影响 .而 在 编 时 符号 内 ,及 就 像 光子 场 算 符 一 样 变 成 可 
对 易 的 .这 样 再 重复 上 面 的 步骤 就 得 出 


1= | das| disT[ HO (41) HY (z,)] ， (3.2.30) 
它 与 上 面 那个 不 正确 的 式 子 的 差别 就 在 于 增加 了 一 个 时 间 编 序 符号 工 . 
尽管 在 本 课 中 我 们 只 用 到 U(z ,zo), 但 也 顺带 写 出 一 般 项 (n 宇 1) 的 结果 


| dzi| dza*| "dBD (2).AD Lz,) 
ty 上 0 to 


= anf dea ds, TAD 0) A (2) 3.2.31) 
“J io io to 


利用 此 式 可 将 避 (z ,zt ) 的 展 式 改 写成 


U(z,t0) =1+ > | Ray], | da] de TA DC 
(3.2.32) 
编 时 符号 可 提 到 求 和 号 前 面 ,于 是 上 式 又 可 表示 为 
U (1,10) = Teil, Bi Oar (3.2.33) 
(3.2.33) 式 也 可 通过 另外 的 方式 更 简便 地 推出 .首先 , U(z, 加 ) 可 以 表示 为 
DU (t,t0) = UU Gt, UU (t,t)U (t,to0) (3.2.34) 


其 中 
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ti; = tot+jAt, Art = 


在 n 取得 很 大 ,从 而 Az 很 小 的 情况 下 ， 


1 会 (DD) 
于 Hint (z )At 
》 


U (t+1,£;) 人 二 十 FA (at 入 e 


将 它 代 入 (3.2.34) 式 ,并 令 ”一 co. 这 时 近似 等 式 即 变 成 等 式 , 即 有 


1 个 (7) 1 个 (7) 1 会 (站 
个 。 江 百 (ft )At 二 万 (LT)A 二 H. (t )Ai 
U(t,to) = lime® ”ee 和 nr Xu Xe 过 0 . (3.2.36) 
天 一 > OO 


由 于 上 式 右 方 实际 上 是 时 间 编 序 的 ,我 们 可 在 前 面 加 上 时 间 编 序 . 而 在 时 间 编 序号 
下 ,He (4 ) 与 HD (z) 是 对 易 的 ,于 是 即 得 


(3.2.35) 


八 


U (t,to) = lim Te Me ©) = Teih, fi OO, 
与 (3.2.33) 式 一 致 
以 上 处 理 看 起 来 只 是 形式 上 的 变换 ,并 无 实质 性 进展 ,但 在 下 文中 通过 将 编 时 
乘积 约 化 成 一 系列 正规 乘积 的 和 , 即 可 系统 地 求 出 各 级 微 扰 论 结果 的 表达 式 . 每 项 
结果 并 可 通过 图 形 表示 出 来 , 既 直 观 又 大 大 地 简化 了 计算 工作 .这 种 图 形 就 是 通常 
所 谓 的 费 曼 图 . 


33.3 S 算 和 伯 (S 矩阵) 和 它 的 约 化 


量子 电动 力学 中 一 类 重要 的 问题 ,就 是 电磁 相互 作用 引起 的 系统 状态 的 跃迁 ， 
包括 光子 的 吸收 和 辐射 ,光子 与 自由 电子 (或 原子 ) 的 散射 ,电子 与 电子 的 散射 ,十 
致 辐射 , 正 负电 子 对 的 产生 和 淹没 等 .这些 过 程 的 跃迁 率 或 散射 截面 (反应 截面 ) 都 
可 统一 地 用 S 算 符 (又 称 散射 算 符 , S 矩阵 或 散射 矩阵 ) 来 处 理 . S 算 符 是 指 演化 
算 符 U(zy,to) 在 t0 一 -%,ty 习 + co 时 的 极限 .因为 只 有 取 此 极限 才 有 初 末 态 间 
的 能 量 守恒 .下 面 将 光 介 绍 S 算 符 的 具体 定义 ,然后 对 它 的 约 化 问题 进行 说 明 并 
作 准 备 性 的 讨论 (本 节 中 的 场 算 符 都 指 作用 图 象 中 的 算 符 . 上 标 (了 ) 仍 甸 略 去 ) 


1. 浸 渐 移 引 与 S 算 符 


为 了 使 反应 过 程 (或 散射 过 程 ) 有 一 个 简明 的 描述 ,使 演化 算 符 在 :一 + oo 时 
有 确定 的 极限 , 戴 逊 引用 了 " 浸 渐 移 引 ” 的 处 理 方案 . 下面 我 们 先 以 量子 力学 中 两 个 
粒子 的 散射 过 程 为 例 , 对 浸 渐 移 引 的 概念 进行 说 明 . 

在 量子 力学 中 ,两 个 粒子 之 间 的 作用 是 通过 它们 之 间 的 作用 势 来 实现 的 .在 散 
射 发 生 之 前 和 发 生 之 后 ,实际 的 情况 是 两 个 粒子 的 波 函 数 为 互相 远离 的 波 包 (距离 
比 力 程 远 得 多 ) ,它们 都 作 自 由 运动 .在 实验 上 ,具有 “一 定 动量 ”的 粒子 也 是 一 个 尺 
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度 比 其 波长 大 得 多 的 大 波 包 , 并 非 真 是 充满 无 穷 空间 的 平面 波 . 但 对 这 种 具有 波 包 
形状 的 初 末 态 的 数学 处 理 比较 复杂 .如 果 我 们 将 哈密 顿 量 中 的 作用 项 站 乘 上 一 
个 浸 渐 变化 的 因子 e “1" ,其 中 e 为 一 个 正 无 穷 小 的 量 (在 计算 完毕 后 可 令 它 趋 于 


零 ) ,那么 在 遥远 的 过 去 和 未 来 ( 即 | :| 六 二 ) 哈 密 顿 量 就 只 有 自由 的 哈密 顿 量 , 两 个 


粒子 的 波 函数 即使 重奏 也 互 不 作用 . 这样, 动量 “一 定 ” 的 粒子 就 可 以 用 充满 无 穷 空 
间 的 理想 平面 波 来 描写 ,从 而 散射 过 程 的 处 理 将 得 到 很 大 的 简化 . 

将 本 ;, 乘 上 一 个 e-! 的 因子 的 作法 ,就 称 为 对 相互 作用 的 浸 渐 移 引 , 即 缓慢 
地 引入 和 移 去 ,以 避免 在 引入 和 移 去 时 引起 附加 的 跃迁 (突然 的 引入 和 移 去 会 产生 
某 种 瞬息 效应 .或 者 说 其 中 含有 高 频率 的 成 分 ,会 引起 跃迁 ). 

在 量子 场 论 的 情况 ,即使 := + co 时 ,状态 为 互相 远离 的 波 包 , 疡 仍然 在 起 作 
用 , 即 产 生 所 谓 的 虚 跃 迁 . 例如 一 个 孤立 的 电子 , 它 也 可 以 放出 一 个 光子 [参见 
(3.1.42) 式 所 表示 的 H,.(z)], 只 是 这 种 光子 不 可 能 最 终 地 离开 电子 而 去 (因为 能 
量 守恒 定律 不 能 满足 ) , 它 将 在 稍 后 某 个 时 刻 又 被 电子 吸收 , 故 又 称 作 虚 光 子 . 换 名 
话说 ,一 个 “自由 ”的 ( 指 不 受 外 界 作 用 的 ) 的 物理 电子 ,并 非 一 个 裸 电 子 , 在 它 的 周 
围 可 能 存在 一 个 或 多 个 虚 光 子 .这 种 虚 光 子 云 相当 于 经 典 电 动力 学 中 一 个 电子 所 
携带 自 有 场 .这 样 ,对 一 个 自由 的 物理 电子 的 状态 进行 描述 也 不 容易 ,从 而 更 加 需 
要 使 用 浸 渐 移 引 来 描述 .在 浸 渐 移 引 的 方案 里 ,z = + co 时 的 自由 物理 粒子 都 成 为 
裸 粒 子 , 初 态 和 末 态 都 可 用 其 态 矢量 来 表示 .同时 S 算 符 可 表示 为 

S= lm UU (t,to) = Te[ 却 | HD (1)dz], 

0 "Ff 一 9 
其 中 H(z) 中 带 有 浸 浙 因子 e “1 ,由 于 这 个 因子 , 宫 (wy,t0) 在 二 + 00,t0 一 
- co 时 的 极限 是 存在 的 . 在 有 HW () 可 表示 成 0 (x,z) 体 积分 的 情况 下 ,如 令 


l 中 zdzo 一 二 dz , 则 上 式 可 写成 


C 


中 过 dz 一 
$= Texp[ 寺 | A (zjdz] (3.3.1) 


当 体 系 在 上 = - co 时 的 初 态 为 11 时 ,到 = + co 时 的 末 态 即 为 $|i)》, 因 此 
上 = 时 从 初 态 |i) 跃 迁 到 某 个 指定 态 | f) 的 概率 幅 即 为 (f| mS|i)[ 7 为 不 定 度 规 
算 符 .参见 (3.1.17) 式 下 文 ]. 
既然 初 末 态 都 是 自由 的 ,其 中 电磁 场 部 分 可 取 为 只 含 横 光 子 的 状态 ,于 是 引入 
不 定 度 规 对 |i) 和 | 了) 都 无 影响 ,《f| wy 就 等 于 (了 | ,从 而 有 
(f 17S1i) = (F112i). (3.3.2) 
不 定 度 规 所 起 的 作用 ,如 前 所 述 ,只 是 使 S 中 的 A, 也 成 为 厄 米 算 符 , 而 且 满 足 
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[am at]= 6 ,《f|S|i) 通 常 称 为 S 矩阵 元 . 
2. S 算 符 的 约 化 问题 两 个 场 算 符 的 缩 并 


在 本 章 下 文 和 下 章 中 我 们 都 采用 作用 图 象 ,如 前 所 述 场 算 符 中 上 标 ( 了 ) 将 略 
去 不 写 .下 面 先 来 说 明 什 么 是 S 算 符 的 约 化 ,以 及 为 什么 要 将 它 约 化 . 

我 们 来 考虑 一 个 具体 例子 ,如 电子 与 光子 的 散射 过 程 . 设 := zo 时 的 初 态 为 
|p,s;k,1) ,要 计算 的 是 到 to 时 刻 牙 迁 至 某 指 定 态 |p,s ;k ,71 ) 的 概率 幅 . 按 
(3.2.34) 和 (3.2.35) 式 , U(zj,to) 可 表示 为 下 述 一 系列 算 符 的 乘积 ,该 乘积 中 的 
算 符 已 是 按时 序 排列 的 : 


U (zy,to) = lim|1+ A (s, )At ||1+ 3 (6, Ar [1+ FA (to)Ar | 


(3.3.3) 
当 放 (zr,za) 作 用 到 z= 时 的 初 态 1p,s;k,1) 上 时 ,各 个 算 符 [1+ 小 闻 2 (5)Az 


即 按时 间 先 后 顺序 作用 到 | p,s;k,71) 上 面 ,这 样 会 产生 许多 项 .我 们 所 需要 的 ,是 
到 =z 的 末 态 中 所 含 的 “只 有 一 个 (p ,s ) 态 电子 ,一 个 (k ,7 ) 态 光子 ”的 项 .但 
是 在 整个 过 程 的 中 间 时 刻 ,出 现 的 可 以 有 其 他 状态 的 电子 和 光子 ,甚至 加 上 正 负电 
子 对 和 多 个 光子 .在 取 极 限 tm-> - oo ,zco 后 ,对 于 初 末 态 ,能 量 是 守恒 的 ,但 中 
间 出 现 的 态 的 能 量 并 不 一 定 等 于 初 态 的 能 量 . 当 某 个 中 间 态 与 初 态 能 量 相差 AE 


时 ,该 中 间 态 只 能 存在 某 个 有 限 的 时 段 Ats* 专 ,AE 愈 大 ,其 存在 的 时 间 At 就 全 


短暂 .因而 通常 把 能 量 不 等 于 初 态 能 量 的 中 间 态 称 为 虚 中 间 态 ,所谓 虚 并 不 是 说 它 
不 存在 ,而 是 说 它 不 可 能 长 久 地 存在 ,成 为 末 态 的 一 个 成 分 . 从 初 态 到 这 种 虚 中 间 
态 的 跃迁 也 相应 地 称 为 虚 跃 迁 . 
由 于 存在 上 述 虚 跃迁 过 程 ,使 S 矩阵 元 的 计算 变 得 很 复杂 . 如 果 我 们 能 把 S 
算 符 化 为 一 系列 正规 乘积 的 和 (其 中 的 每 项 带 有 自己 的 系数 ) ,那么 计算 从 初 态 
1p,s;k,7) 到 任意 指定 的 末 态 |p ,s ;kK ,1 ) 的 跃迁 振幅 就 变 得 直截了当 ,因为 在 
所 化 出 的 一 系列 正规 乘积 的 和 之 中 ,只 有 一 项 即 (Ps ,Kk ,1 ;p,s,k,1)al,， 
az ,ana 对 我 们 所 需 的 S 矩阵 元 有 贡献 ( 见 下 文 ) ,实际 上 该 矩阵 元 就 等 于 上 述 
项 的 系数 : 
(Ps | Silp,ssk’ 》 = fl(p’,s sk’ ,Ll ;p,ssk,L). (3.3.4) 
理由 如 下 :在 正规 乘积 中 ,所 有 的 吸收 算 符 都 在 发 射 算 符 的 右边 ,从 而 这 些 吸收 算 


@ 这 里 的 正规 乘积 是 一 个 简称 , 实 为 “若干 个 算 符 的 正规 序 的 乘积 " ,参见 (2.5.21) 式 上 


”94 ' 辐射 和 光 场 的 量子 统计 理论 


符 将 先 于 发 射 算 符 作 用 到 初 态 |i) 上 . 当 某 项 正规 乘积 含有 (a ,ai ) 之 外 的 吸收 
算 符 时 , 刻 正规 乘积 作用 到 |i) 上 即 等 于 零 ,从 而 对 所 求 的 S 矩阵 元 无 贡献 . 反 过 
来 当 某 项 正规 乘积 不 含 c ,aw 中 任何 一 个 时 , 初 态 中 的 该 粒子 将 无 法 消去 ,随后 
的 发 射 算 符 又 只 能 在 该 态 中 增加 其 他 粒子 于 是 最 后 投影 到 | p ,s ;kk ,1 ) 亦 为 零 . 
以 上 讨论 表明 :只 当 该 项 正规 乘积 的 吸收 算 符 部 分 恰好 等 于 c av 的 正规 乘积 项 
时 才 可 能 消去 初 态 中 的 粒子 ,同样 ,正规 乘积 中 的 发 射 算 符 部 分 也 必须 正好 等 于 
at ,aty , 才 会 产生 末 态 中 的 粒子 ,使 矩阵 元 不 为 零 . 这 就 论证 了 (3.3.4) 式 . 

对 于 其 他 过 程 , 也 可 同样 论证 正规 乘积 的 和 中 只 有 一 项 有 贡献 :该 项 中 的 吸收 
算 符 正好 消去 初 态 中 的 全 部 粒子 使 其 成 为 真空 态 ,而 该 项 中 的 发 射 算 符 又 随后 在 
真空 态 上 正好 产生 末 态 中 的 粒子 . 

S 算 符 本 来 是 算 符 的 编 时 乘积 , 见 (3.2.32) 式 或 (3.2.33) 式 .因此 问题 就 变 成 
如 何 把 场 算 符 的 编 时 乘积 ( 工 乘积 ) 化 成 正规 乘积 (N 乘积 ) 的 和 . 这 一 过 程 就 称 为 
S 算 符 的 约 化 . 

在 本 节 的 剩 下 部 分 我 们 先 来 讨论 两 个 作用 图 象 中 场 算 符 (x) 和 下,(x') 的 
TT 乘积 与 N 乘积 的 差 , 即 T[ (x)F(zx -NIR(Cz)R(z )], 如 前 所 述 ,我 们 
已 略 去 场 算 符 上 的 (1T) 上 标 . N[ F(x)F;(x )] 的 定义 是 先 把 FF 和 Fr 分 成 吸收 
部 分 和 发 射 部 分 的 和 , 乘 开 后 再 逐 项 进行 正规 编 序 .我 们 将 证 明 上 述 差 值 为 一 个 
c 数 ,并 称 它 为 两 个 场 算 符 的 缩 并 ,用 F(z) 请, (zx) 表示: 


F(z)F, (zx) = Th (zx)P, (rz)] - NP (Cz),(z’)]. (3.3.5) 


当 上 述 两 个 (作用 图 象 中 ) 场 算 符 一 个 是 电磁 场 算 符 一 个 是 电子 场 算 符 时 ,其 

缩 并 等 于 零 , 即 
A,(zx)b, (zx)=0, A,(z)y, (rz')=0. (3.3.6) 
这 是 因为 作用 图 象 中 场 算 符 随时 间 的 变化 是 已 知 的 ,在 用 平面 波 展 式 代 人 并 分 出 


esi (或 e+ 证 ) 因 子 后 ,吸收 算 符 和 发 射 算 符 本 身 与 t 无 关 , 而 电磁 场 和 电子 场 的 
算 符 之 间 都 是 可 对 易 的 ,于 是 工 乘积 与 N 乘积 的 差 为 零 . 

两 个 $ 的 缩 并 以 及 两 个 % 之 间 的 缩 并 亦 可 证 为 零 .下 面 先 来 考察 作用 图 象 中 
两 个 % 的 缩 并 . 先 证 明 Ty,(z)9,(zx ) 就 等 于 (xz), (zx ). 当 1>zt 时 ,直接 就 
得 


T(x) Ys (zx’) = g(r) Ys(x’), 


O 
D2 
名 
COo 
[Be 
Un 


第 三 章 ” 量 子 电动 力学 的 基本 方程 组 ”S 算 符 的 协 变 微 扰 论 .95 . 


而 当 zt >z 时 按 定义 有 
TY (x) (zx) = Yr ) ,x). 
4 中 所 合 的 算 符 是 电子 的 吸收 算 符 “ 和 反 电子 的 发 身 算 符 全 ,无 论 两 个 a 之 间 、 两 
个 pf 之 间 还 是 一 个 < 和 一 个 有 i 之 间 都 是 反对 易 的 ,这 样 (x ) J,(z) 将 等 于 
-yy,(zx)y,(zx ). 于 是 无 论 t>t 还 是 1 <i, 都 有 
TY (xz) (z’) = p(x) ,zr'). (3.3.7) 
其 次 来 证 明 Ny, (xz)y, (zx ) 也 等 于 y, (zx)y, (zx'). 为 此 将 5(x) 表 示 为 
J (zr) 和 y(z) 之 和 ,其 中 gy'* 合 吸收 算 符 ,py') 含 发 射 算 符 .根据 正规 编 序 
的 定义 ， 
Ny (zg (zr) = yO (x) (zr) + gO (zp (zz ) 
+ oO TGO zr) Ox) YN (zr), (3.3.8) 
同样 ,由 于 $4 (x ) 含 的 是 正 电子 的 发 射 算 符 全 ,而 ”中 含 的 是 电子 的 吸收 算 
符 a, 故 -yO (z g(xz)= 9 (rz)Y (zx ). 这 样 (3.3.8) 式 右 方 也 可 化 成 
yp(z)y,(zx) ,于 是 (3.3.8) 式 化 为 


Ny, (x) (zr) = Yr) 9, (zx). (3.3.9) 
从 (3.3.7) 和 (3.3.9) 式 即 给 出 
gx), (z) = 0 (3.3.10a) 
仿 此 可 证 
b,x) (z) = 0. (3.3.10b) 


剩 下 要 计算 的 是 A。(z)A,(z ) 和 多 。(z)y, (xz). 它们 的 值 都 不 为 零 , 先 来 看 
前 者 
A(z)A, (x’) = TA,(z)A,(z’) - NA,(z)A,(zx’). 
当 :>z 时 ,利用 展 式 (3.1.37), 其 中 x=k"x 一 wt ,得 
TA (zn)A,(z) = A,lz)A(z) = HD 


人 人 


J 
ayva t,, ik"z-k ez) 十 at,a jy @ kz ez) 十 ala t, ei i(k.xth’ x’) Je® (天 )e42) (Kk’) ， 
而 当 刀 > 上 时 ,结果 为 


全 个 / 人 AN 人 2nkc 人 人 i(k’ .x +k:z) 
TA (7X)A,(z ) 一 A,(zx )A, ( ) = [ TOUC 
之 V Dy AR CkZC 刀 


KK 
二 QQeTi et + aralet rhs) + atate kek) ]e() (Kk’)e (无 ) 
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正规 乘积 的 展开 式 则 为 


NA (zx)A,(zx “) = Zrhc 人 人 + i(kh*z—k’:x’) 


V > pr ek tk 1 十 QT yaQ ve 
KE 


+ OreT + abalye ts)]eDd (k)e (天 
由 此 可 见 , 当 tz># 时 ,全 乘积 与 N 乘积 的 差别 只 是 展 式 中 的 第 二 项 不 同 ,而 当 
> 上 时 ,两 者 的 差别 只 是 第 三 项 不 同 ,于 是 得 
7 


i(k:z—k .x ) 


人 dua - ~ alyap)e ld (k)e (Kk )e 


A,(zx)A, (Zz )= 
一 一 入 .入 人 入， 和信 ， ， 本 
(airaz 一 aharr)e (kK)e.) (天 )e ie) 


2 区 无 C 
V 了 
2 区 无 C 
3 


Rk" 
2 无 C 1 -iW (zx) , 
六 2 ze 6,. t >1 


在 推导 后 二 等 式 时 ,利用 了 对 易 关 系 (3.1.34) 和 正 交 完备 条 件 (3.1.36) .将 上 式 最 
后 结果 中 的 第 二 式 的 上 换 成 -kk, 即 可 将 A, (x)A, (x ) 统 一 地 表示 为 


ik 7)0, ， 1 > 1 


个 个 / 2 区 无 C 1 ik.(x—x )—iwlt—t’ 
A,(x)Ah, (x') = 全 2 ze 0,,. (3.3.11) 


我 们 将 A, (zx)A, (zx ) 在 V>oo 时 的 值 用 函数 D(x - x ) 表 示 , 并 将 DF 写 
成 
Do (z — x)=— iiD:(x— zx )6, ， 


2 
2xc ik ) ivlt-t| 
a 


D(x-—xz )= i lim 
TV->oo 


站 Ow 
一 ic I ix) -il Bp (3 3 12) 
Av wh 。 .2 。 


在 最 后 一 步 中 我 们 将 V 一 co 情况 下 的 求 和 转化 成 为 积分 . 推导 如 下 :大 本 来 取 离 
散 值 ( 见 (1.3.1) 式 ) 


k = Fminm + mzRz 十 M313)，Mmi ,m2 ,ms 为 整数 ， (3.3.13) 
其 中 工 代表 立方 体 的 边 长 ,L3 = V.(3.3.13) 式 表明 大 的 取 值 构成 k 空间 中 的 格 
点 分 布 ,其 密度 为 (六) = 7 当 V 愈 来 愈 大 时 ,大 的 格 点 愈 来 愈 密集 .在 无 附 
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近 的 dk 范围 内 格 点 数 有 dk 个 凯 ,该 d& 范围 对 Ds 的 贡献 即 为 
(27) 
3b 2xc” 1 ik:(x—x )-iwlt-—t| ic 1 ik: (x—x’ )—iwlt—zt | 13 
去 dk E Ys jie = De dk. 


再 把 所 有 小 范围 d 的 贡献 总 加 起 来 就 等 于 对 金 部 格 点 求 了 和 . 也 就 是 说 当 


VmN, 5) > my | Pk. 这 样 就 化 出 了 (3.3.12) 式 ， 


下 面 再 来 计算 9,(zx)y (zx ). 将 和 用 螺 度 一 定 的 平面 行 波 展开 [ 见 
(2.5.9) 式 ] 在 t>t 和 #:>t 时 , 工 乘积 分 别 为 


Th) (7)= mp apa bu (pu (p )ekte ee 


ps,p's 


十 “mhr Wp) (Cp )ekte ee 
十 Bia Qa by vo (pu (pp )e (prtp'z) 


十 BiByrv (p)v ee 一 二 (px p +)]， :> £” 


Ty,(z)Y, (x’) =- 二 > [ atva 。 ud (p)us (站 )ek (pep'z’) 


Vo 
+ 下 (po (pe 
ob Blo (pu (p )e hee) 
+ ee t >1 
其 中 p':x= px 一 Ez. 而 NN 乘积 的 展 式 则 为 
NOAz)g (7) = ban (pu Cp Ye 


十 apB au po (p’ )e (prtp'z’) 

+ Payo (pus (pe heme) 

+ By (po Cp ek ]. 
在 t>t 时 ,本 乘积 与 N 乘积 差别 只 在 于 第 一 项 ,而 在 1 >z 时 两 者 差别 只 在 于 第 
四 项 .于 是 得 出 


@ 这 样 ,在 dk 内 的 状态 数 随 着 V 的 增 大 而 增 大 .但 另 一 方面 ,每 个 状态 的 矢 势 与 V V 成 
反比 (参见 3.3.11) .导致 求 出 的 Dr 与 V 的 取 值 无 关 . 
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1 作 作 s 一 (8 / 工 .x “er 
、 Tmar +t aban)us (p)us (p’ )ert* pr) 
二 DB + BhByr)v (p)v (pp )e hr ee) 
psps 
Tu (pu pee ， tt>1i, 
= ，、 z (3.3.14) 
Vo Cp) or (pe ，t >t. 


剩 下 的 工作 主要 是 计算 入 ur (p)u® 《Pp) 和 2 v (pp)v“(p), 它 们 都 是 4x4 


和 矩阵. 先 来 计算 前 者 ， 利用 (2 2.10) 前 一 式 所 给 出 的 u‘”(p) 的 表达 式 即 得 
》 


S ~ (s 3 
Du (pip) = LIE 5 
s=1,2 $ 


1 4 寻 二 G 一 
二 训 Em 时 时 


乘 开 后 利用 31$.41+ | ] ) 再 利用 (2. 3.9) 式 就 化 出 


] orc 
| 有 2 E+mc” 
Du (pap) = Ee , 
5 IC ”1C Prc 
+mc’” (E+mc’) 
1 [Et+mc” -oe:pgc 1 
— = aicyp, + mc’), (3.3.15) 
< ©* pc -E+ mc” 2 


其 中 加 -ii 二. 同样 ,利用 (2.2.14) 和 (2.2.10) 后 二 式 可 得 


, [0p 
(s) / 一 (9 上 +m Fi+me’ (Ee 
2 (Pp)v (P) = 一 5 | Erm 
1 IE— mc” 一 Fe 1 
一 ~ 三 一 (icy 十 mc” ) (3.3.16) 
2F 人 人。 pc 一 FE -一 mc 2E i 


将 (3.3.15) 和 (3.3.16) 式 代 回 (3.3. 1 式 可 将 它 统一 地 表 为 
,x)Y, (Z ) = 去 (- ficy, 3— -+ mc “) 2 5 sed” (x-x’)-2Elt- el 


(3.3.17) 
同 前 一 样 ,我 们 将 9,(z)$,(zx ) 在 Voo 时 的 极限 值 用 函数 SF (x - zx) 表示 ,于 
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是 得 出 4x4 的 矩阵 函数 S (z 一 x ), 它 可 写作 


/ l 9 / 
S'(x—-x)= 二 (7 Ix, 一 PE Ar(z — x )， 
: 2 . . , 
Ar(z 一 xz) =ilm SD) Fe i (3.3.18) 
pb 
仿 前 ,上 式 中 对 p 的 求 和 可 化 为 对 p 的 积分 .将 p 写成 斌 ,并 定义 
w = E/E, 
1 2 。 / 
As(T—Zx)= rk Te ,， (3.3.19) 


形式 上 (3.3.19) 式 右 方 与 (3.3.12) 式 右 方 相同 ,只 是 与 & 关系 不 一 样 
以 上 讨论 表明 ,两 个 场 算 符 的 缩 并 果然 都 是 c 数 .将 (3.3.5) 式 对 真空 取 期 户 
值 , 我 们 亦 可 将 A,(zx)A,(z ) 和 9%,(x)y,(x') 表 示 为 


A,(z)A, (xz) = (0 | TA,(z)A,(zx’) 110), (3.3.20) 
b,x), (x) = (O01 Th (2)$, x’) 10). 
这 两 个 函数 分 别称 为 自由 光子 场 的 传播 子 和 自由 子 场 的 传播 子 .对 它们 的 意义 我 
们 将 在 下 一 节 中 讨论 . 
$3.4 自由 场 的 传播 子 “ 推 迟 格林 函数 和 超前 格林 上 晒 数 


在 本 节 中 我 们 将 对 自由 光子 场 和 自由 电子 场 的 传播 子 Ds, (xz) 和 Sr(z) 的 意 
义 和 函 数 性 质 进行 讨论 .我 们 将 指明 D(z) 中 的 函数 Dr(z) 实 为 波动 方程 的 格 
林 函 数 ,但 它 又 不 是 我 们 所 熟悉 的 推迟 格林 枉 数 ,也 不 是 超前 格林 本 数 ,而 是 一 种 
新 的 以 费 曼 为 命名 的 格林 函数 .类 似 地 Ss (z) 中 的 Dr(z) 则 是 克 莱 因 - 戈 登 方程 
的 费 曼 格林 水 数 . 
1. 自由 光子 场 的 传播 子 ”波动 方程 的 格林 函数 

在 上 一 节 中 我 们 给 出 了 自由 光子 场 的 传播 子 D。 (z), 并 将 它 表 示 成 
[ 一 i1#6,,D (xz)] ,Dr(z) 的 积分 表达 式 由 (3.3.12) 式 给 出 , 即 

D(z) = 25| Te lp. (3.4.1) 


此 积分 可 以 积 出 .为 方便 计 取 大 空间 中 的 第 三 个 轴 与 x 方向 重合 , 当 t>0 时 ,上 式 
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中 被 积 函数 化 为 e "一 “ ,9 为 k 与 x 间 夹 角 ( 亦 即 与 第 三 轴 的 夹 角 ). dk 可 写 
成 妨 desingdgdp .将 上 式 先 对 p 积分 再 对 0 积分 ,得 出 


Dr(z)= 关 | dk| term singd0 


= | dk [et ek] :>0. (3.4.2a) 
nr 
同样 当 上 <0 时 可 得 

D(z) = | dR[ekrte — ete] < 0. (3.4.2b) 


在 作 进一步 对 k 的 积分 之 前 ,我 们 先 看 一 个 大 家 熟悉 的 一 维 积分 | dke”. 其 结 


采 如 所 周知 就 是 2x8(7). 但 这 个 积分 的 值 就 其 原来 的 形式 而 言 是 不 确定 的 , 因 按 
通常 的 处 理 , 即将 积分 范围 作 一 直接 的 截断 ,再 取 极 限 得 出 的 结果 为 


lm|_e* dk .此 结果 在 直观 上 并 不 显示 8(r ) 的 形 狐 .如 果 改 成 某 种 平滑 削减 的 


极限 ,如 lim | ， ee “dk,s>0, 则 其 形象 将 更 接近 》 函数 的 定义 .上述 积 分 不 难 
求 出 . 因 


十 59 : 0 。 5 
ee ltlidk = ee 人 十 | er «dk = 2 7 (3.4.3) 
一 29 一 co 0 7 ”十 有 


此 函数 的 图 形 为 一 光滑 的 高 峰 , 峰 的 位 置 位 于 + = 0 处 , 峰 高 为 二 , 峰 的 半 高 处 宽 
度 为 2e .曲线 下 的 面积 不 难 求 出 为 2x. 因此 当 s->0 时 ,此 函数 的 形象 就 与 2r8(r) 
一 致 .对 于 积分 | e* dk 可 作 同 样 处 理 ,结果 得 


| ‘dk = lim 


= lim| (3.4.4) 


| 
FF r+e” rr +e’ 


在 。~0 时 ,上 式 右 方 第 二 项 即 趋 于 x8(7), 而 右 方 第 一 项 趋 于 二 的 主 值 即 ip 十. 
于 是 (3.4.4) 式 可 表 为 


| ap _ AS(r) + ip1. (3.4.5) 
上 述 结果 通常 也 表示 成 
Pl ind(7). (3.4.6a) 


同样 有 
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-9 十 ir8(r) (3.4.6b) 
将 以 上 讨论 用 到 (3.4.2) 式 ,就 得 出 ;无论 :>0 还 是 :<0,Ds 都 可 表 为 
D(x) = 3 |9- 1 了 十 9 一 一 irS(r — ct) 一 irS(7 十 cz) | 


(3.4.7) 
虽然 :>0 和 z<0 可 用 同一 个 表达 式 , 但 实际 值 并 不 一 样 : 当 :>0 时 ,r+ ct 恒 为 


正 ,于 是 方 括号 内 的 项 化 为 | 9 一 + 二 -in8(r 一 ct) |], 而 +:+<0 时 +-a 恒 


r— ct ricet 


为 正 , 方 括号 内 的 项 化 为 | = 二 +9 于 一 -in8(r+ct) |. 于 是 :>0 的 De(z) 中 


rict 
含有 “t=0 时 从 原点 向 外 离散 "的 球面 波 区 8(> 一 ct), 而 1<0 的 Ds (xz) 中 含有 
“t= 二 0 时 到 达 原 点 的 会 聚 "球面 波 了 -8( r+ ct). 
通过 并 项 ,(3.4.7) 式 可 以 写成 
Di(z) = 8 +ed(r e212). (3.4.8) 
nT r -ct 
这 就 是 通常 给 出 的 Ds (xz) 的 表达 式 . 下 面 我 们 将 从 另外 的 角度 来 研究 Ds (x ). 


在 费 受 - 戴 逊 理论 中 , S 和 矩阵 元 常用 四 维 z 的 积分 来 表示 ,为 此 我 们 要 将 
Dr (zz) 号 成 四 维 健 里 叶 积 分 的 形式 .首先 ,我 们 来 证 明 


—ikn ct 
1 viol 1 | e 0 


ww 17C 


dko， (3.4.9) 


CC 2 
”一 0 


其 中 Cr 标 法 如 复 平面 中 的 积分 途径 如 图 3.4.1 所 示 .此 路 径 基本 上 与 实 轴 重合 ， 
只 是 以 无 穷 小 的 半圆 从 下 方 绕 过 和 = -所 点 ,从 上 方 绕 过 to = 所 点 . (3.4.9) 式 的 


特点 是 ,把 其 左 方 所 示 的 一 个 t 的 非 解析 函数 ( 因 含 t 的 绝对 值 ) 用 解析 函数 的 回 
Imko 


图 3.4.1 在 Ao 的 复 平面 中 的 积分 路 径 Cr 
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路 积分 表示 出 来 .该 式 的 证 明 如 下 . 

当 t>0 时 ,(3.4.9) 式 中 的 积分 路 径 可 补 以 下 半 平 面 的 无 穷 大 半圆 ,补充 后 的 
路 径 用 C_ 表示 . 这 是 因为 es = e “Ro+wimto 在 下 半 无 穷 大 半圆 上 Imk。 一 
- co , 放 补 此 半圆 对 积分 值 无 影响 ,但 却 使 得 我 们 能 用 留 数 定理 来 将 积分 求 出 : 


—ik, ct 。 
二 -8 dko = 一 远 | 天 一 二 一 一 do = Lew,t>0. 
C 2 2 C_ 加 esd 
oa % (wt 


当 z<0 时 ,(3.4.9) 式 中 的 Cr 则 可 补 以 上 半 平 面 的 无 穷 大 半圆 .我 们 用 C， 
表示 此 补充 后 的 积分 路 径 .于 是 可 以 求 出 

1 ev de” 

EC 
这 样 我 们 就 证 明了 (3.4.9) 式 . 

将 (3.4.9) 式 代入 (3.4.1) 式 中 并 将 w? 用 ce?k? 代入 就 得 出 Ds (xz) 用 四 维 标 
量 函 数 的 四 维 积分 来 表示 的 形式 . 

1 C kT 


CC 3 ik* x—iko ct 一 -人 47C | 
De (x) -高 | khdkoer "We TE 各 | dh (3.4.10) 


在 此 后 我 们 将 用 &” 表示 &% , 即 
R 二 天 一 AI (3.4.11) 
另外 值得 指出 的 是 ,这 里 & 为 一 个 与 独立 的 积分 变量 ,并 非 一 . 一 将 改 用 [大 | 表 


不 .Cs 的 脚 标 下 主要 是 标志 ko 的 积分 路 径 的 取 法 , 即 以 何 种 方式 绕 过 被 积 函 数 的 
奇 点 .这 种 路 径 又 称 为 费 曼 积分 路 径 . 至 于 对 kj ,ks,k; 的 积分 路 径 即 为 普通 的 从 
- co 到 + co 的 积分 . 

我 们 也 可 以 把 &o 的 积分 路 径 换 成 沿 实 轴 的 直线 ,同时 把 被 积 函数 的 极点 移 到 


- 皇 + 这 和 鱼 -这 ,其 中 $ 为 正 无 穷 小 量 ,以 保持 "积分 路 径 仍 从 下 方 绕 过 第 一 个 
极点 从 上 方 绕 过 第 二 个 极点 ”. 这 时 D(x) 就 改写 为 
四 ec 十 co 4 eK'z 
D(x) = 2s| ad ki (3.4.12) 
不 难 求 出 被 积 函 数 的 极点 位 于 
k。 == 于 (| k i 


即 第 一 个 极点 位 于 实 轴 之 上 ,第 二 极点 位 于 实 轴 之 下 (相当 于 前 面 的 本 .通过 
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补充 无 穷 大 半圆 用 留 数 定理 求 出 对 &。 的 积分 值 后 ,再 令 e 一 0, 结 果 仍 为 (3.4.1) 
式 .这 就 证 明了 (3.4.12) 式 与 (3.4.10) 式 的 等 同 ， 
将 达 朗 贝尔 算 符 口 作用 到 (3.4.10) 式 上 即 得 出 
C 


D(x) =- | dbeiz —— 4xcd (xz) =— 4xd(x)d(t). (3.4.13) 


第 二 等 式 的 得 出 是 因为 上 式 中 被 积 函数 已 无 奇 点 ,因而 ko 的 积分 路 径 Cr 可 换 成 
沿 实 轴 的 直线 .(3.4.13) 中 的 5 (xz) 定义 为 6(x)5(zo) 即 SCz)S(Ccz). 

上 式 表 明 Dj (zz) 为 波动 方程 的 格林 函数 ,85(x)5(z) 代 表 t=0 时 在 x=0 处 出 
现 的 “闪现 点 源 ” ,而 Dr(z) 即 为 在 此 闪现 点 源 的 情况 下 波动 方程 的 解 .我 们 将 看 
到 此 格林 函数 既 与 推迟 函数 不 同 也 与 超前 格林 函数 不 同 . 因为 是 费 曼 首先 提出 来 
的 , 故 被 命名 为 费 曼 格林 函数 . 

推迟 格林 函数 DR (z ) 是 我 们 在 经 典 电动 力学 中 所 熟悉 的 . 它 代 表 上 =0 时 在 
x=0 处 的 闪现 点 源 所 发 射出 的 向 外 传播 的 球面 波 ,其 数学 表示 为 


Da(x) = 8(r — ct). (3.4.14) 
从 上 式 可 以 看 出 , 当 z:<0 时 Dr (zx)=0, 当 :>0 时 波 集 中 在 r= ct 的 球面 上 .该 
球面 半径 以 速率 。 迅速 增 大 ,同时 波 的 振幅 以 二 而 减少 . 
我 们 来 证 明 (3.4.14) 式 的 确 是 波动 方程 的 格林 函数 , 即 “闪现 点 源 " 情 况 下 波 
动 方程 的 解 .为 此 先 来 证 明 DR (zx) 的 四 维 健 里 叶 积 分 形式 为 
47 
其 中 Ck 标志 ko 在 复 平面 中 的 积分 路 线 如 图 3.4.2 所 示 . 它 从 上 方 绕 过 被 积 函 数 
的 两 个 极点 .至 于 di& 的 积分 域 则 仍 与 通常 一 样 是 从 - co 到 + ce , 即 全 部 三 维 天 


空间 . 


大 并 
Da (x) = | dik Sy (3.4.15) 


图 3.4.2 在 &。 的 复 平 面 中 的 积分 路 径 Ck 


按照 前 面 所 陈述 的 理由 , 当 t<0 时 对 &。 的 积分 路 径 CR 可 补 以 上 半 平 面 的 
无 穷 大 半圆 以 构成 封闭 回路 .由 于 此 封闭 回路 内 无 被 积 函 数 的 极点 , 故 积分 值 等 于 
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零 . 当 z>0 时 ,Cs 可 补 以 下 半 平 面 的 无 穷 大 半圆 ,于 是 对 &。 的 积分 即 可 求 出 得 
Dr (xz) 一 id 二 (er eeziot ) ， :> 0. 
再 应 用 (3.4.1) 式 下 面 的 计算 方法 即 得 出 (3.4.14) 式 ,表明 了 (3.4.15) 与 (3.4.14) 


式 的 等 同 . 
有 了 (3.4.15) 式 立即 可 以 证 明 Dk (z ) 为 波动 方程 的 格林 函数 : 


[ |]PD(Cz) = 一 3| dike*” =— 4nxcd (zx) = 一 4n6(x)6(). (3.4.16) 
47x cc, 
电动 力学 中 的 推迟 解 可 利用 De (xz ) 直 接 得 出 .推导 解 是 指 下 述 非 齐 次 波动 方程 在 初 条 件 
为 "4A.(z)=0 当 zt- 一 oo" 时 解 ,该 方程 为 
DIA, (zx) = 5, (7). (3.4.17) 


前 先 我 们 将 j, (zx) 表示 为 无 数 闪 现 点 源 c8' (xz 一 xz) 的 全 加 ,其 中 c¥ (xz 一 x ) 代 表 位 于 x 点 在 
上 时 刻 闪 现 的 点 源 : 


ju (Zz) 一 ACHE — zx)dxr’. (3.4.18) 
按照 初 条 件 ,A, (z) 即 为 相应 的 Dr (xz 一 xz ) 的 释 加 : 
A(z) = 5dz,(z De(z— 7). (3.4.19) 


利用 (3.4.16) 可 证 它 满足 方程 (3.4.17) 式 . 
将 De(z 一 zx ) 用 (3.4.14) 式 代入 ,并 用 R 代表 x 点 与 x 点 之 间 的 距离 


R= (zi-zr1) +(x -zr2) + (zs — x 3), 
再 对 z 积 分 即 得 出 电动 力学 中 的 推迟 势 公 式 
A, (zx) = 1 ar Ele) (3.4.20) 


还 有 一 种 波动 方程 的 格林 函数 称 为 超前 格林 函数 , 记 作 Da(z), 它 的 表达 式 


为 
DaA(x) = a(r + ct )， (3.4.21) 
因此 当 上 >0 时 它 总 为 零 . DA(z) 的 四 维 傅 里 叶 积分 表示 为 
CT 
D kz) = 各 |。 kr (3.4.22) 


其 中 Ca 仍 标 志 &。 的 积分 路 径 , 它 与 Ck 的 差别 在 于 : Cs 将 从 下 面 绕 过 两 极点 
+ 这 同样 可 证 (3.4.21) 与 (3.4.22) 式 等 同 . 
将 达 归 贝尔 算 符 作用 到 D,(z ) ,同样 可 得 它 满足 闪现 点 源 SC(xz)8(z) 的 波动 
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方程 : 
口 D,(z) =— 4r3S(xz)8(z). (3.4.23) 
因而 也 是 波动 方程 的 格林 函数 .物理 图 象 上 它 代表 一 个 以 速度 c 向 原点 会 聚 的 球 
面 波 , 在 上 =0 时 到 达 原 点 ,并 正好 为 闪现 点 源 5(x)85(z) 所 吸收 . 
Dg (xz) 和 Da(z) 分 别 在 1:<0 和 + 上 >0 时 为 零 ,而 且 其 不 为 零 的 值 只 集中 出 现 
在 光 锥 x” 一 cv” =0 上 . 费 曼 格林 函数 则 不 同 , 它 在 :<0 和 :>0 时 都 不 为 零 . 当 上 


>0 时 , 它 等 于 De (z) + 区 9 -而 在 :<0 时, 它 等 于 方 Da (z) + 


竺 9 一 zz. 由 此 可 见 , 它 在 光 锥 之 内 和 之 外 都 不 为 零 ,但 其 值 为 虚数 . 因此 它 在 


名 趴 电动 力学 中 不 出 现 只 出 现在 量子 电动 力学 中 . 

在 任何 给 定 的 上 ,上 述 三 种 格林 函数 在 一 >co 时 都 趋 于 零 . 这 表明 仅 由 “无 穷 远 
处 (一 “o ) 为 零 "的 边 条 件 不 能 完全 确定 非 齐 次 波动 方程 的 格林 函数 . 这 一 情况 与 
齐 次 波动 方程 在 "无穷 远 处 (rco ) 为 零 ” 的 边 条 件 下 存在 非 零 解 是 相 联 系 的 . 

光子 的 费 曼 格 林 函 数 D(z 一 x ) 的 物理 意义 可 粗略 地 理解 如 下 :首先 ,矢量 
指标 y( 或 vy) 可 看 成 是 时 空 标 架 上 的 偏振 指标 .这 样 , 当 z<t 时 ,Di (zx 一 x )“ 代 
表 ” 一 个 偏振 指标 为 y 的 光子 在 上 到 z 的 时 间 内 从 x 传 到 x 并 变 成 偏振 指标 为 v 
的 光子 的 概率 幅 , 当 1 '<zt 时 , 则 反 过 来 , 它 “ 代 表 ” 一 个 偏振 指标 为 vy 的 光子 在 + 
到 上 的 时 间 内 从 x 传 到 x 并 变 成 偏振 指标 w 的 光子 的 概率 幅 . 这 是 因为 : Ds (x 一 
rz )= (0|TA, (z)A,(z)10), 而 A, (xz)= AW(z)+ AW(z), 其 中 


A (zx)= DN Ted ed (Kk)er ,AD (xz) = DN 人 Ce 人 (有 em ,如 第 
太 


一 章 所 述 ,如 果 没有 因 予 / 臣 , 则 A)(z)[ 即 6?(x,1)] 可 解释 为 + 时刻 在 x 


点 吸收 一 个 偏振 指标 为 x 光子 的 算 等 ,AC ;(z)[ 即 A (x,z)] 可 解释 为 在 
时 刻 在 x 点 发 射 一 个 偏振 指标 为 的 光子 的 算 符 , 对 A':’ (x ) 也 有 类 似 的 解释 . 
这 样 ,在 t<t 时 ， 
(O01 TA,(z)A,(z)10) = (01A,(z)A(zr)10) = (O01ANV(r AN (zr) 10) 
就 代表 在 t 时 刻 于 x 点 在 真空 中 发 射 了 一 个 偏振 指标 的 光子 而 在 1 时 刻 于 x 点 
吸收 一 个 vy 偏振 指标 光子 后 恰好 回 到 真空 态 的 概率 幅 . 因 而 也 就 是 一 个 w 偏振 指 
标的 光子 在 上 到 z 时 间 内 从 x 传 到 x 并 变 成 了 v 偏振 光子 的 概率 幅 . 

与 此 相仿 ,在 tz <t 时 ,《0|TA,(z)A,(z)10)=《01A6(z)A0(z')10) 代 
表 一 个 vy 偏振 指标 的 光子 在 1 到 z 的 时 间 内 从 x 传 到 x 并 变 成 jy 偏振 光子 的 概率 
幅 . 
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在 以 上 说 法 中 ,由 于 除去 也 / 气 天 因子 ,所 以 不 是 准确 的 表 叙 .这 也 就 是 我 们 


不 用 “是 "而 用 “代表 ”的 原因 . 如 第 一 章 所 述 ， ,天 因子 对 应 于 坐标 空 空间 中 的 算 符 


(一 V9) 司 . 计 和 等 关 因子 就 等 于 要 作 一 个 非 定 域 运算 .尽管 如 此 ,上 述说 法 也 不 


失 为 一 种 比较 形象 的 描述 . 传播 子 的 名 称 也 是 由 于 这 种 描述 而 获得 的 . 附带 指出 ， 
从 D,, (xX—x )=— ih6,,De (x 一 x ) ,实际 上 偏振 指标 在 传播 中 保持 不 变 . 


2. 目 由 电子 场 的 传播 子 ” 克 莱 因 - 戈 登 方程 的 格林 函数 


我 们 再 来 考察 自由 电子 场 的 传播 子 , 它 是 4x4 和 矩阵 形 的 函数 SS(z) ,由 
(3.3.18) 和 (3.3.19) 式 所 示 , 即 


Sr(z) = ze 元 — 2 JAs(z), (3.4.24) 


4rc 


Ar(z) = i lim Ae DE ic Torsion gg. (3.4.25) 
F Vc V - 。 。 和 守 。 


WwW 4A» w 
在 这 里 w=V kc +m? c“/ 让 而 不 是 光子 情况 下 的 值 kc. 
下 面 来 证 明 人 艾 登 方程 的 格林 函数 ; 


( 口 -至 抑 和 )Ar(z) = 4nd(x d(C). (3.4.26) 


将 (3.4.9) 式 代入 (3.4.25) 式 ， 然后 将 其 中 一 ;表示 成 所 + 名 全 , 即 化 出 


kz 


(CC 4 < 
Ar(Zz) 一 各 | .4 Rk 77 十 mc /Hh (3.4.27) 
其 中 &? 仍 代 表 Kk? -如 .同样 ,我 们 也 可 将 上 式 表示 为 
ec 十 co 4 eK*'” 
Ar(z) = | dh Sy. (3.4.28) 


kt -i 


将 (3.4.27) 式 代入 (3.4.26) 式 左 方 立即 可 证 明 该 式 成 立 ,从 而 A; (zz) 确实 为 
殉 莱 因 - 戈 登 方 程 的 格林 函数 .此 格林 函数 称 作 克 芋 因 - 戈 登 方 程 的 费 曼 格林 函数 . 
(3.4.28) 式 右 方 的 积分 也 可 以 积 出 ,其 结果 可 用 8 函数 和 柱 函 数 表示 出 来 ,但 
由 于 表达 式 比较 复杂 ,这 里 不 再 列 出 .只 顺带 指出 该 函数 亦 不 局 限 在 类 时 区 ,而 是 


透 和 信 了 类 空 区 (类 空 区 表示 传播 速度 大 于 光速 c). 但 透 人 深 深度 一 一 即 电子 的 康 普 
地 波长 的 大 小 . 因此 这 结果 也 可 以 看 作 是 电子 定位 精度 存在 极限 的 一 种 显示 ( 参 
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见 $2.1 和 》2.2). 
仿 前 我 们 也 可 得 出 克 莱 因 - 戈 登 方 程 的 推迟 格林 函数 和 超前 格林 函数 .它们 的 
表达 式 为 


kz 
CC. 4 44 
AR (Zz) 各 | .4 人 大 十 1122c/ 天 > 


ec , Ci 
A (x) = js | Ft (3.4.29) 
显然 它们 都 能 满足 (3.4.26) 式 .其 中 Ak 当 :<0 时 恒 为 零 ,A。 当 z >0 时 恒 为 零 . 


将 (3.4.28) 式 代入 到 (3.4.24) 式 中 即 得 出 S* (x) 的 积分 表达 式 


iyk, 一 mc/h ;,., 
Go mie dk (3.4.30) 


S (zz) = 
再 利用 


Yk,Y,k, = 3 (Yk, + yk ks) = Fkk (yy, + 1,7,) = 


(7 3 + )S (zr) = -i8(z), (3.4.31) 


这 表明 ,除了 一 个 常 系数 外 ,S (zx) 就 是 狄 拉 克 方 程 的 格林 函数 . 


S5(z) 也 具有 D(z) 相 类 似 的 意义 .将 (zx) 和 当 (z) 分 成 正 频率 部 分 和 负 
频率 部 分 之 和 ， 


Pz) = IO) Yr) = G(r) + YO), 
其 中 正 频率 部 分 名? 和 y) 分 别 为 电子 和 正 电子 的 吸收 算 符 ,j$“ 和 -分别 为 
正 电子 和 电子 的 发 射 算 符 . 先 来 看 到 很 小 从 而 在 旋 量 中 将 0(: 之 ) 的 小 项 略 去 的 情 
况 , 这 时 


D0" ^ -| 再 
(zn) eh » 


和 A^. |0| ;i 
pp ew, (3.4.32) 


” 108 .辐射 和 光 场 的 量子 统计 理论 


分 别 代表 t 时 刻 在 x 点 吸收 一 个 电子 和 发 射 一 个 正 电子 的 算 符 . 同样 2 (zx) 和 
内 (z) 分 别 代表 z 时 刻 在 x 点 吸收 一 个 正 电子 和 发 射 一 个 电子 的 算 符 .于 是 在 
六 <z 的 情况 
SH(z -7z)= (009,70,(z)10) = (0 (7 (x) 10), 
(3.4.33) 
就 代表 “t 时 刻 在 x 点 在 真空 中 产生 一 个 旋 量 指标 为 的 电子 ,而 在 时 刻 于 x 点 
吸收 一 个 旋 量 指标 为 o 的 电子 后 恰好 回 到 真空 "的 概率 幅 . 因此 也 就 相当 于 一 个 旋 
量 指标 为 o 的 电子 在 :到 : 的 时 间 内 从 x 传 到 x 并 变 成 旋 量 指标 为 o 的 概率 幅 ， 
同样 ,在 1 之 zt 的 情况 ， 
-Sh(z-z)= (0 (9 (zr) 10) (3.4.34) 
代表 正 电 子 ( 即 反 电子 ) 在 t 到 :时 间 内 从 x 传 到 x 同时 旋 量 指标 从 6 变 成 v 的 概 
率 振幅 . 
以 上 解释 在 厂 项 略 去 时 ( 即 非 相 对 论 的 理论 情况 ) 是 准确 成 立 的 .但 实际 上 二 
并 不 为 零 , 非 相对 论 理论 只 是 一 种 近似 理论 ,故此 解释 也 只 是 一 种 近似 的 说 法 . 
3. 狄 拉克 空 穴 理论 的 启示 和 费 曼 的 思想 


狄 拉 死 的 空 穴 理论 虽然 只 是 一 种 等 效 的 描 氢 ,但 也 给 我 们 一 个 重要 启示 , 那 就 

是 可 以 使 用 单一 的 电子 语言 来 描 令 正 负电 子 对 的 产生 和 潭 灭 现 象 :电子 对 的 产生 
对 应 于 电子 从 负 能 级 跃迁 到 正 能 级 ,而 电子 对 的 涯 没 对 应 于 电子 从 正 能 级 跃迁 到 
负 能 级 .不 仅 如 此 ,在 此 理论 中 正 电子 的 运动 也 可 用 电子 的 “ 逆 时 间 运 动 ”来 描述 ， 
即 “ 正 电子 ( 空 穴 ) 在 志 时 刻 从 xi 出 发 ,到 六 时 刻 (1,>z) 抵 达 x,” 对 应 于 电子 
时 刻 ( 较 晚 ) 从 x, 离开 并 在 t( 较 早 ) 时 刻 到 达 xxj. 即 在 时 空 图 中 , 正 电子 ( 空 穴 ) 的 
(oa 运动 线 与 对 应 的 电子 运动 线 相反 ( 见 图 3.4.3). 这 

y 是 因为 :在 犹 拉 克 理 论 中 当 一 个 空 穴 在 1; 时 刻 从 

xi 离开 时 ,意味 着 电子 海中 有 一 个 电子 在 ij 时 刻 
到 达 了 xi ,填补 了 该 空 穴 并 在 附近 形成 了 一 个 新 
空 信 …… 最 后 当空 穴 于 t, 时 刻 到 达 x, 时 ,意味 着 
”电子 海中 原来 位 于 x, 点 的 电子 离开 了 该 点 . 换 句 
图 3.4.3 ”时 空 图 中 正 电 子 ( 安 话说 ,电子 在 较 早 的 时 间 ti 到 达 xi 而 在 较 晚 的 
穴 ) 的 运动 线 和 对 应 的 电子 运动 线 时 间 Z2 才 离 开 x， 是 通过 电子 海中 众多 电子 的 接 
一 > 代表 电子 运动 线 力 来 实现 的 .在 这 种 描 叙 中 ,电子 不 仅 可 以 顺 着 时 

—- 一 代表 正 电 子 运动 线 间 的 次 序 运动 ,还 可 以 道 着 时 间 的 次 序 运动 ( 先 到 
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达 , 后 出 发 ). 当 它 逆 着 时 间 次 序 运动 时 ,代表 正 电子 顺 着 时 间 次 序 的 运动 . 

费 曼 在 20 世纪 40 年 代 后 期 则 是 从 另外 的 角度 来 思考 这 个 问题 并 建立 他 的 理 
论 . 他 认为 相对 论 的 协 变形 式 理论 虽然 使 时 间 与 空间 处 于 某 种 对 称 的 地 位 .但 两 者 
实际 上 并 不 真 地 对 称 .例如 电子 的 运动 在 空间 中 往返 是 允许 的 (如 图 3.4.4(a) 中 
所 示 的 运动 线 ) ,而 在 时 间 中 往返 (如 图 3.4.4(b) 中 所 示 的 运动 线 ) 则 是 不 允许 的 . 
他 提出 :真正 的 时 空 对 称 理论 应 该 允许 后 一 种 运动 线 ,并 把 电子 在 时 轴 方 向 的 后 退 
解释 为 正 电子 沿 时 轴 方 向 的 前 进 . 这样 ,对 于 图 3.4.4(b) 中 的 情况 (电子 从 三 沿 
时 轴 方 向 前 进 ,到 t= zs 又 在 时 轴 方 向 后 退 到 zi ) 按 通常 的 表 投 ,就 是 在 t1 时 有 一 
个 电子 和 一 个 正 电子 ,它们 相向 运动 ,并 在 t, 时 刻 相遇 而 淹 灭 . 以 后 我 们 将 看 到 ， 
由 于 费 米 子 数 的 守恒 ,对 电子 运动 的 这 种 描述 对 S 矩阵 元 的 计算 市 来 很 大 的 简化 
和 方便 .不 难看 出 费 受 的 想法 与 狄 拉 克 空 穴 理论 之 间 的 相通 之 处 . 


1 1 


(a) 电子 在 空间 中 往返 (现实 允许 ) ” (b) 电子 在 时 间 中 往返 (现实 不 允许 ) 


图 3.4.4 


按照 费 曼 的 说 法 ,无 论 是 :<z 还 是 : >t ,S” (zx 一 x ) 都 代表 电子 从 时 空 扩 
z( 即 x ,zt ) 到 xz( 即 x,z) 的 传播 . 当 电 子 逆 着 时 间 次 序 传播 时 ,物理 上 代表 正 电 
子 顺 着 时 间 次 序 传播 .在 下 一 节 的 费 曼 图 中 都 应 作 此 理解 . 


$3.5 S 和 矩阵 元 的 计算 和 费 曼 图 形 表示 


在 $3.3 中 我 们 曾经 指出 ,S 矩阵 元 的 计算 可 归结 为 将 场 算 符 的 编 时 乘积 约 
化 为 正规 乘积 .这 一 约 化 过 程 可 利用 维 克 在 1950 年 提出 的 两 条 定理 来 系统 地 进 
行 . S 矩阵 元 也 可 用 图 形 表示 出 来 ,这 种 图 形 称 为 费 曼 图 . 它 本 是 费 曼 在 20 世纪 
40 年 代 示 按照 他 对 量子 电动 力学 的 直观 理解 画 出 来 的 , 费 曼 并 根据 他 所 提出 的 狄 
拉克 方程 的 格林 函数 S5 (xz - z) 和 电磁 势 波动 方程 的 格林 函数 Ds (xz 一 zx), 给 
出 了 对 每 个 图 形 的 计算 规则 .随后 戴 逊 证 明了 费 曼 的 结果 可 以 从 正统 的 量子 场 论 
推导 出 来 ,从 而 费 曼 理 论 并 非 是 取代 量子 场 论 的 一 种 不 同 的 新 理论 ,而 只 是 量子 场 
论 的 一 种 直观 表述 和 系统 地 微 扰 论 计算 方法 .尽管 如 此 , 费 曼 理论 在 量子 场 论 的 发 
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展 中 仍 具 有 十 分 重要 的 地 位 .下 面 先 对 维 克 定 理 进 行 介绍 , 它 是 戴 逊 理论 的 发 展 和 
集中 表现 .通过 维 克 定 理 即 可 直接 了 当地 导出 费 曼 规则 和 相应 的 费 曼 图 形 . 


1. 维 克 定 理 


设 zi (zi) ,zz(z)，…2(z,) 是 作用 图 象 中 的 ”个 场 算 符 ,其 中 任何 一 个 


z, 可 以 是 六 ,或 yy, 也 可 以 是 A,. 维 克 证 明了 下 面 两 条 定理 
定理 1 zi ,xs,…,zx。 的 编 时 乘积 可 以 表示 为 下 述 一 系列 正规 乘积 的 和 : 


T(xis Xa Xa) =N(xis x2 Xs) + 5 NOx” Xi; “Xi Xn) 


任何 一 对 缩 
十 NU) 
任何 = 对 缩 并 1 
+ 2») ，NN( 内 会 三 对 并 缩 ) + … (3.5.1) 
任何 一 对 缩 


lca 我 们 来 解释 释 (3. 5 的 


缩 并 (如 前 所 述 oe c 数 ) ,然后 将 它 提 到 N 符号 之 外 , 即 
N(XY1… XXin …) 一 X; Xi N(Y1°* YX; 71X12). 
如 果 x; 与 X, 不 邻接 , 则 可 利用 N 符 号 下 场 算 符 之 间 的 对 易 性 质 (两 费 米 场 算 符 为 


反对 易 , 其 余 丝 对 易 ) 先 将 xy, 逐步 换 到 7; 的 邻近 位 置 , 然 后 求 出 缩 并 且 提 出 到 N 
符号 之 外 , 即 


N(x1 yy, 7 i) = (1)” XX N(x1°* Xj 1 Xj Xi Xe) 


其 中 m 代表 将 Xx, 逐步 换 到 x; 邻近 位 置 的 过 程 中 所 作 的 费 米 场 算 符 交 换 的 次 数 . 
两 对 缩 并 的 情况 即 先 按 上 述 办 法 先 对 其 中 一 对 进行 缩 并 并 提出 ,然后 再 对 另 一 对 
照样 办 理 . 多 对 缩 并 的 情况 仿 此 类 推 . 

下 面 我 们 将 简略 地 叙述 这 个 定理 的 证 明 . 首 先 要 指出 的 是 ， 了 符号 之 内 场 算 符 的 对 易 性 (可 
对 易 或 可 反对 易 ) 与 N 符号 之 内 场 算 符 的 对 易 性 完全 一 样 ， 因此 若 对 算 符 乘积 Xi 2 
(3.5.1) 式 成 立 , 则 将 该 算 符 乘积 换 成 其 他 顺序 后 (如 换 成 YY; 2，… .) 该 式 仍然 成 立 反之 亦 
然 .利用 这 一 性 质 我 们 可 设 x X:…X。 是 按时 间 顺 序 排列 的 情况 ,于 是 T( XX?，… XY, ) 就 等 于 
X1X2…Xa( 下 面 接着 处 理 的 就 是 这 个 已 不 带 工 符号 的 算 符 乘 积 ). 

其 次 ,我 们 把 每 个 X 算 符 写成 吸收 算 符 和 发 射 算 符 两 项 的 和 , 即 X= XY + 2 ,其 中 

X 代表 吸收 项 ,7 X( 代表 发 射 项 .于 是 原来 的 乘积 展 成 2* 个 乘积 之 和 .我 们 来 考虑 其 中 任 一 

个 乘积 5 5 …t .每 个 《或 是 吸收 算 符 或 是 发 射 算 符 ,该 乘积 仍 是 按时 间 排序 的 . 若 此 项 乘积 
中 某 个 发 射 算 符 其 左边 有 吸收 算 符 , 则 称 该 算 符 是 未 正规 序 化 的 .我 们 先 取 所 有 “未 正规 序 化 
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的 发 射 算 符 " 中 最 左 的 一 个 ,依次 将 它 与 其 左边 的 吸收 算 符 进行 位 置 交换 .每 交换 一 次 除了 可 能 
要 加 一 个 符号 ( 当 两 个 算 符 都 是 费 米 算 符 的 情况 ) 外 ,并 将 多 出 一 个 缩 并 项 [因原 来 这 两 者 是 工 
顺序 而 交换 后 变 成 N 顺序 ,两 者 之 差 见 (3.3.5) 式 ]. 这 一 过 程 直 到 它 前 面 碰 到 的 全 是 发 射 算 符 
或 者 前 面 已 没有 算 符 而 止 . 当 最 左 一 个 未 正规 序 化 的 发 射 算 符 通过 这 种 办 法 正规 序 化 以 后 ,再 
对 次 左 一 个 未 正规 序 化 的 发 射 算 符 进行 类 似 的 处 理 .直到 所 有 未 正规 序 化 的 发 射 算 符 都 已 正规 
序 化 为 止 .对 展开 中 所 有 的 乘积 项 都 这 样 处 理 后 ,就 得 出 一 系列 “ 算 符 已 正规 序 化 但 可 能 带 有 
(一 1)* 和 若干 缩 并 因子 ”的 项 . 

最 后 ,我 们 要 将 如 此 所 得 结果 表示 成 (3.5.1) 式 右 方 的 形式 .为 此 ,将 以 上 已 正规 序 化 后 的 
结果 加 上 N 符号 (显然 这 样 做 没有 任何 影响 ) ,但 是 在 加 上 N 符号 后 ,我 们 又 可 以 把 N 符号 内 的 
场 算 符 还 原 到 原来 的 顺序 以 吸收 掉 所 有 出 现 的 (一 1)* 的 因子 .这 样 就 可 化 成 (3.5.1) 式 右 方 的 
形式 ,但 其 中 包含 的 缩 并 只 是 非 正规 序 化 的 算 符 对 之 间 的 缩 并 ,而 不 是 (3.5.1) 式 下 面 所 说 的 一 
切 可 能 的 算 符 对 之 间 的 缩 并 .不 难看 出 ,这 两 者 所 差 的 是 在 上 述 正规 序 化 的 过 程 中 所 不 需 交 换 
位 置 的 算 符 对 之 间 的 缩 并 ,而 这 种 缩 并 实际 上 等 于 零 . 这样 就 论证 了 (3.5.1) 式 . 

在 约 化 S 算 符 时 ,我 们 碰 到 的 是 混合 乘积 (意义 见 (3.5.2) 式 下 面 说 明 ) ,而 不 
是 单纯 的 编 时 乘积 .因为 (3.3.2) 式 的 展 式 为 


$= 六 sm， 
n=0 
Sm = | dzo| dr. -| dz TIAD (x HD (x ) HD (x )]. 
(3.5.2) 


而 按 (3.2.27) 式 下 的 说 明 , 尖 ? (x)=ieN(yy,0A,), 本 身 又 是 同一 时 刻 场 量 的 正 ， 
规 乘 积 ( 仿 前 , 场 算 符 的 上 述 (DT) 已 略 去 ). 像 T[5%D (xz)…XD (xz)] 这 样 的 乘 
积 就 称 为 混合 乘积 . 维 克 的 第 二 定理 就 是 关于 混合 乘积 的 约 化 . 

定理 2 场 算 符 的 上 述 混合 乘积 仍 可 按 (3.5.1) 式 来 约 化 ,只 是 同一 个 N 符号 
内 场 算 符 间 的 缩 并 应 取 为 零 . 

此 定理 的 正确 性 从 上 文 小 字 关 于 定理 1 的 证 明 即 可 看 出 . 由 于 在 同一 个 N 符 
号 内 的 算 符 已 经 是 正规 编 序 的 ,就 不 需 对 它们 进行 位 置 交换 , 自然 也 就 不 会 出 现 它 
们 之 间 的 缩 并 项 . 


2. 费 曼 图 形 和 费 曼 规则 


SW" 在 约 化 成 N 乘 积 之 后 ,其 每 一 项 可 以 用 一 个 图 形 表示 出 来 ,这 些 图 形 就 
是 当初 费 曼 提出 的 图 形 , 相 应 的 计算 办 法 也 是 费 曼 先 提出 来 的 . 故 “ 费 曼 图 的 画 法 
和 计算 法 则 ” 合 称 费 曼 规 则 . 

我 们 把 狄 拉 克 方 程 的 平面 波 解 和 电磁 势 的 平面 波 解 写成 uj (xz), vi (x) 和 
A (z), 其 中 s 代表 螺 度 指标 ,7 代表 横向 偏振 指标 : 
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un (x) = Fs pe, vn (x) = Fj" Deb, (3.5.3) 


A (xz) = ee el (kK)e*”. 


相应 地 ,9(z)、y(z) 和 有 A, (xz) 的 展 式 为 
J (x) = Sasun(z) + Bhv (zx)], s = 1,2, 
J (x) = [oa (x) + Pav, (xz)], s = 1,2, (3.5.4) 
A,(z) = DasA (zr) + abAW (rz) ], 1 = 1,2. 


在 A, 的 展 式 中 17 之 所 以 只 取 1,2( 横 波 部 分 ) ,是 因为 上 述 展 式 是 用 到 $ 算 符 约 化 
后 的 正规 乘积 中 ,而 正规 乘积 中 的 算 符 只 作用 到 初 末 态 上 .如 在 $3.1 中 所 述 ,在 
初 末 态 中 我 们 只 取 模 光子 ( 见 (3.1.39) 式 上 文 ), 没 有 纵 光子 和 标 光子 . 
将 (3.5.3) 和 (3.5.4) 式 代入 S 的 展 式 (3.$.2) 中 ,前 二 项 即 化 为 
G(0) = 1 ， 

[et x) Yun (TIA (x) alanan) + ue (x) Yun (TAM (zr) (aiatan) 
— vp (TYvn TIAL (x) (Pt bran) — vp (XT) Yvon (TAN (x) (BhalbB ys) 
t+ ups (TYuvn TIA (x) aby Brnau) + ws (x) Yvon XIA (zr) (a pa) 

+ vy (XIVun TAP (zx) Bia as) 二 vp (XT) Yun (TA (zh (abBisa,)]. 

(3.5.5) 

对 (3.5.5) 式 取 和 矩阵 元 (了 1S |i), 即 得 出 它 只 对 八 种 跃迁 过 程 有 贡献 .这 八 种 跃 

迁 过 程 我 们 已 在 解释 万 5 (z) 的 意义 时 叙述 过 ( 见 (3.1.43) 式 下 ), 因 SO 实际 上 

就 是 二 | _dz 闻 8? (1).(3.5.5) 同样 显示 出 场 论 中 SO 算 符 的 既 迁 矩阵 元 与 相对 


论 量子 力学 中 相应 的 跃迁 矩阵 元 是 一 样 的 .这 八 项 对 应 的 费 曼 图 如 图 3.5.1 所 示 . 
我 们 示意 性 地 用 横 轴 代表 空间 ,用 纵 轴 代 表 时 间 . 弯 线 代表 光子 线 ,不 必 加 箭头 , 因 
光子 总 是 顺 看 时 间 顺 序 传 播 . 直线 代表 电子 线 , 要 加 箭头 . 当 箭 头 顺 着 时 间 顺 序 时 
实际 代表 电子 的 运动 , 当 箭头 逆 着 时 间 顺 序 ( 即 电 子 在 时 间 中 倒退 ) 时 ,实际 代表 正 
电子 顺 看 时 间 顺 序 运动 .xz 代表 发 生 作用 的 时 空 点 (x,z), 在 作用 点 处 的 “.” 代 表 


各, .进入 作用 点 的 电子 线 为 w(x) ,进入 作用 点 的 正 电子 线 为 v(x)( 如 第 三 个 
图 中 上 方 的 线 ) 它 们 都 来 自 未 缩 并 的 y, 是 jy 中 的 吸收 部 分 和 发 射 部 分 在 正规 序 化 
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后 作用 到 初 态 和 终 态 所 得 出 的 结果 .离开 作用 点 的 电子 线 为 uj ,离开 作用 点 的 正 


电子 线 为 (如 第 四 个 图 中 下 方 的 线 ) 它 们 都 来 自 未 缩 并 的 5. 进入 作用 点 的 光 
子 线 为 Ac ,离开 作用 点 的 光子 线 为 A* . 按 此 规则 即 可 写 出 每 个 图 所 对 应 的 
被 积 函数 ,再 对 四 维 x 积分 即 为 该 图 对 应 的 S 矩阵 元 . 另外 值得 指出 的 是 ,所 有 的 
实 线 不 会 在 作用 点 的 处 中 断 , 有 进入 作用 点 的 就 有 离开 作用 点 的 . 


图 3.5.1 SW 对 应 的 八 个 费 曼 图 


上 一 段 主要 的 目的 是 说 明 费 曼 规 则 ,其 实 当 正 负 电子 和 光子 都 是 自由 波 函 数 
时 ,上 述 S 中 的 八 个 矩阵 元 都 等 于 零 . 因为 在 对 四 维 x 积分 后 ,将 得 出 能 量 守恒 和 
动量 守恒 的 关系 式 , 很 明显 它们 不 可 能 同时 满足 (可 参见 下 面 小 字 的 注释 ). 

在 电动 力学 课 中 学 习 相 对 论 时 ,就 曾 指明 过 ,一 个 自由 电子 无 论 其 动能 有 多 大 都 不 可 能 i 
过 减少 自己 的 动能 来 放出 一 个 光子 .这 是 因为 (按照 相对 论 ) 不 同 惯性 参考 系 是 平权 的 ,我 们 可 
以 选择 任 一 个 惯性 参考 系 来 考虑 这 个 过 程 .现在 选取 参考 系 与 初始 的 自由 电子 相 静 止 ,显然 ,在 
此 参考 系 中 ,能 量 守 恒 对 于 上 述 过 程 不 能 满足 ,因而 该 过 程 是 不 可 能 实现 的 .我 们 可 以 用 类 似 的 
思考 来 考察 第 一 个 图 ,如 果 它 能 实现 ,我 们 亦 将 参考 系 取得 与 末 态 电子 相对 静止 ,从 而 证 明 能 量 
守恒 定律 亦 必 遭 破坏 .第 三 、 四 个 图 与 第 一 、 二 个 图 情况 相同 ,只 不 过 电子 换 成 了 正 电 子 .第 五 个 
图 如 能 实现 ,我 们 可 选 正 负电 子 对 的 质心 系 为 参考 系 , 于 是 按 动 量 守恒 , 初 态 中 光子 的 动量 应 为 
零 从 而 它 的 能 量 要 为 零 . 这 就 使 能 量 守恒 关系 不 可 能 成 立 . 第 八 个 图 情况 相仿 .至 于 第 六 \ 七 两 
个 图 ,能 量 守恒 关系 不 能 成 立 是 一 目 了 然 的 . 

只 有 原子 中 的 束缚 电子 才 可 能 通过 一 次 微 扰 作用 来 辐射 或 吸收 一 个 光子 .这 
是 因为 能 量 一 定 的 束缚 电子 ,其 动量 的 大 小 和 方向 都 不 确定 (有 一 个 分 布 ). 当 首先 
让 能 量 守恒 关系 满足 以 后 ,还 有 余地 选择 束缚 态 中 适当 的 成 分 使 动量 守恒 也 能 满 
足 . 在 $4.1 中 我 们 研究 原子 ( 亦 即 其 中 的 束缚 电子 ) 对 光子 的 吸收 和 辐射 时 ,就 是 
用 的 一 级 微 扰 论 . 

SD 的 展 式 (3.5.5) 是 平凡 的 ,并 未 用 到 从 编 时 乘积 到 正规 乘积 的 约 化 . S 〇 2) 的 
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情况 就 不 同 了 .在 这 里 可 以 看 到 费 曼 - 戴 偿 理论 所 起 的 重要 作用 . 根据 维 克 定 
理由 ， 


入 2 『+o to 人 和 和 人 和 人 ， 
8° = =a| dx] dwg Cx) x)As(z)y (x2) 7 (za)A, (zs) 


+ PTVb zi) A (zB (ra) yb (zx2) A,lz,) 
+ TVD Cz) A (zi) Br) yb (x2) A,(z2) 
A A A A 
+ J (Zz1)7.y (zi1)A,(z)Yy (zx2) 7 (x2) A, (zr,) 
+ y (zi) YY (zx)A,(z)y (zx2)7,Y (zx2) A, (Zz,) 
十 9 (zi)7 (zi)A,(z)y (z2)7,9 (x2)A,(z,) 
+ LOYD Cr) A Cr (Cr) yb (za) A,(z,) 
| 


tI ZO (ZO A zB (za) ,0 (za)A,(z,)| 
“I 
1 = sa dl d'zaN| y (zy (x)A,(z)y (zx2)7,9 (x2)A, (xz) 


+ HTOVV zDDE (zr — z2)g (x2) yb (2) 

+ Pz) Az)S (zi — za) YA,(z2)Y (x2) 

+ (za) Az)S (zr — zi) yA, (ri) (zi) 
-A,(zi)t(S (zs - x1) ysS (zi ~ x2)7,)A,(z,) 
+ $ (x2) NS (za — zi) yf (zi)DE (zs — x1) 

+ $ (Zi) YS (zi ~ za) yb (x2)DE (zi 一 zx) 


~ tr(Sr(z1 - x2)y,S" (zx ~ z1)7,) DE (zi ~ z2)|, (3.5.6) 


二 阶 微 扰 论 夫 发 生 两 次 作用 .作用 点 (四 维 空间 中 的 点 ) 即 为 (3.5.6) 式 中 的 
zl 和 xz. 如 前 所 述 ,未 缩 并 的 算 符 由 于 作用 到 初 态 或 未 态 上 而 得 出 初 末 态 中 粒子 
的 波 函 数 ,在 图 形 中 表现 为 外 线 . 传 播 子 则 起 始 于 一 个 作用 点 而 终于 另 一 个 作用 
凡 , 改 表现 为 内 线 .这 样 就 构成 了 费 曼 图 形 . 


@ 在 作 第 四 项 和 第 五 项 缩 并 时 ,我 们 可 把 (zs) yO (zs)A, (zx,) 作 为 整体 移 到 
%(zi)7y (zi)A. (zi) 的 左边 .由 于 换 位 的 是 双 费 米子 算 符 , 故 不 需 加 负 号 . 
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(3.5.6) 式 中 第 一 项 不 含 场 算 符 的 缩 并 ,而 每 个 未 缩 并 的 场 算 符 又 可 分 解 为 吸 
收 和 发 射 两 个 部 分 , 故 将 它们 乘 开 后 共有 25 即 64 个 分 项 ,每 个 分 项 对 应 一 个 费 曼 
图 形 . 它们 即 为 两 组 “图 3.5.1 中 图 形 ” 的 外 乘 , 即 两 次 “作用 ” 互 不 关联 ,如 图 
3.5.2 所 示 : 


入 六 和 


图 3.5.2 ”S2 中 不 含 场 算 符 缩 并 的 八 个 图 


每 次 作用 所 联系 的 都 是 三 条 外 线 ,对 应 于 三 个 初 终 态 中 的 波 函 数 .在 对 四 维 zx 和 
四 维 xz, 积分 后 ,将 得 出 两 个 四 维 8 函数 .如 前 所 述 ,这 种 四 维 3 函数 对 于 自由 的 正 
负电 子 和 光子 是 不 可 能 满足 的 . 

(3.5.6) 式 第 二 项 所 对 应 的 图 形 带 有 四 根 外 线 ,都 是 电子 或 正 电子 ,它们 是 由 
未 缩 并 的 y(z1)、9(zx1)、G(zs) 和 人 (zs) 所 贡献 的 . 另 有 一 个 光子 的 传播 子 连 接 
两 个 作用 点 .正规 乘积 的 数目 共有 2 即 16 个 ,对 应 的 有 16 个 图 形 . 如 前 所 述 , 由 
未 缩 并 的 Yi(z; ) 所 生成 的 外 线 ,箭头 总 是 指向 作用 点 z, ,由 未 缩 并 的 (zx, ) 生 成 的 
外 线 则 正好 反 过 来 .四 根 外 线 在 初 未 态 中 的 分 布 有 2 -2 分布,1 -3 分 布 和 0 一 4 分 
布 四 类 .例如 图 3.5.3 所 示 的 情况 . 


>AYAXYY 


图 3.5.3 S 忠 中 含 四 根 外 线 的 图 形 


在 初 末 态 中 电子 (无 论 正 负 ) 是 自由 的 情况 ,能 量 守 恒 排除 了 外 线 为 1 一 3 分 布 
和 0 一 4 分 布 的 图 形 . 剩 下 的 2 一 2 分布 图 形 包 括 电 子 -电子 散射 , 正 电 子 - 正 电子 
散射 和 电子 一 正 电 子 散射 三 种 过 程 .相应 的 图 形 相 应 地 分 为 三 组 :第 一 组 就 一 个 图 
[图 3.5.4(a)] ,代表 电子 - 电子 散射 .在 两 个 作用 点 z; 和 x, 处 发 生 的 都 是 电子 
吸收 一 个 或 放出 一 个 光子 过 程 . 当 zt <zs 时 ,一 个 电子 于 ti 时 刻 在 xi; 处 放出 一 
个 光子 而 为 一 个 电子 于 ts 时 刻 在 xz 处 吸收 一 个 光子 . 当 ti >zts 时 , 则 反 过 来 .第 
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x X2 x X2 x X2 ， x Xl X2 X2 
1 x 
(a) (b) (c) (d) (e) (f) 


图 3.5.4 外 线 为 2-2 分 布 情况 中 ,电子 ( 正 电子 ) 散 射 图 形 


二 组 图 也 只 有 一 个 [图 3.5.4(b)] ,代表 正 电子 - 正 电子 散射 .情况 与 上 述 电子 - 
电子 散射 一 样 .第 三 组 图 含 四 个 [图 3.5.4(c)、(d)、(e) 、({)], 代 表 正 电子 -电子 散 
射 ,其 中 前 两 个 [图 3.5.4(c)、(d)] 仍 然 是 通过 传递 光子 来 实现 散射 的 ,与 前 面 两 
图 相似 ,只 是 在 点 z; 处 ,前 一 个 图 [图 3.5.4(c)] 是 电子 与 光子 作用 (吸收 或 放出 
光子 ), 另 一 个 图 [图 3.5.4(d)] 则 是 正 电 子 与 光子 作用 .后 两 个 图 [图 3.5.4(e) 和 
(f)] 则 是 通过 一 种 新 的 机 制 来 实现 散射 的 . 当 zt1 < zs 时 ,图 3.5.4(e) 是 正 负电 子 
在 与 时 刻 于 xi 点 淹没 成 一 个 光子 ,该 光子 在 刀 时 刻 传 到 x, 处 再 转化 成 一 对 正 
负电 子 , 而 图 3.5.4(f) 则 是 在 zj 时 刻 于 xi 点 从 真空 中 产生 了 末 态 中 的 一 对 正 负 
电子 外 加 一 个 光子 (如 同 图 3.5.1 中 第 6 个 图 ) ,这 一 产生 过 程 能 量 肯定 不 守恒 , 故 
不 能 长 久 存在 ; 当 该 光子 于 i, 时 刻 传 到 x, 时 , 初 态 中 的 一 对 正 负电 子 通过 淹没 把 
此 光子 吸收 掉 使 得 初 态 的 能 量 与 终 态 ( 也 是 一 对 正 负 电子 ) 能 量 相等 ,从 而 使 得 该 
过 程 成 为 一 个 实 过 程 .以 上 是 t1 < 的 情况 ,车 t; >z, 则 两 个 图 的 情况 正好 反 过 
来 . 

(3.5.6) 式 第 三 项 亦 有 四 个 未 缩 并 的 算 符 $(zx1),9(z2),A,(zi) 和 A,(z,)， 
展开 后 亦 有 16 个 正规 乘积 项 .对 应 16 个 图 形 .每 个 图 形 有 两 根 电子 或 正 电子 的 外 
线 ,两 根 光子 外 线 . 一 个 电子 传播 子 连 接 x 和 z, .四 根 外 线 在 初 未 态 的 分 配 同样 
有 2-2 分 布 ,1-3 分 布 和 0-4 分 布 .同样 能 使 能 量 守 恒 满 足 的 只 有 2- 2 分 布 . 
此 分 布 亦 只 有 六 个 图 形 .图 3.5.5(a) 代 表 双 光子 转化 为 电子 对 .在 t1 <t, 时 ,首先 
是 一 个 光子 于 ti 时 刻 在 xi 产生 电子 对 ,其 中 正 电子 于 t, 传 到 x, 处 又 将 初 态 中 
男 一 个 光子 吸收 掉 . t > zs 情况 相似 ,只 是 一 个 光子 于 zs 时 刻 先 在 x 产生 电子 


A 2 ey A > Da 
Xl Xl Xx1 XI XI 
Xl 
(a) (b) (c) (d) (e) (f) 


图 3.5.5 外 线 为 2-2 分 布 中 , 含 二 个 光子 外 线 和 二 个 电子 或 正 电子 外 线 的 图 形 
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对 ,其 中 电子 于 ti 时 刻 传 到 xi 处 时 将 初 态 中 另 一 个 光子 吸收 掉 . 图 3.5.5(b) ,(c) 
是 光子 一 电子 散射 . 当 zj <zt, 时 ,图 3.5.5(b) 表 示 一 个 光子 于 在 x, 处 产生 电 
子 对 ,其 中 正 电子 在 i, 时 刻 传 到 x, 时 与 初 态 中 电子 淹没 为 一 个 光子 ,而 图 3.5.5 
(c) 表 示 在 ti 时 刻 于 xl 点 从 真空 中 产生 一 对 正 负电 子 加 一 个 光子 ,其 中 正 电子 于 
tz 时 刻 传 到 x, 处 时 与 初 态 中 电子 淹没 并 吸收 掉 初 态 中 光子 .对 于 与 > 志 情形 可 
类 似 地 讨论 .图 3.5.5(d),(e) 是 光子 与 正 电 子 散射 , 当 ti 之 ts 时 ,图 3.5.5(d) 表 
未 正 电子 在 五 时 刻 于 xi 处 吸收 掉 初 态 中 光子 然后 于 ts 时 刻 传 到 x, 再 放出 一 个 
光子 ,而 图 3.5.5(e) 表 示 ti 时 刻 正 电子 在 zi 处 先 发 出 一 个 光子 然后 在 志 时刻 在 
xz 处 再 把 初 态 中 光子 吸收 掉 . 当 刀 > 时 亦 可 仿 此 进行 讨论 .最 后 一 个 图 3.5.5 
(f) 则 表示 正 负 电子 对 漂 没 为 一 对 光子 .讨论 可 类 似 地 进行 ,不 再 重复 .值得 注意 的 
一 扩 是 , 实 线 总 是 连续 地 从 一 个 作用 点 进入 再 传 到 另 一 个 作用 点 后 出 去 . 

(3.5.6) 式 第 四 项 与 第 三 项 的 差别 只 是 zi 与 z, 作 了 对 换 ,但 z; 和 x, 都 是 
积分 变量 ,积分 限 并 都 是 从 - ce 到 + co . 因此 第 四 项 最 终 的 贡献 与 第 三 项 相同 .下 
面 转 到 (3.5.6) 式 第 五 项 .此 项 有 两 对 缩 并 ,所 得 出 的 两 个 电子 传播 子 构成 一 个 封 
闭 的 圈 . 外 线 是 两 个 光子 线 .二 根 外 线 在 初 末 态 中 的 分 布 有 1 一 1 分布 ,2 一 0 分 布 
和 0 一 2 分 布 .只 有 1 一 1 分布 能 使 能 量 守 恒定 律 成 立 , 它 共 有 二 个 图 形 . 当 1 之 z， 
时 ,第 一 个 图 形 是 :zi 时 刻 在 xi 处 初 态 光 子 转化 为 正 负 电子 对 ,该 正 负 电子 对 在 
tz 时 刻 又 在 xz 处 潭 没 成 光子 ,第 二 个 图 形 相应 的 过 程 则 为 :在 ti 时 刻 于 x, 处 从 
真空 中 产生 了 末 态 光子 并 附加 一 对 正 负电 子 , 该 正 负 电子 对 在 t, 时 刻 于 x, 处 潭 
设 并 吸收 掉 初 态 中 的 光子 .zt,<<ti 时 两 图 对 应 的 过 程 正 好 互相 对 换 . 

图 3.5.6 表示 第 五 项 ,通常 称 为 真空 极 化 图 . 意 
思 和 是 说 在 有 光 场 存在 时 真空 中 出 现 了 正 负 电荷 相 分 
离 的 现象 好 像 介 质 在 光 场 (电磁 场 ) 存 在 时 出 现 的 极 
化 一 样 . 2 

(3.5.6) 式 第 六 、 第 七 两 项 实际 一 样 只 是 x1 <、 
zx2. Lexy. 我 们 只 知 考 察 第 六 项 .能 使 能 量 守 恒 的 图 图 3.5.6 真空 极 化 图 形 
亦 只 有 两 个 .在 tt, 时 两 个 图 如 图 3.5.7 所 示 . 第 一 个 图 [图 3.5.7(a)] 表 示 在 
四 维 zi 点 处 初 态 中 电子 发 出 一 个 光子 ,然后 该 电子 在 四 维 zs 点 处 又 把 光子 吸收 
掉 . 这 就 是 前 面 所 说 过 的 自由 电子 可 以 在 它 的 周围 产生 虚 光 子 (在 高 级 微 扰 论 中 还 
可 以 产生 多 个 虚 光 子 , 如 图 3.5.8 所 示 ) 的 情况 ,这 种 虚 光 子 也 就 是 电动 力学 中 所 
说 的 电子 的 自 场 , 它 的 能 量 将 使 电子 获得 一 个 附加 的 质量 即 所 谓 的 电磁 质量 .因而 
这 个 图 通常 称 为 电子 的 自 能 图 , 至 于 图 3.5.7(b) 则 代表 正 电 子 所 产生 的 “ 自 场 ”这 
个 “ 目 场 "中 不 仅 有 一 个 光子 还 有 一 对 正 负 电子 . 如果 考虑 与 > zi, 情况 ,电子 的 自 
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场 中 也 会 有 这 种 含 一 个 光子 附加 一 对 正 负 电子 的 成 分 , 正 电 子 的 自 场 中 也 有 只 含 
单个 光子 的 成 分 . 


X2 
X2 


Xl 
Xl 


(a) 电子 自 能 图 (b) 正 电 子 自 能 图 
(< 如 情况 ) (< 情况 ) 
图 3.5.7 图 3.5.8 高 阶 微 状 论 中 产生 两 个 
虚 光 子 的 电子 目 能 图 
在 量子 电动 力学 中 ,电子 的 自 能 图 还 有 另 一 个 效应 , 称 作 电 子 波 函数 的 重 正 
化 .根据 上 面 的 讨论 ,一 个 物理 的 电子 只 有 一 定 的 概率 为 裸 电子 , 另 有 一 定 的 概率 
带 有 一 个 或 多 个 虚 光 子 ,甚至 带 有 虚 电 子 对 .因此 物理 电子 也 称 作 缀 饰 电 子 . 反 过 
来 ,一 个 裸 电 子 也 只 有 一 定 的 概率 为 物理 电子 .这 就 导致 了 要 对 电子 线 作 波 函 数 重 
正 化 (同样 ,真空 极 化 图 形 (图 3.5.6) 表 明 物 理光 子 也 只 有 一 部 分 概率 为 裸 光子 
(反之 亦 然 ) 因 而 对 光子 也 要 作 波 函数 重 正 化 ) .在 本 课 中 由 于 我 们 只 作 最 低 阶 的 微 
扰 计 算 ,不 考虑 像 图 3.5.6 和 图 3.5.7 那样 的 圈 图 以 及 含 这 种 图 的 表示 高 阶 修正 
的 图 形 ,因此 不 再 对 此 作 进 一 步 讨论 .从 以 上 讨论 我 们 看 见 , 费 曼 - 戴 逊 理论 中 的 每 
一 项 包括 了 许多 物理 过 程 ,从 而 大 大 简化 了 理论 计算 . 
对 于 SS 以 及 更 高 阶 的 So 可 作 类 似 的 分 析 讨 论 ,由 于 本 课 只 用 到 SC2) ,这 些 
讨论 就 不 再 进行 .顺带 指出 的 是 ,在 量子 电动 力学 中 ,光子 与 光子 也 可 以 发 生 散射 ， 
不 像 经 典 光 学 中 所 说 的 那样 ,两 束 光 可 以 互 不 干扰 地 交叉 通 
加 过 .光子 一 光子 散射 至 少 需要 四 阶 微 扰 才 能 实现 ,并 要 通 正 
” 负电 子 对 的 产生 和 最 终 的 漂 灭 . 其 中 一 个 图 形 如 右 所 示 . 由 
于 ,tz,t3 和 的 相对 大 小 可 以 构成 很 多 种 组 合 , 故 仅 此 
一 图 所 对 应 的 中 间 物 理 过 程 就 有 许多 种 情况 ,如 i,<ty<t 
图 3.5.9 光子 - 光 < 之 by, 刀 芝 直 之 让 芝 t4,…, 所 对 应 中 间 物 理 过 程 就 与 图 
子 散 射 图 3.5.9 所 对 应 的 不 同 .但 在 用 费 曼 规 则 计算 时 它们 都 包括 在 
形 (党 例 ) 同一 个 被 积 函 数 对 zi , za , zs ,zx4 的 从 负 无 穷 到 正 无 穷 积分 
之 中 ,也 使 处 理 大 大 简化 . 
值得 提出 的 是 ,由 于 维 克 定 理 2, 在 S 中 并 不 出 现 像 图 3.5.10 那样 的 图 形 . 


因为 这 些 图 来 自 同一 个 多 2 内 #5 与 $ 间 的 缩 并 . 
量子 电动 力学 已 成 为 一 门 十 分 精确 的 理论 ,经受 了 实验 上 的 严格 验证 . 主要 有 
兰 姆 频 移 和 电子 的 反常 磁 矩 等 效应 . 电子 反常 磁 矩 体现 在 电子 在 静 磁 场 中 的 散射 
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中 .电子 在 静 磁 场 中 散射 的 最 低级 近似 值 由 图 3.5.11 
(a) 给 出 ,其 中 -…---- 代 表 静 磁场 ,引起 散射 的 是 电子 的 
正常 磁 矩 yo (75 人- ) 与 磁场 的 作用 . 下 一 级 的 修正 由 图 
3.5.11(b)、(c)、(d) 给 出 .修正 的 结果 可 以 表示 为 电 
子 有 一 个 附加 的 磁 矩 ( 即 反常 磁 矩 ) .实验 给 出 电子 的 “图 3.5.10 由 于 维 殉 定 理 
2) 中 不 会 出 现 的 图 形 
总 磁 矩 为 y, 它 与 yo 即 7 全 -的 差别 代表 反常 磁 矩 ， i 


4 = (1.0011596524 + 0.0000000002) wo. 


其 精确 度 达 到 百 亿 分 之 二 .而 如 图 3.5.11 所 
给 出 的 二 级 微 扰 修正 值 为 

4 = 1.0011614wo ， 
与 实验 的 相差 已 为 百 万 分 之 二 .再 考虑 更 高 


(a) (b) 阶 的 修正 后 ,理论 值 已 变 为 
4 = 1.0011596524 yo, 
”” 即 与 实验 值 的 11 个 数字 完全 相同 . 
关于 兰 姆 频 移 , 可 参见 $6.1 第 一 小 节 末 
(©) (d) 处 的 注 . 


图 3.5.11 虚线 代表 静 磁 场 
(a) 正常 磁 矩 所 对 应 的 图 形 ， 
(b) 一 (d) 反 常 磁 矩 所 对 应 的 图 形 . 
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在 前 面 三 章 中 ,我 们 曾 述 了 量子 电动 力学 的 基本 概念 和 理论 ,以 及 微 扰 论 的 计 
算 方 法 .本 章 的 内 容 就 是 应 用 这 些 理论 和 方法 来 研究 光子 与 电子 相互 作用 所 引起 
的 牙 迁 . 这 种 牙 迁 包括 原子 对 光 的 吸收 和 辐射 ,电子 在 库仑 势 中 辐射 光子 ( 轧 致 辐 
射 ) ,光子 与 原子 或 自由 电子 的 散射 , 双 光 子 转化 成 正 负电 子 对 以 及 正 负 电子 对 潭 
没 为 双 光子 等 .在 光学 中 感 兴趣 的 是 第 一 类 和 第 三 类 .我 们 在 本 章 中 将 依次 对 前 三 
类 进行 研究 和 讨论 .通过 微 扰 论 来 计算 相应 过 程 的 跃迁 率 和 角 分 布 等 .在 本 章 中 所 
有 算 符 都 在 作用 图 象 中 , 故 上 标 (T) 将 略 去 不 写 . 


34.1 原子 对 光子 的 吸收 和 辐射 


在 §3.5 中 我 们 曾经 指出 ,自由 电子 不 能 吸收 光子 也 不 能 辐射 光子 .这 里 所 说 
的 吸收 和 辐射 是 指 最 终 实现 的 吸收 和 辐射 ,通常 把 这 种 能 最 终 实现 的 过 程 叫 实 过 
程 ,以 区 别 只 短暂 存在 的 “ 虚 " 过 程 (中 间 过 程 ). 同时 我 们 还 指出 ,对 于 束缚 态 电子 ， 
情况 有 所 不 同 .束缚 态 能 级 上 的 电子 波 函 数 ,能 量 虽然 一 定 ,但 动量 的 大 小 和 方向 
都 有 一 个 分 布 ,这 样 可 在 首先 满足 能 量 守恒 的 要 求 下 ,选取 波 函 数 中 适当 的 成 分 来 
使 动量 守恒 也 得 到 满足 . 原子 对 光子 的 吸收 和 辐射 就 属于 这 种 情况 . 本 节 将 对 这 种 
过 程 进 行 研究 , 求 出 相应 的 路 迁 率 以 及 角 分 布 等 . 由 于 电磁 作用 相当 微弱 ,我们 只 
需 计算 最 低 阶 的 非 零 微 扰 项 就 够 了 (从 §3.5 最 后 所 举 的 电子 反常 磁 矩 和 兰 姆 位 
移 的 计算 ,可 以 看 见 高 阶 修正 值 只 不 过 是 初级 值 的 千 分 之 几 ) .在 本 节 中 ,初级 值 妈 
就 是 一 阶 微 扰 论 的 结果 
1. 原子 吸收 和 辐射 光子 的 $ 矩阵 元 

原子 中 外 层 电子 的 运动 速度 v 与 光速 。 相 比 是 一 个 小 量 .我 们 可 用 经 典 理论 
对 卫 的 量 级 作 一 估计 . 设 电子 在 原子 中 运动 的 半径 为 a, 则 其 运动 的 周期 即 为 
“ze .而 按 经 典 理论 电子 运动 的 周期 也 就 是 其 发 射 光波 的 周期 ,由 此 得 出 

v _ 2ra z 


c 4 = ka, (4.1.1) 


即 辽 等 于 电子 的 运动 半径 a 与 所 发 光波 的 约 化 波长 ( =X/2") 的 比值 .对 于 光学 
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该 有 的 发 光 , 这 一 比值 的 量 级 为 0, 因 荐 设 电子 在 "原子 心 "的 库仑 力作 国 周 和 
动 ,原子 心 的 电荷 为 xae, 则 由 向 心 加 速度 与 库 仓 力 相等 的 公式 ze- = <- 即 得 


出 v= se- ,从 而 了 5 


X10-9om. 当 xs 量 级 为 1 时 ,a 的 量 级 为 疏 尔 半径 as, 也 量 级 即 为 10 了 .于 是 刀 
<1, 我 们 可 用 非 相对 论 来 处 理 原子 的 辐射 过 程 (不 过 ,对 于 重 核 的 内 导电 子 ,由 于 
a ~ ,而 zc 二 z 为 一 大 值 ,v 可 达 c 的 几 分 之 一 ,就 需 考 虑 非 相对 论 修正 ). 


另外 ,我 们 可 以 忽略 原子 在 发 射 (或 吸收 ) 光 子 时 的 反 冲 , 因 核 反 冲 速度 为 走 ， 
M 为 原子 核 的 质量 . 反 冲 速度 与 原子 中 束缚 电子 速度 v 之 比 为 好 = 名 姨 . 另 外 ， 
由 (4.1.1) 式 ,k= 卫 , 于 是 -w= 起, 即 “辐射 (或 吸收 ) 的 光子 的 动量 站 与 电子 轨 


1I1Z 也 71aCQ 
道 运动 动量 mw 0 的 比 .车 a 
用 玻 尔 半径 us = 二 ;来 估计 ,此 值 即 为 精细 结构 常数 全 .再 加 上 名 一 10-*, 故 


党 一 10-5 .这 样 无 论 是 发 射 还 是 吸收 光子 通常 可 认为 原子 是 静止 的 . 即 末 态 中 的 


电子 波 函 数 仍 可 取 为 静止 原子 的 定 态 波 函 数 . 
在 非 相 对 论 理论 中 , 若 略 去 自 旋 与 ( 光 场 中 ) 磁 场 的 作用 项 , 则 相互 作用 哈密 顿 
量 为 (参见 (2.4.7) 或 (3.1.48) 式 ) 


H(t) =— 3 Bx, LA (x,t) V+ AA x,t)]P (x,t)e "dx, 


(4.1.2) 
我 们 来 估计 关中 第 一 项 与 原子 中 电子 动能 的 比值 以 及 站 中 两 项 的 比值 . 它们 


的 量 级 缘 为 给 .不 难得 出 ?, 只 当 光 场 中 瑟 达到 2 区 2 时， 给 的 量 级 才 为 1, 而 在 光 


场 中 ， 除非 是 高 强 的 超 短 脉冲 ,下 是 远 小 于 -区 的 .这 表明 微 扰 论 成 立 ,而且 训 ,. 中 


0 利用 前 述 公式 Pzz- = ze >A 及 uszoa 即 得 b: Ze .于 是 从 给 1 即 得 出 E= 弘 


Zeffe 
a 
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的 第 二 项 ( 双 光 子 作 用 项 ) 比 第 一 项 要 小 得 多 .另外 在 ka 比 1 小 得 多 情况 , 若 略 去 
天 努 中 平面 波 因 子 “在 原子 范围 内 的 变化 , 则 由 于 原子 初 未 态 的 正 交 性 , 廊 中 
第 二 项 的 牙 迁 和 矩阵 元 将 为 零 . 以 上 讨论 表明 , 瑟 , 中 的 双 光 子 作 用 项 在 研究 原子 的 
辐射 率 和 吸收 率 时 通常 可 以 忽 去 (但 双 光 子 项 并 非 总 不 重要 .在 原子 与 光子 的 弹性 
散射 问题 中 , 它 就 有 重要 贡献 .参见 §4.5). 

在 作用 图 象 中 ,电子 波 函 数 算 符 $(z) 的 展 式 为 


$ (zx) = Vag (x)e ie, (4.1.3) 
其 中 加 (x) 为 方程 
(- 才 vt+ V(x) |$(x) = Eg,(x) (4.1.4) 
的 解 .电磁 势 4(z ) 满 足 横 场 条 件 _ 
VvV.Al(x,t)=0, (4.1.5) 


并 可 用 横 平 面 波 展 开 [ 参 见 (1.3. 33) 式 和 (1. 3.2) 式 ] .哈密 顿 量 中 原子 和 辐射 场 部 
分 可 表示 为 


Ha = Dnichw, s = 1,2, (4.1.6) 
ks 
人 2 八 人 人 
hs = $50) (2 V+ Vr, Dz = Dela. (4.1.7) 
l 


在 推导 (4.1.7) 第 二 等 式 时 ,我 们 先 将 (4.1.3) 式 代入 ,然后 利用 了 (4.1.4) 式 以 及 
不 同 点 (x) 之 间 的 正 交 性 .在 略 去 双 光 子 作 用 项 后 , 百 只 剩 下 (3.1.49) 式 右 方 第 
一 项 ,用 这 里 的 符号 表示 即 为 


H(t) = 一 me 91(x,1)A (x,t) : VE (x,t)F x 


. kp 人 + 个 iE,-E+io)i 
=i§ Olgatalar ane Eh 
Lk 


+ ghata rat eB -Em)t] (4.1.8) 
其 中 gz 和 gi 具有 频率 的 量 纲 ,其 表达 式 已 由 (3.1.49) 和 (3.1.50) 式 给 出 , 即 
gr =— (gs) 
gl = 一 le “VD)g (x)d xz. (4.1.9) 


对 原子 的 束缚 态 ,(4.1.9) 式 右 方 的 积分 域 的 尺度 即 为 原子 半径 c .在 ka<1 的 情 
况 下 ,被 积 函数 中 的 可 近似 取 为 1( 设 坐标 原点 取 在 原子 的 中 心 ) ,再 由 

?9 
m XT9; 


[二 v2+ V ， zj |=- 


pe (4.1.10) 
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即 可 将 (4.1.9) 式 右 方 的 "用 - 呈 | - 走 -V? + Vx | 代入 ,再 利用 (4.1.4) 式 及 其 
共 轰 式 即 可 得 
| 时 vg (dz =— HE, - Er) $10) x(x) x =— Pwr x) 
(4.1.11) 
其 中 ww = 二 (一 Ei ) ,为 原子 从 态 1 一 态 1 时 的 辐射 频率 ,(z)v 为 x 从 套 1 到 
态 ! 的 牙 迁 矩阵 元 . (4.1.11) 式 也 可 写成 


(py 一 imww (xX) ， (4.1.12) 
与 p= m 学 相 一 致 .车 再 引信 电子 的 电 侦 极 矩 的 路 迁 矩 阵 元 
(d)y =— el(x)y,， (4.1.13) 


则 有 效 厢 合 常数 gz 在 略 去 被 积 函 数 中 e** 的 情况 下 可 表示 为 


gp =—A/ 就 - -rrek。 《d)y, (4.1.14) 


它 与 电 侦 极 矩 的 跃迁 和 矩阵 元 (d)》y 在 光子 偏振 基 矢 es。 上 的 投影 成 正比 . 

下 面 考 虑 原子 吸收 光子 的 过 程 .原子 初 态 波 函数 为 能 量 较 低 的 $.(x), 末 态 波 
函数 为 能 量 较 高 的 $8,(x), 电 磁场 初 态 为 n 个 “具有 波 矢 k 和 偏振 ”的 光子 ,未 态 
为 n 一 1 个 该 模 的 光子 .于 是 相应 的 初级 微 扰 论 S 矩阵 元 为 


($n-1lS™ 2)= 寺 | ($,,n—1|H,(z) | $1 ,ndz 
= 2xfiVnoes S(E, — E, + fiw) 
= 2riV nE, (0): (dd(E! - E, + fiw), 


(4.1.15) 
其 中 Es (0) 为 x=0 点 ( 即 原子 所 在 地 点 )(ks) 模 的 电场 波 函 数 ( 它 等 于 Er 展开 


(1.3.33) 中 a, 的 系 函 数 )， 
E, (x) = WW “Pe et (4.1.16) 
从 而 (4.1.15) 式 右 方 的 iE (0).《qd), 代表 一 个 位 于 原点 的 电 偶 极 子 ( 其 电 偶 极 矩 


为 (ga) ) 在 电场 / “=e, 中 的 能 
对 于 原子 辐射 光子 的 过 程 ,S 矩阵 元 可 以 相应 地 得 出 .这 时 初 态 中 原子 的 波 函 
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数 为 加 (zx) ,光子 数 为 2; 末 态 中 原子 波 函 数 为 $1.(x) ,光子 数 为 n+1. 于 是 有 
《7 
= 一 2riV7 +I1E (0) (d 28S( 下 | - E, + fiw). 
(4.1.17) 
(4.1.15) 和 (4.1.17) 式 中 的 6 函数 表明 ,只 当 知 = E, 一 Ei 即 光子 能 量 与 原 


于 两 能 级 的 能 量 差 相等 时 ,吸收 或 辐射 的 S 矩阵 元 才 不 为 零 . 这 就 是 实 过 程 的 能 
量 守 恒 关 系 . 它 是 作用 时 间 取 为 从 一 到 + co 的 结果 .实际 对 作用 时 间 的 要 求 是 : 


T( 从 -地 到 地) 要 远大 于 赤 , 其 中 3E 为 能 量 观测 的 精度 (在 原子 物理 中 3E 又 应 
比 原子 能 级 间隔 小 得 多 ) ,于 是 粗略 地 说 ,应 有 V wo 了 >1. 另 外 ,我 们 注意 到 ,S 拓 
阵 元 除了 正比 于 相应 的 有 效 耦 合 常数 g 或 5( 它 们 相当 于 量子 力学 中 原子 在 单 光 
子 势 中 的 既 迁 矩阵 元 ) 外 ,还 分 别 与 /元 和 v7+ 了 成 正比 
2. 原子 对 连续 谱 入 射 光 的 吸收 率 

从 上 面 给 出 的 吸收 过 程 的 S 由 矩阵 元 可 以 得 出 从 初 态 | 加 ,> 跃迁 到 末 态 
多 ,一 1 的 吸收 率 .首先 ,我 们 把 S 〇 矩阵 元 绝对 值 平方 写成 

| ($sn —1l SD 1 由 2》12 = 2rin 188 128(E; - Es + fw) 


T/2 
lim eREl Etho)t gy 
T->00 —T/2 


其 中 了 代表 作用 时 间 . 由 于 8$ 函数 ,上 式 右 方 对 t 积分 中 的 被 积 函数 可 取 为 1, 于 
是 我 们 得 出 单位 时 间 内 从 初 态 到 末 态 的 跃迁 概率 也 就 是 


w 二 lim 示 | $nol1l S| $n) = 2rn | gs 6(w — wo) 


27 
fi 


其 中 wo 代表 原子 唉 迁 频率 二 (Es - Ei). 值 得 指出 的 是 ,我 们 虽然 求 的 是 单位 时 


indie 


n | 五 (0) (d)s |“6(w — wo), (4.1.18) 


间 的 跃迁 概率 .但 作用 时 间 了 仍 需 取 为 大 值 (T 六 水 ) 以 使 能 量 守恒 成 立 ,再 除 以 
T, 以 给 出 瞬时 吸收 率 0. 
@ 在 微 扰 论 的 架构 中 , 当 取 到 一 级 微 扰 时 , 含 而 合 常数 平方 以 及 更 高 次 方 的 项 都 将 略 去 ， 


故 除 初 态 外 ,其 他 态 都 对 归 一 化 无 贡献 (因此 (4.1.17) 式 的 成 立 要 求 Vn+1lg|T<1, 其 中 了 
又 要 足够 地 大 ,满足 V wo 开 六 1)， 
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当 和 人 入射 光 具 有 密集 的 谱 线 可 看 作 是 连续 的 谱 分 布 时 ,我 们 可 以 引入 谱 密 度 函 
数 并 将 对 频率 的 求 和 表示 成 积分 的 形式 . 设 人 射 光 是 偏振 的 平面 波 ,在 w 到 w+ 
do 范围 内 谱 线 数 为 o(w)dw ,光子 数 的 频谱 分 布 为 2(ow) ,于 是 得 * 偏振 的 人 射 光 
的 总 吸收 率 为 


W: = | wow)do 一 2r7 (wo) gr |* p(wo) 


- 和 (wo) | 政 ,(0) * (d)a 12o(oo). (4.1.19) 
入 射 光 在 w 到 w+ dw 内 的 光 强 为 
I(w)dw = Tn(w)p(w)hwdo, (4.1.20) 
将 (4.1.19) 式 中 的 p(wo ) 换 用 I(wo ) 表 示 , 并 将 政 ,用 (4.1.16) 式 代入, 即 得 
W = 他 - [eg 《da | Two). (4.1.21) 


这 就 是 我 们 所 需要 推 求 的 原子 对 具有 连续 谱 , 偏 振 为 * 的 人 射 光 的 吸收 率 , 它 与 人 
射 光 强 的 谱 密度 1(&) 成 正比 ,与 唉 迁 电 侦 极 矩 在 偏振 方向 上 投影 的 平方 成 正比 . 
后 一 因子 体现 了 所 涉及 的 原子 跃迁 与 光 场 之 间 的 关系 . 

如 果 入 射 光 是 线 偏振 的 ,结果 还 可 以 进一步 简化 . 先 看 (d), 的 实 部 与 虚 部 方 
向 相同 的 情况 ,这 时 除了 一 个 相 因 子 外 ,《d)z 为 一 个 实 矢量 . 于 是 从 图 4.1.1 可 以 
看 出 

| es * 《d)z | = | (qd) sin Ocos y， (4.1.22) 

在 图 4.1.1 中 取 ex 与 基 矢 e; 方向 相同 ,k 的 方向 在 es 方向 .图 中 44d) 为 已 分 出 相 
因子 的 实 矢量 .于 是 (d)2 在 ex 方 向 上 投影 就 等 于 它 先 在 el - ez 平面 上 的 投影 然 
后 再 在 e,( 即 eu ) 方 向 上 投影 .第 一 次 投影 给 出 sinb ,第 二 次 投影 又 给 出 cosX .对 
于 非 偏 振 光 , ei 并非 具有 确定 的 方向 , 它 在 垂直 
于 的 平面 即 ei - e; 平面 内 随机 地 分 布 . 换 句 话 
在 x 将 在 0 到 2x 范围 内 以 均匀 的 概率 取 值 .于 
是 我 们 应 该 对 (4.1.22) 式 中 的 oo x 求 平均 |， 

cosy 一 去 | co dx 一 到， (4.1.23) 


由 此 得 出 连续 谱 的 非 偏 振 光 的 总 吸收 率 为 


2 
W = SE (dDal?sin 0 I(w0). 图 4.1.1 《qd) 的 方位 图 (在 其 实 部 
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以 上 W 是 指 光 子 的 总 吸收 率 , 如 果 要 推 求 的 是 能 量 的 总 吸收 率 , 只 需 再 乘 上 
#coo 即 可 ,结果 即 为 


2 CUO0 


U 一 fiwoW = 一 (qd) | sin “OT (wo). (4.1.25) 


当 (d)zi 的 实 部 与 虚 部 方向 不 同时 ,4 双生 它们 分开 处 理 镶 果 只 是 将 (4.1.25) 式 中 
dj sin 9 换 成 |(d) ?sin Or + (4 党 |2sinzb ,其 中 Ld 六 和 (qd) 分 别 为 (a) 的 实 部 和 虚 
部 ,Gr 和 0 分 别 为 它们 与 之 间 的 夹 角 . 

如 采 处 理 的 是 气体 中 大 量 原子 的 吸收 ,它们 的 跃迁 偶 极 矩 (d), 在 空间 的 取向 
年 无 规 的 ,那么 无 论 人 射 光 是 偏振 的 还 是 非 偏振 的 ,平均 每 个 原子 的 光子 数 吸 收 率 
都 由 下 式 表示 : 


W = 1《d [IT(w,). (4.1.26) 


;到 
此 式 夺 从 (4.1.24) 式 来 推 求 ,只 需 将 sin20 用 其 平均 值 


(4.1.27) 
代入 即 得 .如 果 从 (4.1.21) 式 来 推 求 ,只 是 把 |e, (qd),, |? 取 成 其 随机 取向 的 平均 
值 亏 |(d)w|? 即 可 . 


通常 把 (4.1. 26) 式 中 和 1,(w) 前 的 系数 称 为 爱 因 斯 坦 B 系数 , 即 


_ 2 、 12 
于 是 (4.1.26) 式 可 表示 为 


玫 = EBI(w0). (4.1.29) 


上 式 中 因子 -所 起 的 作用 是 把 光 强 的 谱 密度 T( wo ) 换 成 光 能 的 谱 密 度 ,而 因子 2x 
的 作用 是 把 单位 角 频率 的 光 强 换 成 单位 周 频率 的 光 强 . 
最 后 ,我 们 就 谐振 子 情况 将 量子 理论 的 结果 与 经 典 理 论 结果 作 一 比较 .对 一 维 
量子 谐振 子 情况 , 当 $, 取 为 基态 ,$, 取 为 第 一 激发 态 时 ， 
天 
(xX)21 | ~ 3mm? 


于 是 得 


2 2 
U = ETI). 
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值得 注意 的 是 ,此 式 已 不 含 普 朗 克 常 数 .对 于 三 维 谐振 子 ,由 于 第 一 激发 态 共 三 个 ， 
于 是 相应 的 U 为 上 式 右 方 的 三 售 ， 即 为 2 eI(wo) ,此 结果 与 经 典 电动 力学 的 结 


条 一 致 ( 见 草 昌 祺 的 《电动 力学 ?第 五 章 ). 这 一 情况 且说 明了 4 笃 典 理论 的 适用 性 ,也 
表明 本 广 用 微 扰 论 计算 跃迁 率 的 方法 是 合理 的 . 


3. 目 发 辐射 和 受 激 辐射 ”辐射 率 和 角 分 布 


我 们 已 在 (4.1.17) 中 给 出 了 辐射 过 程 的 S 矩阵 元 ,于 是 可 同样 地 求 出 单位 时 
间 内 从 初 态 | 风 ,nn ) 到 末 态 | 办 ,n+1) 的 跃迁 率 , 即 原子 的 辐射 率 . 


w 二 lim 示 ($nt+1ll Sm,n) | = 2rx(n+1)| gS |*6(w — wo). 


(4.1.30) 
从 此 式 可 以 看 出 ,即使 初 态 中 n=0 即 无 外 来 电磁 场 ,原子 也 可 以 自发 地 从 上 能 级 
跃迁 到 下 能 级 并 辐射 光子 .这 就 是 原子 的 自发 辐射 . 它 是 量子 电动 力学 与 量子 力学 
在 理论 上 的 一 个 重要 差别 所 在 .从 量子 力学 的 观点 看 来 ,加 (xz) 和 由 (x) 都 是 原子 
的 定 态 ,如 果 无 外 来 电磁 场 或 其 他 微 扰 作用 ,处 于 $,(x) 态 的 电子 不 会 跃迁 到 
$1(x) 而 放 光 .但 在 量子 电动 力学 中 情况 就 不 同 了 ,量子 电动 力学 中 的 站 在 无 外 
电磁 场 的 情况 下 仍 能 起 作用 ,使 原子 自发 地 改变 自己 状态 并 辐射 光子 @. 当 所 发 出 
的 光子 的 能 量 不 等 于 原子 能 级 间 的 能 量 差 时 , 它 只 能 短暂 地 存在 , 即 为 所 谓 的 虚 光 
子 . 当 能 量 守恒 律 能 满足 时 ,发 出 的 光子 就 可 以 离 原子 而 去 . 量子 力学 与 量子 电动 
力学 这 一 差别 在 于 ,量子 力学 中 的 “原子 与 光 的 相互 作用 哈密 顿 量 入, ”在 无 外 场 
时 就 等 于 零 ,从 而 处 于 如 (x ) 的 束缚 电子 将 保持 其 状态 不 变 . 

根据 (4.1.30) 和 (4.1.9) 式 ,自发 辐射 率 可 表示 为 


2 
4 WO 


wo 一 2 | 8 |“8(w wo ) 一 无 TV Crs “。 《dd 1“S(Cw 一 wo ) . 


(4.1.31) 
但 这 一 公式 给 出 的 只 是 辐射 到 特定 模 (ks ) 的 辐射 率 . 为 了 计算 原子 辐射 到 任意 一 
个 方向 立体 角 范 围 dQ 的 概率 dW ,我 们 先 将 “dk 内 具有 确定 偏振 的 光子 状态 数 


3 中 k[ 见 (3.3.13) 式 及 以 下 的 说 明 ]” 表 示 为 


Vw dwdQ 
(2rc)” ， 


Cd = (4.1.32) 


d 人 们 也 可 以 说 这 是 真空 涨 落 场 (在 每 个 模 中 它 的 能 量 等 于 半 个 光子 ) 所 激发 的 结果 . 
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再 将 它 乘 到 ws 上 ,然后 对 w 人 求 和 , 即 得 出 


dW = Tp3 “《d)a 1 (4.1.33) 


2 | 
此 值 已 与 归 一 化 的 体积 无 关 . 下面 再 来 对 s 求 和 .为 计算 简单 计 , 设 (qd), 实 部 与 虚 
部 方向 相同 .由 图 4.1.1 及 (4.1.22) 式 ， 


| e»* (di |* =| (qd), |’*sin bcos xz, 
| et1* (d)» |* =| (d), |’sin Osin x. (4.1.34) 
代入 (4.1.33) 式 并 对 ;=1,2 求 和 ,就 将 dW 化 为 
3 
dW = -一 0 | (dy, |?sim 0dQ. (4.1.35) 
27cc 无 


9 即 代表 光子 辐射 率 的 角 分 布 .相应 的 能 量 辐射 率 的 角 分 布 为 


dU _ dW _ 


dn ~- hwo qo = 


(4.1.36) 式 与 和 电 动力 学 中 电信 子 的 加 和 公式 相信 [参见 前 呈 祝 (电动 力学 第 
五 章 ] ,只 是 经 典 的 电 偶 极 矩 平方 的 时 间 平 均值 a”(z ) 换 成 了 二 倍 跃迁 电 偶 极 矩 绝 


对 值 平方 到 (2)-~21(d)a 1?. 再 由 于 2( 杂 = 方 do, 因 此 对 应 关系 即 为 


(4.1.36) 


di —> 41(d), | 


值得 指出 的 是 ,在 量子 电动 力学 中 ,与 经 典 电 偶 极 矩 相 对 应 的 既 不 是 电 偶 极 托 
算 符 在 初 态 中 的 期 望 值 也 不 是 它 在 未 态 中 的 期 望 值 ( 实 际 上 对 于 具有 确定 宇 称 的 
袍 末 态 波 函 数 , 上 述 期 望 值 等 于 零 ) , 而 是 电 偶 极 矩 算 符 在 初 末 态 之 间 的 矩阵 元 . 


为 外 还 值得 回顾 的 是 , 归 一 化 体积 在 w9 中 的 出 现 和 在 六 中 的 消去 .在 
ww 中 考虑 的 是 辐射 单 模 中 的 一 个 光子 , 它 的 能 量 为 fw， 分 布 在 体积 V 之 中 .V 
愈 大 ,相应 的 场 强 或 场 能 密度 就 愈 弱 .导致 w* 愈 小 . 而 在 计算 97 三 时 需要 乘 上 态 


密度 , 当 V 愈 大 时 ,光子 的 态 密 度 愈 大 ， 从 而 使 得 97 或 9 | 与 所 取 的 归 一 化 体 


积 无 关 . 这 一 结果 从 物理 上 看 也 是 合理 的 . 

如 条 V 不 是 任意 取 的 归 一 化 体积 而 是 一 个 实际 腔 的 体积 ,而 光 场 就 限制 在 这 个 腔 内 ,情况 
就 不 同 了 .特别 是 微 腔 ,由 于 V 很 小 从 而 模 与 模 的 间隔 较 大 ,原子 (或 半导体 中 的 激 子 ) 只 在 共 
振 的 条 件 下 与 腔 中 某 个 单 模 场 相 作用 ,因此 没有 状态 密度 相 乘 . 同时 由 于 V 的 值 很 小 ,耦合 常 
数 g 或 g 将 变 得 甚大 (它们 与 V V 成 反比 ). 若 辐射 的 原子 还 与 腔 中 其 他 粒子 不 断 礁 擅 而 有 一 个 


第 四 章 ” 微 扰 论 的 应 用 一 一 电磁 脾 迁 .129 . 


频谱 宽度 荆 , 则 应 将 (4.1.31) 式 乘 上 谱 形 因子 地 一 一 一 上 一 二 一 再 对 wo 积分 .在 共振 情况 
万 


(wo — wa) + 于 


下 (w= wn ), 结 果 就 是 用 二 去 蔡 代 该 式 中 的 8(w - wo) 因子 .从 而 得 出 ws = Sm | ew 《da 2， 
与 腔 的 体积 Y 成 反比 . 
将 (4.1.35) 式 对 立体 角 积分 , 即 得 出 总 辐射 率 

4 wi 
3fc 
它 也 就 是 爱 因 斯 坦 的 A 系数 , 量 纲 为 T-!. 如 果 用 |g] 代表 |g|? 对 两 个 偏振 方向 
和 qd 的 取 问 的 平均 [ 亦 即 对 (4.1.22) 式 中 的 cos x 和 sin20 平均 .结果 如 (4.1.23) 
和 (4.1.27) 式 所 示 ], 则 A 系数 又 可 表示 成 4r |g?p (wo)[ 此 式 中 o(w) 代 表 按 


(4.1.31) 式 求 出 的 单位 频率 的 状态 密度 ,其 值 为 .2 ,TaT 的 人 为 22%9 | (da |?， 
于 是 结果 与 (4.1.37) 式 一 致 ]. 这 一 表达 式 具 有 更 为 明显 的 物理 意义 . 


下 面 来 估计 W 的 量 级 . |(d >; | 的 量 级 为 ea ,a 为 原子 的 半径 ,于 是 


W = | (d )» |， (4.1.37) 


wi ea” 
z fic” 
由 此 可 得 W 与 wo 的 比值 10 .这 是 一 个 很 小 的 数 @ ,验证 了 微 扰 处 理 的 合理 性 


[这 也 可 以 说 是 通常 把 纪 这 个 无 量 纲 参数 作为 电磁 作用 强度 的 度量 ( 见 第 三 章 引 


言 ) 的 原因 ]. 
当初 态 中 有 光子 时 ,由 (4.1.30) 式 , w 中 还 有 一 项 与 初 态 中 ks 模 的 光子 数 n 
成 正比 .这 表明 初 态 中 的 光子 有 激发 辐射 的 作用 . 因此 这 项 代表 受 激 辐射 ,或 称 诱 


(ks) 
ind 


2 
W 二 一 wo (koa) 于 ， (4.1.38) 


= nv ke) = 2rm | gh | 6(w — wo). (4.1.39) 
受 激 辐射 的 光子 与 初 态 中 的 光子 在 同一 模 中 ,这 是 它 与 自发 辐射 的 不 同 之 处 . 

将 (4.1.39) 式 与 (4.1.18) 式 相 比 较 ,就 可 看 出 受 激 辐射 率 与 吸收 率 相 等 .在 人 
射 光 为 连续 谱 的 情况 下 ,可 利用 (4.1.21)、(4.1.24) 和 (4.1.26) 式 来 得 出 原子 .在 
该 入射 光 下 的 受 激 辐射 率 . 由 此 并 得 出 : 爱 因 斯 坦 的 受 激 辐射 系数 亦 为 


ww 


DD 利用 wo 一 AE 过 全 ( 设 发 光 的 为 外 层 电子 ) ,将 此 结果 代入 (4.1.38) 式 以 消去 a, 可 以 


2 


得 出 W< 志 wo( 关 .此 式 可 给 我 们 关于 W/o 值 的 大 约 概念 .此 结果 也 相当 于 hoa 心 了 
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|《d)2|2 ,与 其 吸收 系数 (B 系数 ) 相 等 . 

本 节 讨 论 的 是 原子 辐射 “具有 确定 动量 ”光子 的 过 程 .虽然 它 不 是 辐射 "具有 确定 角 动 量 " 光 
子 的 过 程 ,但 由 于 将 因子 e“* 近 似 取 为 1, 所 得 结果 就 只 与 原子 的 电 偶 极 矩 跃迁 矩阵 元 有 关 , 相 
当 于 只 考虑 了 电 偶 极 辐 射 [该 辐射 是 指 放 射 总 角 动 量 量 子 数 J= 1 的 光子 (参见 下 节 )]. 对 这 一 
结果 可 作 下 面 的 物理 解释 :光子 动量 为 克 , 它 是 从 原子 中 发 射出 来 的 ,从 而 其 主要 轨道 角 动 量 
将 不 大 于 ka .在 ka<&1 的 情况 下 .轨道 角 动 量 的 量子 数 1 基本 上 为 零 ,而 !=0 的 态 只 含 在 本 = 
1 的 电 偶 极 场 中 .参见 (1.5.49) 式 以 及 (1.5.27) 和 (1.5.17) 第 一 式 . 


34.2 电 多 极 辐射 和 磁 多 极 辐射 


多 极 辐射 实际 上 是 指 原子 辐射 “具有 确定 的 能 量 、 总 角 动量 和 宇 称 ” 的 光子 .由 
于 这 种 辐射 的 辐射 率 与 原子 的 多 极 矩 相 联系 ,因而 被 称 为 多 极 辐射 .在 原子 外 层 电 
于 的 辐射 中 ,由 于 oa< 祥 1, 如 上 和 节 末 所 述 , 电 偶 极 辐射 将 是 最 重要 的 辐射 .但 是 电 
偶 极 牙 迁 有 它 实 现 的 条 件 , 即 本 节 第 4 小 节 所 述 的 选择 规则 . 当 电 偶 极 跃迁 被 禁 


戒 ,或 处 理 的 是 内 层 电子 的 辆 射 时 (对 重 原子 的 内 层 电子 , foo 一 中- , 即 as 


说 


交 ,可 能 达到 1 的 量 级 ), 才 需 考 虑 次 级 的 多 极 辐射 

在 量子 电动 力学 中 ,处 理 多 极 辐射 最 方便 的 办 法 是 ,将 算 符 A(z) 用 多 极 势 来 
展开 ,然后 代入 到 $" 的 表达 式 中 去 . 至 于 电子 ,考虑 到 相对 论 修正 ,我 们 将 采用 钦 
拉克 方程 的 束缚 态 波 函 数 来 描述 它 的 初 未 态 
1. 多 极 辐射 的 $ 矩阵 元 


在 本 下 中 我 们 将 只 考虑 自发 辐射 . 设 初始 时 束缚 态 电 子 的 波 函数 为 y,(x), 在 
末 态 中 ,该 电子 跃迁 到 一 个 能 量 较 低 的 束缚 态 gi1(x) 并 放出 一 个 量子 数 为 (&,J， 
M,P) 的 横 光 子 ,其 势 函 数 为 Ap (xz)( 人 参见 81.5, 第 4 小 节 ). 根 据 前 面 的 讨论 
(参见 (3.1.41) 和 (3.5.2)) ,相应 的 S" 跃 迁 和 矩阵 元 为 


SP =— 2 | dra(x,t) «Ake (x,) 


一 gE| dp (x) yg (x) Ajw (x)e (“ ", (4.2.1) 
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其 中 Ame(z) 为 (1.5.49) 和 (1.5.51) 式 给 出 的 球面 驻 波 @, 0(z) 为 电子 的 狄 拉克 
波 函 数 . 
我 们 先 来 看 电 多 极 辐射 的 情况 . 这 时 光子 势 函数 的 宇 称 P 等 于 ( -1)7 ,而 


2nhc 2 hc 
gp 


Aymc_1 (x) 三 E Fe (x )e ”= 一 Vx FW (x)e ”, 


(4.2.2) 
于 是 相应 的 S" 矩阵 元 化 为 


SW =- /| 2 |d zjn(x) "VX FO (xz)erieo-o5， (4.2.3) 


ju(x) = icyi (x) yp (x), (4.2.4) 
即 流 密度 算 符 j (x) 在 原子 初 示 态 之 间 的 矩阵 元 . 
下 面 我 们 要 把 对 函数 妨 的 微 商 转化 成 对 流 密度 的 微 商 .为 此 利用 下 面 的 矢 
量 分 析 公式 


其 中 


V.(AxB)=(VxA).B-A.(vVxB). (4.2.5) 
由 于 散 度 项 的 三 维 体积 分 可 化 成 无 穷 远 面 上 的 面积 分 ,而 在 该 面 上 j,, = 0, 故 
(4.2.3) 式 可 化 成 


SP = 2 | dap (x) Vx ja(x)e "mo. (4.2.6) 
由 (1.5.27) 和 (1.5.24) 式 


FR (x) = Ry DE [ey (hr) Ym(0, 9)], (4.2.7) 


代入 (4.2.6) 式 后 ,再 利用 L 算 符 的 厄 米 性 , 即 可 进一步 将 SP 化 为 


47 * 7 . iw —w)t 
SA NW er | ze (er) Yi Op). V x jis(x)e woe), 


(4.2.8) 


上 式 中 对 z 的 积分 可 立即 求 出 .利用 矢量 分 析 公 式 和 电荷 守恒 定律 


9 . 
V. jo(x,t) =— zon (x,t) 一 iwo pw (xX,t). (4.2.9) 


中 ”虽然 辐射 出 去 的 是 向 外 传播 的 球面 行 波 .但 在 计算 S 和 矩阵 元 时 所 用 的 多 极 势 应 取 为 球 
面 驻 波 Aiwe .这 一 论断 可 从 波动 方程 的 格林 函数 解法 来 理解 (参见 Blatt & Weisskopf，Theoreti- 
cal Nuclear Physics 附录 B, 第 4 小 节 ). 另 外 ,采用 驻 波 解 也 符号 S 和 矩阵 元 中 的 光 场 应 为 无 源 场 
这 一 一 般 理 念 . 
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可 进一步 将 (4.2.8) 式 约 化 . 约 化 后 的 结果 为 (具体 推导 见 下 面 小 字 部 分 ) 


SP = ml Yi 0, 9) lg (hr)L oopu (x) Ti julx)] 


gg (kr ) 
Ar 
这 就 是 一 般 的 电 多 极 自发 辐射 的 S"? 和 矩阵 元 ,其 中 oy (x)= yi(x)y,(x). 
关于 (4.2.10) 式 的 推导 .首先 来 化 简 L(V xj). 
L. (Vx))=-i(xxvV) (Vx)) =-ix. VxXVxj =-ix:[V(V)) -VY] 


十 7 wo ow (XxX) dw — wo). (4.2.10) 


- 订 雹 (VD) + ii。 V27. (4.2.11) 
另外 ,从 VAz 门 =Vzj)=VY.Y(zj)=2(Y.1)+x.Y2 即 得 
x*V7= V(x:j) -2(v.)). (4.2.12) 
将 此 式 代入 (4.2.11) 式 右 方 ,并 应 用 (4.2.9) 式 就 化 出 
L(VXj) = Ar) -2iwop + wor Fp. (4.2.13) 
下 一 步 是 在 用 (4.2.13) 式 代 和 (4.2.8) 式 后 ,通过 分 部 积分 把 微分 转化 到 Yiyg:; 上 ,再 利用 
gr Yw 是 赫 姆 霍 效 方程 的 解 , 即 YAgrYxw)= -有 马 (gYx), 即 可 化 出 (4.2.10) (注意 ,对 于 
(4.2.13) 式 右 方 第 三 项 ,由 于 分 部 积分 只 对 > 来 作 , 故 须 先 将 Bz 写成 x?*drd0). 
对 于 非 相 对 论 情 况 ,在 被 积 函 数 中 , ir< 入 1,(4.2.10) 式 可 以 进一步 简化 . 首先 
可 利用 球 贝 塞 尔 函 数 在 小 宗 量 处 的 近似 表达 式 
gr) ST (CTJ+DI=1:3.5. (2J+1T) 


(4.2.14) 


来 简化 gj (kr) .其 次 ,ji 一 pop2v, 于 是 ko xj ~w(kr)(—)pn 》 因而 (4.2. 10) 方 括 
号 中 的 第 二 项 可 以 略 去 .经 上 述 简化 处 理 后 , 即 得 出 


a) /16rc(J +1) 1 上 BA 
S7 三 AR GJ FI 2Qm YY S(w wo ) ， (4.2.15) 


QE = Qm yy =- e| Yh 0p) pu(x)Ez. (4.2.16) 


除 常数 因子 外 ,Q 况 就 等 于 电 27 极 矩 在 初 末 态 之 间 的 矩阵 元 .这 也 是 这 种 辐射 称 
为 电 多 极 辐射 ,A 和 jm_1)7 称 为 电 多 极 场 的 原因 
当 J=1( 在 $1.5 中 曾 指明 这 是 JJ 的 最 小 值 ) 时 ,利用 


其 中 
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- 育 (z1 ~ ix) M=1 


rYiy = /证 Zs, M=0 = 二 mt， x, M=1,0,-1, 


方 (zi + iz)， M=-1 


(4.2.17) 
[其 中 mn 为 球 基 矢 ,如 (1.4.22) 式 所 示 ], 即 可 从 (4.2.16) 式 求 出 ( 取 =1) 


iM 人 WW (da = (- DwA/ Bn dp (4.2.18) 


4d) = 一 ete, 二 一 eyi(x)xg(x)dz. (4.2.19) 


(4.2.18) 式 表明 , 除 常数 因子 守 外 ， Qi 就 是 电 偶 极 矩 跃 迁 和 矩阵 元 的 球 分 量 . 
于 是 原子 发 射 一 个 (J=1,M=1,0, 一 1,P= 一 1) 光 子 的 S 矩阵 元 即 为 


SH = Gr ap no (dd)126(w — wo). (4.2.20) 
再 来 看 磁 多 极 辐 射 .这 时 P= (一 1)1*!, 相 应 的 电磁 势 为 


AD (zx) = hcp (x )e -Mint [g/ (kr)Ym(0,9)Je ™, 


(4.2.21) 
于 是 由 (4.2.1) 式 并 利用 工 算 符 的 厄 米 性 ,同样 可 化 出 


1 4 友 x 信 一 区 cn 一 外) 
SP = GD) ze kr) YO, PP jalx)e me. 


(4.2.22) 
利用 矢量 分 析 公 式 
V. (zx 加)=- 记 .7， (4.2.23) 
不 难 将 (4.2.22) 式 化 成 


SH =— 8ry RO Td ze (hr) Yi (0, 8) Ux) Bw ~ wo), 


(4.2.24) 
其 中 


UW (x) =— Fx X ju(x), (4.2.25) 
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为 磁 矩 密度 | 元 X 电流 逢 密度 | 的 唉 和 矩阵 元 .(4.2.24) 式 就 是 一 般 的 磁 多 极 自发 


辐射 的 S 矩阵 元 .同样 ,在 kr<<1 情况 下 ,利用 (4.2.14) 式 可 将 (4.2.24) 式 化 成 与 
(4.2.15) 式 相 类 似 的 形式 : 


a _ /1l6rc(J+1) 1 +4 A(M) 
Sp 三 大 门 ”( 林 1TT QQ 汶 6(w — on ) ， (4.2.26) 


QW = Qs = 一 | Ys(0,9) V: Unx)Ez. (4.2.27) 


除 常数 因子 外 ,Qi 好 就 等 于 磁 荷 27 极 矩 的 跃迁 矩阵 元 . 
对 于 磁 偶 极 辐射 ,J=1, 通 过 分 部 积分 得 出 


QM 一 | VLrYi(0, 9)] ” Wx)d zx 一 A 元 MO 《mv )12， 


其 中 


Cm )12 一 | Ux) dz = 一 元 x Xjur(x)d 之 . 


(4.2.28) 
() 即 磁 偶 极 矩 的 牙 迁 矩阵 元 .在 非 相对 论 情况 ,由 (2.4.8) 式 并 略 去 含 e? 项 ,得 
-ejn = egi Vs ~ FE VX (plog), (4.2.29) 


其 中 包括 迁移 电流 和 自 旋 电流 两 个 部 分 .将 上 式 代 入 (4.2.28) 第 一 式 ,被 积 函数 二 
项 中 的 第 一 项 对 (mw), 的 贡献 即 为 - yo | otL px, 工 为 角 动 量 算 符 
-ix XV .计算 被 积 函 数 中 第 二 项 的 贡献 时 , 先 利 用 矢量 分 析 公 式 

xx(Vxf) = xvf - (x :Vv), 


再 作 分 部 积分 ,由 此 得 出 (加 的 第 二 项 为 一 d xz. 总 的 (m )y 即 为 


(mm ) 1 a gn. 0) p(x) Ez. (4.2.30) 
上 式 右 方 为 轨道 磁 偶 极 与 自 旋 磁 偶 极 矩 之 和 . 粗略 地 说 , (m ) 的 值 与 (d) 相 比 为 
卫 . 但 实际 情况 可 能 有 较 大 的 差异 . 当 p(z) 具 有 R(r) Qu (6,9) 的 形式 时 (其 中 
0 为 旋 量 球 函 数 ), (4.2.30) 式 中 的 径 向 积分 将 直接 分 出 来 , 简单 地 为 
| Ri(7) Ri(r)r?dr. 在 初 末 态 径 向 函数 正 交 的 情况 下 (例如 类 和 氧 原 子 25,, 一 1S, 


的 路 迁 ) ,上 述 积分 为 零 .导致 (mw) =0. 这 时 (以 及 其 他 (mw) = 0 的 情况 ) 的 磁 偶 极 
辐射 称 为 “受阻 "的 (hindered) .只 有 考虑 了 e** 因 子 及 相对 论 效应 后 ,其 辐射 率 才 
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不 为 零 . 
2. 单 电 子 原子 的 电 偶 极 矩 和 磁 偶 极 矩 

我 们 仍 只 考虑 非 相对 论 的 情况 . 设 束 缚 电子 的 波 函数 具有 确定 能 量 已, 轨道 
角 动量 量子 数 ; ,总 角 动 量 及 其 第 三 分 量 的 量子 数 J、M. 这 时 在 计算 电 偶 极 矩 和 
磁 偶 极 矩 的 跃迁 矩阵 元 时 ,有 关 角 度 部 分 的 积分 可 以 由 统一 的 公式 积 出 ,这 就 是 本 
小 节 要 讨论 的 问题 . 至 于 剩 下 的 径 向 函数 的 一 维 积分 , 则 需 根据 具体 初 未 态 的 情况 
来 求 积 . 下 面 先 列 出 五 个 公式 ,定义 任 一 矢量 f 的 球 分 量 为 f= fn 中 ,p= +1， 
0，, 一 工 . 

n=lr= DL)n /ED DY,0,g) nn, 
(4.2.31) 

(ii) L= 5\(-1)L,n'?. (4.2.32) 

”关于 工 , 的 具体 表达 式 见 (1.5.22) 式 ,工作 用 到 Yw (90, pg) 上 的 结果 可 从 (1. 
”5.22) 式 得 出 ,并 可 表示 为 
/ LY (0,9) = VICTI) (TDAC2 汪 YY (gp)ncCO，(4.2.33) 
其 中 Clw* 为 CG 系数 .我 们 注意 到 :了 作用 到 Y 上 并 不 改变 量子 数 1 ,而 是 使 


7 一 >71 十 ,77 ,777 一 工 . 


] Qi) $a$. =Y3(—1) Cla, -on (4.2.34) 

/ . 。 (20 +1)(27,+1) 

(iv ) | Yi (0， Pp) Y mw (0， P) Ym, (9,， 0 ) d0 站 4r(273; 十 1) 
CE C80,10. (4.2.35) 


我 们 将 用 Ruw(r)2m (0,92) 来 表示 束缚 电子 的 波 函 数 ,其 中 0;,, 代 表 球 旋 量 ， 
参见 $2.3.(n,j,m,/) 即 为 标志 状态 的 四 个 量子 数 .这 样 (d)i, 可 以 表示 两 个 积 
”分 的 乘积 : 


《di =— [| Ri (7)Ra(r) rdr | | | Qi (Gp) n,Qm (0p)dQ |. 


(4.2.36) 
”下 面 要 计算 的 即 为 上 式 中 后 一 个 对 角度 的 积分 .利用 $2.3 中 关于 球 旋 量 O，。 的 
”公式 (2.3.1) 即 得 


[obi C0, p) ni 0, 9)d0 = 于 CR 4. 4s x 


2 
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| Yi (0, 9)n, Yn-n (0, 9)d0. (4.2.37) 
将 上 式 中 n, 用 (4.2.31) 式 代入 ,再 应 用 (4.2.35) 式 ,就 可 求 出 


x 2 十 ‘(ms _ 
| Yio» ( 0， JP) 1 Yim-s) 0 ， p)d10 一 27 二 1 Co.n0 >》 (— 1)*Ce 1 un “ 
A 


_ /2i+1 

“N217+1 
将 (4.2.38) 式 代 回 (4.2.37) 式 即 得 出 电 偶 极 和 矩 跃迁 矩阵 元 (d)i, 中 的 角度 部 分 积 
分 : 


(一 1)™ ”C0 10 Cm i mm") ，| 7 一 mm” < 1. (4.2.38) 


+1 m 一 7 AL 11 一 712 
| Qi (0, 9) ni (0, 9)d0 一 省 (- 1) C0 on. ) X 


Ea 


jm 1772 ‘(m’— ) / 
六 CC ,4s CT im m) » | mm << 1. (4.2.39) 


下 面 再 来 计算 磁 侦 极 矩 也 迁 矩阵 元 .由 (4.2.30) 式 ， 
(m )12 一 一 oz) Ros (r)Ra(r) rdr | [| Qt (0,9) (E+ 0) Qim (9,9) |， 
(4.2.40) 
与 (4.2.36) 式 相 比 ,这 里 第 一 个 方 括号 中 的 积分 内 代替 ”出现 的 是 广 rzrc ,其 中 


rc 为 电子 的 康 普 顿 波 长 , 故 该 积分 (在 不 为 零 时 ) 要 比 (4.2.36) 式 中 相应 的 积分 小 
二 个 量 级 .下 面 我 们 主要 考虑 第 二 个 方 括号 中 的 积分 . 先 看 工 贡献 的 部 分 . 
利用 (4.2.33) 式 即 可 得 出 


| Qj (0, 9) 0 (bg,p)d0 
= DOs Oo ds | Yew (0, 9 Yon» (0,9)d0 
= Ox VUL+ DG Daw™™ C$ Os CD wm): 
(4.2.41) 


再 来 计算 (mi 中 由 自 旋 角 动量 所 贡献 的 部 分 .同样 ,将 球 旋 量 用 (2.3.1) 式 表示 ， 
再 用 (4.2.34) 式 代 人 ,立即 可 得 


关 m—m (mm—m) jm m 1/2(m —mts) 
| ppp df2 = Oy V3( 1) n DC Lm mers) Ci(m-s),$sC 12s,1( mm) 
s 


2 


(4.2.42) 
总 起 来 ,(4.2.39) 一 (4.2.42) 式 就 是 我 们 这 一 小 节 的 最 后 结果 ， 
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3. 能 量 辐 射 率 


有 了 S 矩阵 元 即 可 计算 从 初 态 到 末 态 的 跃迁 率 w. 它 由 下 式 表示 : 


1 8 + 1 1 + 
ww 三 示 | SQ ?= 5 pe | Qe | 5(wo — w). 


(4.2.43) 
当 R 取得 足够 大 时 在 dw 范围 内 ,JMP 一 定 的 光子 状态 数 为 
pdw = dw. (4.2.44) 


这 是 因为 当 > 内 时 , 委 的 允许 取 值 近似 为 R 的 整数 分 之 一 , 即 允 许 的 4 值 为 
全 ,相应 地 ,允许 的 w 值 即 为 


ww 一 7 了 
页 ， 


这 样 ,在 dw 范围 内 具有 确定 JMP 的 光子 状态 数 dn 就 等 于 六 dw. 此 结果 就 是 
(4.2.44) 式 .将 (4.2.43) 式 中 的 w 乘 上 odw 再 对 w 积分 即 求 出 JMP 一 定 的 多 极 
辐射 的 总 荆 迁 率 为 


2J+1 
W = |wpdw = /+L ko 


厅 TOT+TDIFE el 
我 们 看 到 , 当 R 取得 足够 大 时 ,W 已 变 得 与 RR 的 取 值 无 关 . 
为 了 对 W 随 J 的 变化 有 一 个 粗略 的 概念 ;我 们 将 (4.2.45) 式 写成 
WwW 8x(J] +1) 


e” 2 1 2 
wo J TOIT Rit | eQme!]. 
对 于 由 多 极 辐射 ,如果 简单 地 把 | Qjw |? 用 ezc2 来 代入 ， 史上 二: 力 括号 中 的 因子 


即 为 (goa)”. 而 对 于 磁 偶 极 辐射 ,如 果 简 单 地 将 | Qam | 用 所 a“ 来 代入 , 则 方 


(4.2.45) 


括号 中 的 因子 即 为 七 (ua )”， 这 样 , 当 J 增加 1 时 , 方 括 号 中 即 多 出 一 个 因子 


(koa)’. 
从 (4.2.45) 式 得 出 的 能 量 辐射 率 为 


U = fwo W 一 Sh Ta rr | QImp | (4.2.46) 


它 与 辆 射频 率 wo 的 2J +2 次 方 成 正比 , 即 多 极 辐射 的 阶 数 愈 高 , U 随 w 的 增长 
愈 快 . 
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对 于 电 偶 极 辐射 ,J=1,P= 一 1,M 的 取 值 为 1,0, -1. 如 果 求 的 是 该 辐射 总 
的 能 量 辐射 率 , 则 应 对 M 求 和 .结果 即 为 


U? = Me | Qim 1 = -= 多 | mo0O .《dy |? = 4 | (dw 1 
(4.2.47) 

与 上 节 的 结果 相同 .这 进一步 证 实 了 :尽管 上 节 讨论 的 是 辐射 一 定 动 量 的 光子 ,但 
在 “< 人 1 的 情况 下 ,在 对 光子 的 动量 积分 后 ,其 贡献 就 是 来 自 电 偶 极 辐射 

磁 偶 极 辆 射 的 牙 迁 率 公式 与 电 偶 极 辐射 相同 ,只 是 (4)2 换 成 了 (mw ). 由 于 
j 一 om , 故 轨道 磁 偶 极 矩 一 -oj | 与 电 偶 极 逢 (一 ap) 相 比 ,其 量 级 ~ 了 号 .加 上 自 旋 
磁 侦 极 矩 亦 不 会 改变 此 项 量 级 估计 .因此 磁 侦 极 辐射 率 ( 当 它 不 为 零 时 ) 与 电 侦 极 
辐射 率 之 比 量 级 只 有 ( 卫 ). 


4. 选择 规则 


从 角 动 量 守 和 恒 和 和 字 称 守恒 可 以 给 出 原子 多 极 矩 唉 迁 和 矩阵 元 不 为 零 的 必要 条 件 
(其 适用 范围 并 不 限于 单 电子 跃迁 ) .这 些 条 件 就 称 为 选择 规则 , 设 辐射 前 后 原子 的 
状态 都 是 具有 确定 总 角 动 量 j ,总 角 动 量 第 三 分 量 ” 和 宇 称 的 态 ,从 角 动 量 守恒 
得 知 为 辐射 总 角 动 量 量子 数 为 (J, M) 的 光子 ,原子 初 态 的 总 角 动 量 (7 , m, ) 和 末 
态 总 角 动 量 (7 ,mi ) 必 须 满足 下 列 关 系 : 
1712 一 JI 委 J 委 j2 +711， (4.2.48) 
7 一 7111 三 AM. (4.2.49) 
由 此 可 见 , 多 极 辐射 的 阶 数 愈 高 ,要求 原子 初 末 态 总 角 动 量 量子 数 之 和 愈 大 (但 两 
者 之 差 不 能 太 大 ). 同样 从 宇 称 守 恒 , 可 得 原子 初 .未 态 的 宇 称 P, 和 P! 和 光子 宇 
称 P 之 间 要 满足 关系 


P, = PIP, (4.2.50) 
于 是 对 于 电 多 极 辐射 ,有 
P, = Pi(--1)/ 或 PjP, = (- 1).. (4.2.51) 
而 对 于 磁 多 极 辐射 ,要 满足 的 关系 则 为 
P, = Pi(-1) 或 PIP，= (- 1)7. (4.2.52) 


由 此 可 见 阶 数 相同 的 电 多 极 辐射 和 磁 多 极 辐射 不 能 同时 发 生 , 阶 数 相差 1 的 电 多 
极 辐射 亦 不 能 同时 发 生 ,等 等 . 
由 于 光子 总 角 动 量 量子 数 J 的 最 小 值 为 1, 故 j, =j=0 的 辐射 由 迁 是 完全 禁 
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戒 的 . 当然 ,在 单个 电子 跃迁 中 不 会 出 现 这 种 情况 , 因 单 电子 的 ; 为 半 整 数 . 另外 ， 
此 处 所 讨论 的 是 只 辐射 一 个 光子 的 情况 , 知 辐 射 两 个 或 更 多 个 光子 , 则 当 另 论 .在 
有 些 情 况 , 双 光 子 辐射 将 成 为 主导 的 方式 .8$4.5 中 我 们 将 介绍 一 个 辐射 双 光 子 的 
例子 . 

无 论 是 单个 电子 的 辐射 还 是 多 个 电子 的 辐射 , | 7 - 记 | 和 六 + 六 都 只 能 是 零 
或 正 整数 . 因此 角 动 量 的 选择 规则 还 可 以 进一步 具体 化 .在 实际 中 最 常用 的 是 电 偶 
极 肾 迁 . 它 的 选择 规 可 具体 表示 为 

Aj 三 jj 一 族 = 土 1,0， (但 ) = ji = 0 的 情况 除外 ) 
Am 三 7 一 mi =+1,0, 了 = 一 卫 ，. (4.2.53) 

通常 把 满足 (4.2.53) 式 的 跃迁 (也 就 是 电 偶 极 暑 迁 ) 称 作 是 允许 跃迁 ,因为 电 
偶 极 跃迁 要 比 其 他 跃迁 大 得 多 . 

除了 电 偶 极 辐射 以 外 ,实际 中 用 到 的 还 有 磁 偶 极 辐射 和 电 四 极 辐射 . 磁 偶 极 辐 
射 的 选择 规则 可 表示 为 

Aj = 土 1;,0 (但 妃 = 刀 = 0 的 情况 除外 )， 

Am =+1,0, P, = P,, (4.2.54) 
而 电 四 极 辐射 的 条 件 是 
Aj = 土 2, 土 1,0 (但 j,+ 广 = 0 和 js + 坟 = 1 的 情况 除外 , 因 电 四 极 辐射 的 J= 2)， 
Am =+2,+1,0, P, = P,. : 


我 们 看 到 , 磁 偶 极 辐射 和 电 四 极 辐射 可 以 同时 发 生 , 但 有 些 情况 如 Aj = +2,Am = 
t+2, 电 四 极 辐 射 能 发 生 而 磁 侦 极 辐射 不 能 发 生 , 男 有 一 些 情况 如 ji + j,=1 磁 偶 
极 辐射 能 发 生 而 电 四 极 辐射 不 能 发 生 . 

上 面 的 选择 规则 说 的 是 ,对 于 确定 的 多 极 辐射 ,原子 初 末 态 所 必需 满足 的 条 件 . 我 们 还 可 以 
问 另外 一 个 问题 , 即 对 于 确定 的 原子 初 末 态 之 间 的 跃迁 ,最 主要 的 多 极 跃迁 是 什么 ? 

设 原子 初 态 量 子 数 为 (j, ,az ,了 ) , 末 态 量子 数 为 (ji ,mi , P; ) .我们 可 区 分 两 种 情形 : 

i) PiP,=( 一 1) 2 i11 .这 时 电 多 极 辐 射 的 耳 车 取 为 (4.2.48) 式 所 允许 的 最 小 值 |j, -ji|， 
则 和 定 称 条 件 (4.2.50) 可 以 满足 .在 |j, - 刻 | 天 0 的 情况 下 ,光子 的 角 动 量 要 求 J 之 1 也 能 满足 , 因 
此 电 2 - 坟 极 跃迁 是 允许 的 .对 于 |j, 一 |=0 的 情况 ,下 面 将 另行 讨论 . 

在 这 种 原子 初 末 态 情况 下 , 磁 多 极 路 迁 的 本 最少 要 取 为 |;, -六 | +1 才 能 使 宇 称 条 件 
(4.2.52) 满 足 .为 了 使 角 动 量 条 件 J 久 7 + ji 满足 ,;j; 和 j, 任何 一 个 都 不 能 为 零 . 硅 ji 和 j, 中 
有 一 个 为 零 则 上 述 两 个 要 求 互 相 冲 突 , 磁 多 极 辐射 将 不 可 能 发 生 . 

由 于 磁 22 -71111 极 辐射 的 哮 迁 率 比 电 2 "711 极 辐射 的 牙 迁 率 要 小 得 多 , 故 这 种 情况 占 支 
配 地 位 的 是 电 2!2 "111 极 辐射 . 

i) PiP,==( 一 1)'12-11*1 .根据 (4.2.50) 式 ,这 种 情况 下 电 多 极 辐射 的 J 最少 要 取 为 |j, - 
11+1( 但 志和 js, 中 有 一 个 为 零 的 情况 要 除外 ,理由 如 上 所 述 :条 件 三 (j, + 六 ) 不 满足 .这 时 ， 
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电 多 极 辐射 将 不 可 能 ). 
磁 多 极 辐射 ,最 小 的 J 值 可 取 为 |72 -ji | ,同样 j, -j=0 的 情况 要 除外 ,我 们 将 在 下 面 对 
它 单 男 讨论 .至 于 磁 22 二 极 辐射 和 电 212 511 极 辐射 哪 种 较 强 ,需要 根据 具体 情况 来 确定 . 
最 后 来 看 ji 一 js =0( 但 ji ,js 不 为 零 ) 的 特殊 情况 .这 时 对 情况 i) ,Pi 要 等 于 P,, 允许 的 电 


多 极 辐 射 的 最 小 本 值 要 取 为 2( 7 = ?= 于 的 情况 要 除外 , 因 J<ji + j; 的 条 件 不 能 满足 ,在 此 
情况 下 , 电 多 极 唉 迁 无 一 允许 ) .而 允许 的 磁 多 极 既 迁 ,J 的 最 小 值 为 1. 对 于 上 述 情况 i) ,这 时 


可 能 的 电 多 极 辐射 最 小 的 了 值 为 1, 磁 多 极 辐射 最 小 的 J 值 为 (同样 j, = 妃 = 士 的 情况 要 除 


外 ). 显 然 在 此 情况 下 , 电 偶 极 辐射 是 占 支配 地 位 的 . 

丸 一 种 特殊 情况 是 j, 和 j。 中 有 一 个 为 零 (但 不 全 为 零 ). 这 时 |j, -- 刘 |=j+ 广 ,因而 
(4.2.48) 式 允许 的 本 只 能 取 一 个 值 , 即 J=j, +ji .于 是 对 于 情况 i), 电 22 坟 1 极 辐射 是 允许 的 ， | 
而 对 于 情况 i) 只 有 磁 22 5 极 辐射 是 允许 的 . 


34.3 ”高速 电 子 在 库仑 势 中 的 轧 致 辐射 


在 这 一 节 中 ,我 们 将 考虑 另 一 类 辐射 现象 , 即 高 速 电子 打 到 原子 上 时 ,由 于 受 
到 核 库仑 势 的 作用 而 辐射 光子 的 效应 . 这 种 辐射 称 为 电子 在 原子 核 库 仑 势 中 的 四 
致 辐射 .在 核 的 反 冲 可 以 忽略 的 情况 下 , 核 的 库仑 势 可 作为 经 典 势 引进 来 . 这 时 电 
磁 势 A, 可 表 为 
Ze 


A,(z) = AT(z) + A(x)6y, A,(x)= i 和. (4.3.1) 
其 中 A%(z) 只 包含 三 维 模 场 部 分 ,用 来 表示 辐射 出 来 的 光子 的 势 算 符 . 
在 Z 不 其 大 ,使 条 件 和 -<1 对 于 电子 初 末 速 度 都 成 立 的 情况 下 , 核 势 的 作用 


也 可 考虑 用 微 扰 论 来 处 理 . 比值 经 -的 物理 意义 如 下 ; 当 碰撞 昨 离 为 
时 (2 代表 核 Ze 到 电子 的 最 近 距 离 见 图 4.3.1) ,电子 在 核 库仑 场 
中 所 经 受 的 冲 量 可 近似 估计 为 |” 到 此 ~ 2 ，* 代表 路 径 


二 0 


ee ee 


的 长 度 .如 果 用 全 -来 估计 (相当 于 取 粒 子 的 角 动 量 mob 一 计 ), 上 


图 4.3.1 4 述 钟 量 值 即 为 尖 - 泣 . 核 势 的 作用 能 作为 微 扰 的 条 件 是 ,此 冲 量 ( 即 电 


射电 子 在 核 村 
库 势 中 的 运 子 动量 的 改变 ) 要 比 电子 原来 的 动量 mwv 小 得 多 . 亦 即 元 = < 祥 1. 故 知 


3 各 迹 。 7= 0 的 分 波 在 电子 束 中 占 的 分 量 很 小 (高 速 电子 情况 ) ,此 条 件 即 化 
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为 <1( 因 1 取 值 最 小 为 1). 通 常 高 速 电子 速度 v 的 量 级 为 c( 如 电子 经 3 万 伏 
电压 加 速 后 其 速度 即 可 达到 一 孔 c). 若 设 v 一 <, 则 红 - 即 约 化 为 -和 , 故 2 不 大 时 
该 条 件 是 能 成 立 的 . 

1. 散射 的 $ 矩阵 元 和 跃迁 率 


显然 $0 对 此 过 程 无 贡献 , 因 思 致 辐射 的 发 生 至 少 要 经 过 两 次 作用 ,一 次 是 电 
子 受 库仑 势 的 作用 ,一 次 是 辐射 光子 . 对 此 过 程 有 贡献 的 S2) 为 (3.5. 6) 式 中 的 第 
三 、 四 项 .此 两 项 的 贡献 相等 , 故 可 表示 为 


2 十 oo 入 入 入 
S® 一 SaN| dizid'zay (x2) A, (zx2)S (zx, 一 ZX1)7,Y (zx1)A, (zx1). 


(4.3.2) 
设 电子 的 人 射 动量 为 pi , 螺 度 为 sj ,出 射 动量 为 p, , 螺 度 为 * ,辐射 出 的 光子 
动量 为 大 ,偏振 为 1(1 =1,2). 于 是 得 出 [ 按 (3.5.4) 式 ] 


入 2 十 oo 
S8 一 (p>,,s ;sk,!/ | S® pi1,51) 一 | dd 


Xx [ups, (T2) 7 Ay (za) S (Zz, 一 XT1) Ya Ups (zx1)A, (x1) 
十 up, , (ZX2) 74A. (x2)S" (zy Z1)7 ApUps 51 (Zi)A (zr1)” ] ， (4.3.3) 


两 项 相应 的 图 形 如 图 4.3.2 所 示 . 当 t1 之 i, 时 ,第 一 
项 代表 入 射电 子 先 受到 库仑 场 的 作用 然后 发 射 光 子 ， 
第 二 项 代表 先 发 射 光子 再 受到 库仑 场 的 作用 . 当 11 > 
ts 时 过 程 较为 复杂 ,中 间 态 中 有 正人 负电 子 对 的 产生 . 也 2 
我 们 在 $3.5 中 曾经 指出 ,自由 电子 是 不 能 辐射 
光子 的 , 因 动 量 守 恒 和 能 量 守 恒 不 可 能 同时 满足 ,在 图 4.3.2 电子 在 核 库伦 势 作 
这 里 由 于 库仑 势 提供 了 附加 的 动量 (库仑 场 不 随时 间 用 下 的 辐射 
变化 故 不 提供 附加 能 量 ), 才 使 辐射 成 为 可 能 . 
(4.3.3) 式 中 的 Us (XT) ,Un (XT), A (z) 以 及 和 (xz 一 zi) 可 用 以 前 给 出 的 
表达 式 代 和 人 ,至 于 库仑 势 , 其 傅 里 叶 展 式 为 


Za 多 | Todd (4.3.4) 


r 21 
上 式 证 明 如 下 : 先 将 dg 写成 |g “sin0dbdoda， 0 为 9 与 x 间 的 夹 角 , 于 是 右 方 积 
分 即 化 为 
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™ . 号 1 。 
| de|singdbgdparew 一 2x|， da| dcos0e™™ 
0 -1 
加 ”1 Sinor -Sinor 
= 4x | da 二 2x| da i (4.3.5) 


再 将 singr 用 序 (e” -er ) 代 入 ,由 于 原来 的 名 生 在 9 = 0 处 并 无 奇 点 , 故 取 积分 


路 线 从 g =0 下 方 绕 过 或 从 上 方 绕 过 均 可 .然后 对 含 e” 的 项 补充 复 g 平面 中 上 半 
平面 的 无 穷 大 半圆 ,对 含 e “的 项 补充 复 g 平面 中 下 半 平 面 的 无 穷 大 半圆 即 可 利 
用 留 数 定 理 将 (4.3.5) 式 中 对 9 的 积分 求 出 . 从 而 可 证 明 (4.3.4) 式 成 立 . 此 式 的 
物理 意义 是 ,库仑 场 含 有 各 种 动量 ( 即 fq 的 各 种 取 值 ) 的 成 分 [动量 的 值 愈 低 ,其 


成 分 愈 大 | [2 )], 因 而 它 可 以 传递 动量 给 电子 . 
利用 (4.3.4) 式 不 难 求 出 


| 2 天 
S% 一 一 (2r) Ze’ 二 bp) ) Mus (pi) (iE 一 EF, 一 ficw ) ， 


(4.3.6) 
其 中 
_/,，，， Vi7y* (p+ 航 ) iyY，(p1 一 亦 ) 
M=(7Y 0) pe te yr ry. en ) ， 
(4.3.7) 


7*p 代表 7,p, ,pp” 代表 pp, .在 (4.3.7) 式 的 分 母 中 本 来 还 有 ie .但 由 于 这 些 分 母 
不 会 为 零 ( 参 见 p. 146 注 ) , 故 ie 被 略 去 . 

(4.3.6) 式 中 只 含 一 维 6 函数 , 它 代 表 了 能 量 守恒 关系 .在 动量 站 ,pm 和 让 
之 间 则 不 存在 约束 性 关系 . 因为 不 论 p 和 取 何 值 ,都 可 从 库仑 场 中 得 到 合适 的 
动量 转移 #iq 使 动量 守恒 律 得 到 满足 (当然 它们 的 取 值 会 受到 能 量 守 恒 关 系 的 限 
制 ). 

下 面 再 求 单位 时 间 的 牙 迁 概率 . 仿 前 ， 


1 ZZ ~(s 5 
四 6 2 (p2 一 十 认 7 2 2 (pa) Mu (pi) PE — Es — to), 
1 


(4.3.8) 
而 末 态 电子 的 动量 在 4 p;、 在 dk 的 状态 数 为 
2 


其 中 p, 代表 | p, | 将 上 起 江上 w 并 对 EE， 积分 .结果 即 为 未 态 电子 如 谎 5 、\ 动 量 方向 在 dp， 
范围 .光子 偏振 为 1, 波 矢 方向 在 dQ 范围 频率 在 dw 范围 的 跃迁 率 dW， 
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7Z2 6 五 FE 
dW -一 3 wp> 2 


VO lu (ps Mu (pi) 12d0dwod2.， (4.3.10) 


在 此 式 中 ,EE, = El — fiw, p2 = | pz | =A/ (Eho) me C ,两 者 都 由 Ei 及 fiw 确定 . 利用 


u“”(p) 的 表达 式 以 及 

— Elc ?| 0 —1i6 * eu 

-G.p Elc/) “eu [, * Cy 0 | (4.3.11) 
可 将 w 2 (ps)Mu' (pi ) 用 2x2 和 矩阵 天 在 泡 利 旋 量 2 (zz ) 和 岂 ， (ni ) 间 的 矩阵 元 表示 出 
来 , 即 


& 2 (pa) Mu (pi1) = $1 (n2)K$, (ni), (4.3.12a) 
其 中 


1 1 
EE + mj tmp + M) + molt® 天 (| 
(Ei + me) to (p+ Hk) Gg: pi)+ (E+ me’)(G eu)((El + mc’)o 
(pz + hk) + (Ei — me’)e pi)] 


ml((E, + ac ) +(e po: (pi - tk))(e: pi)(o en) 


+ ((E,+ mc’”)e: (Pi 一 #k)+ (FE, 一 mc’)(o pz2))(G * eu) (E+ mc’ )]i. 
(4.3.12b) 
而 #(n) 表 示 序 on 的 本 征 值 为 * 的 泡 利 旋 量 . 


2. 币 致 辐射 的 微分 截面 


在 韦 致 辐射 情况 ,由 于 有 人 射电 子 流 故 可 以 定义 一 个 微分 截面 dc, 它 等 于 


dW 除 以 人 射电 子 流 的 密度 名 = 人 


Fes EEfho 


do 一 2 7 (p> 一 pi 十 2 


| g (n2)K$, (n1) (dQ,dwdQ. 


(4.3.13) 

此 式 表 示 do 已 与 场 的 归 一 化 体积 V 无 关 , 这 正 是 所 期 望 的 . 
如 采 我 们 不 区 分 末 态 电子 的 螺 度 , 则 应 将 上 式 对 s, 求 和 .再 若 初 态 电子 是 非 
极 化 的 , 则 应 对 s: 求 平均 .总 起 来 即 对 * 的 两 个 值 求 和 再 除 以 2. 这 种 情况 下 的 微 


分 截面 dc 即 为 
~ _ Ze 瑟瑟 地 
?27 (p»— pi+ ik) pp 


p> | $s (n2)K$, (ni1) | df,dwdQ. 


(4.3.14) 
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(4.3.14) 式 中 > | 加 K#$, 1? 可 以 计算 出 来 .首先 来 对 ss 求 和 .利用 %:3 (ma ) 构 成 旋 量 空间 完 
备 集 即 得 


Dan K#$, | = We 天 网 由 K$., = $1 KiK$, ， 
再 对 si 求 和 ， 结果 就 是 KK 的 迹 : 
2) 1 $n2)K$, (nm) 1 = (KK). (4.3.15) 
利用 公式 
(oo: fi)(o :ff)=f :f+tio: (fi x f,), (4.3.16) 


[参见 (2.3.9) 式 ] 可 将 K 中 所 含 的 oa 宕 次 降低 到 零 阶 和 一 阶 .从 而 立即 可 求 出 tr( Ki1K). 这 里 
将 不 列 出 一 般 的 结果 .有 兴趣 的 读者 可 从 量子 电动 力学 或 量子 场 论 的 书 中 查 到 .下 面 只 给 出 非 
相对 论 情况 下 的 近似 结果 并 从 物理 上 加 以 解释 .这 一 近似 结果 可 用 于 “通过 轧 致 辐射 来 产生 连 
续 谱 z 光 ” 的 过 程 . 

首先 将 K 中 的 分 母 化 简 . 利 用 p2+ m2c =0 及 k=0, 即 得 出 


(py+ 豆 》+m?c? = 2py: 丽 = 2p,: 刺 -Ei 


在 非 相对 论 情 况 下 ,上 式 右 方 第 一 项 与 第 二 项 之 绝对 值 比 为 一 cos9 故 第 一 项 可 略 去 ,另外 EE， 
还 可 近似 为 mc” ,于 是 得 

(pz + FR) + mm’ ce’ ST 2mfiw. (4.3.17) 
同样 

(pi 一 约 ) + m’c? 2 2mfiow. (4.3.18) 
将 (4.3.17) 和 (4.3.18) 式 代入 KK 中 ,再 将 其 中 的 (下 + me? ) 近 似 成 2mc? 并 略 去 小 项 ,结果 得 出 


Kx- (Pa)( ee)-(r ee) (pti) 


+(o:e)(o:p)+o: (pi— ik)(o: ew)]. 
进一步 化 简 可 利用 (4.3.16) 式 以 及 大 .ev =0. 最 后 得 出 


K 和 一 (Pi 一 pa) ， eul, (4.3.19) 
T 为 二 维 单位 矩阵 .于 是 有 
u(KIK) = 一 -2z[(Pi ~ ps) * ou]. (4.3.20) 
另外 ,在 非 相 对 论 情况 ,光子 动量 # 的 值 要 比 |p, -pi | 小 得 多 ,这 是 因为 


1 1 
fiw = 下 1; — EE, ~ (有 1 — p2) = FCP1 + p2) (Pi 一 P2)， 


从 而 


1 
| fk | = hw = = Fp + p2)* (pi ~ p22) <I pi pl. (4.3.21) 


此 结果 表明 ,尽管 电子 的 能 量 改 变 完 全 由 于 发 射 光子 ,但 在 非 相 对 论 情况 下 其 动量 改变 却 主要 
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来 自 库仑 势 的 作用 ,而 不 是 由 于 光子 带 走 的 动量 . 

由 于 库仑 势 的 散射 并 不 改变 动量 的 绝对 值 , 故 可 合理 地 认为 (4.3.14) 式 中 的 因子 差 近 他 为 
1. 再 将 下 = mc 、 (4.3.15) (4.3.20) 和 (4.3.21) 式 代 人 ,即将 (4.3.14) 式 化 为 
人 yp: ~ pa) * eu J dQ2dwdn. (4.3.22) 


如 果 测 量 中 也 不 区 分 光子 的 偏振 , 则 应 将 上 式 对 7 求 和 . 
不 难得 出 
2 [(pi1—p2):eu] =(pi— p2)’ (sin Ocos 9 + sin Osin’ 9) 
=(Pi 一 pz) sin 0, 
其 中 9 为 (pi 一 p;) 与 上 之 间 的 夹 角 ,参见 图 4.3.3. 
利用 (4.3.15) 式 即 得 出 非 相 对 论 情况 下 非 极 化 
图 4.3.3 六 - 记 的 ， 的 电子 的 轧 致 辐射 的 微分 截面 (不 区 分 光子 的 偏振 和 


方位 图 末 态 电子 的 极 化 ) 为 
一 人 pA 1 。 2 
do = 2 do = Te 3 my 0d0:dwd0 . (4.3.23) 
此 式 有 一 个 简单 的 物理 解释 . 为 此 将 其 中 一 pa): 分 成 两 个 因子 [一 和 


(v1 一 v2) 的 乘积 ,于 是 (4.3.23) 式 可 写成 
- _ [4m Ze e (v1 — v2)° 
do = re 一 pd [2 
第 一 个 因子 代表 卢 瑟 福 散 射 的 微分 截面 ,描述 电子 在 库仑 势 中 的 散射 .第 二 个 因子 
则 代表 在 此 散射 的 过 程 中 辐射 到 dwd0Q 范围 的 光子 数 . 


对 第 二 个 因子 的 解释 可 从 下 述 经 典 分 析 得 出 .对 于 非 相 对 论 粒子 ,经 典 电动 力学 给 出 zt 时 
刻 的 微分 能 量 辐射 率 为 


sin ?gdwd0 |， (4.3.24) 


dW = 2 (4.3.25) 
4nc 
于 是 在 整个 过 程 中 电子 辐射 到 dQ 的 能 量 为 
dU = -2 | | v(z) dz |sin? 0d0. (4.3.26) 
设 v(z) 的 健 里 叶 变 换 为 v(w), 即 
s(t) = | vo)e wdo, (4.3.27) 
不 难 证 明 
| | v(t) |*dt = 2r| |v(w) |*dw. (4.3.28) 


当 核 库仑 势 有 电子 云 屏 项 时 ,v(z) 只 在 一 个 短 的 作用 时 间 2r 内 不 为 零 , 因 此 它 可 近似 表 为 ( 设 
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作用 时 间 在 t=0 附近 ) 
v(t) = (v, — vi )8(z), (4.3.29) 
其 中 5(z) 为 宽度 2r 的 准 5 函数 : 


5(1) = 云 |“ Ei da ， (4.3.30) 
on, 


ww 为 一 截止 频率 ,其 值 的 量 级 为 一 ， 
将 (4.3.30) 式 代入 (4.3.29) 式 再 与 (4.3.27) 式 比较 即 得 出 ,v(w) 为 一 维 白 谱 , 即 


1 NA 
0 当 w < wu, 
于 是 (4.3.28) 式 化 为 
| | v(t) “di = | | v2 — vi | dow. 


将 上 式 代 入 (4.3.26) 式 , 即 得 辐射 到 dwdQ 的 光子 数 为 


2 
e 2 .2 1 
dn = 4c | 也 2 v1 | “sin 0 和 了 dod92， 


这 就 是 (4.3.24) 式 第 二 个 方 括号 中 的 因子 . 
以 上 我 们 着 重地 讨论 了 非 相 对 论 情 况 . 对 于 极端 相对 论 情 况 , El, 已 , 六 mac2. 
这 时 韦 致 辐射 将 在 人 射电 子 的 方向 具有 尖锐 的 峰 , 即 辐射 的 光子 集中 在 pi 方向 


附近 张 角 为 4 一 警 的 圆锥 内 . 其 角 分 布 粗略 地 由 下 述 公式 表示 ; 


( + 本 
从 町 致 辐射 这 个 例子 ,我 们 还 能 看 到 量子 电动 力学 与 经 典 电 动力 学 在 物理 观 
点 上 的 差异 .在 经 典 电动 力学 中 ,加 速度 是 电子 辐射 电磁 波 的 原因 , 币 致 辐射 的 产 
生 就 是 由 于 核 库 仑 势 使 电子 获得 了 加 速度 . 而 在 量子 电动 力学 中 ,电子 发 射 光 子 是 
其 内 在 的 特性 ,即使 没有 外 场 ,电子 也 能 发 出 来 光子 ,只 是 由 于 能 量 动量 守恒 律 的 
限制 ,发 出 来 的 光子 不 能 脱离 电子 而 远 去 ,只 能 再 被 电子 吸收 ; 核 库 仑 势 在 韧 致 辐 
射 中 的 作用 是 提供 了 使 守恒 律 能 满足 的 条 件 ,使 电子 发 出 的 光子 能 真正 地 辐射 出 
去 . 反 过 来 , 氢 原 子 中 处 于 基态 的 束缚 电子 ,虽然 受到 核 库 仑 势 的 作用 ,具有 加 证 
度 ,由 于 能 量 守 恒 律 不 满足 它 也 不 能 辐射 光子 . 这 是 经 典 电 动力 学 所 不 能 解释 的 . 


34.4 光子 与 日 由 电子 的 散射 


在 本 节 和 下 节 中 ,我 们 将 对 光子 与 电子 散射 的 问题 进行 讨论 ,本 节 讨 论 的 是 光 
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子 与 自由 电子 的 散射 . 当 光 子 为 高 能 光子 时 ,这 种 散射 通常 称 作 康 普 顿 散射 .下 市 
讨论 的 是 光子 与 束缚 电子 的 散射 . 

在 原子 物理 课 中 , 曾 利用 能 量 与 动量 守恒 定律 推出 了 散射 光子 的 频率 随 着 散 
射 角 的 变化 (因子 光子 的 频率 与 其 能 量 成 正比 ) ,但 不 能 给 出 光子 散射 截面 的 角 分 
布 .因为 计算 这 种 角 分 布 需要 动力 学 的 理论 ,这 正 是 本 节 课 所 要 解决 的 问题 . 


1. 散射 的 $ 矩阵 元 与 跃迁 率 
此 矩阵 元 与 上 节 中 的 思 致 辐射 的 S 矩阵 元 很 
相似 ,只 需 把 其 中 的 库仑 势 换 成 了 入 射 光子 的 势 Pp, 


ke 


函数 .因此 只 要 通过 下 述 代 换 : x 
A(x) > ASD (zr), yy,, | p 
AW (zr) 一 Ac)(z)， Pa nm An 
即 可 从 (4.3.3) 式 得 出 本 节 的 SP 寺 《p,，, sz; kz， (a) Cb) 
,|SO pi,sijyki,l). 将 ws (zx),A(z) 和 


, 图 4.4.1 光子 与 自由 
S (zx,— Zi) 的 表达 式 代 入 后 ,对 Zl 和 x, 的 四 电子 的 散射 


维 积分 即 可 求 出 ,得 到 两 个 四 维 $ 函数 的 乘积 ， 
对 于 图 4.4.1(a) 和 (b) ,它们 分 别 为 妾 (六 - 访 一 页 )8 (一 加 一 磷 ) 和 8f( 记 一 
Pi+ 各 ，)5(p 一 pz + fk1), 再 对 p 积分 即 可 求 出 S28 为 


. ?4 Gs.) 4 
SO = (22x) — up Mu pi) (pi + iki — ps — Rk,), 
ff 1\ eT Vi ww. p2 pi 1 1 2 2 
(4.4.1) 
其 中 
加 iy * (pi 十 fk1)— mc , 
z M=(Y en) (i mY et ) 
iy * (pi 一 fk) 一 mc 
+(Y.: can) mY ex,1, )- (4.4.2) 


我 们 先 来 说 明 上 式 中 的 分 母 不 会 为 零 , 故 不 必 加 一 ie. 先 看 第 一 个 分 母 . 它 可 以 与 
成 


(pi + Wk)? + me? ~ BB + jon)? = 正二 mc ~ (Er + fen)”, 
(4.4.3) 


从 图 4.4.1(a) 可 以 看 出 ,上 式 右 方 的 PP + m?c? 等 于 与 ,其 中 玉 代 表 动 量 为 p 的 
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自由 电子 能 量 . 由 于 p= Pi + ki 满足 动量 守恒 的 要 求 , 故 若 (4.4.3) 式 右 方 再 等 
于 零 , 则 能 量 守恒 的 要 求 亦 将 满足 ,这 意味 着 人 射 的 自由 电子 通过 吸收 入 射 的 光子 
“ 实 路 迁 " 为 男 一 个 自由 电子 . 而 这 是 不 可 能 的 . 同样 第 二 个 分 母 (p, - 砚 :)2 + 


mc =p +m’c? (EE ws) ,其 中 p= pi 一 k,, 故 从 图 4.4.1(b), 若 该 分 


母 等 于 零 , 意 味 着 人 射 的 自由 电子 通过 放出 末 态 光子 变 成 动量 为 p 的 自由 电子 ， 
而 这 也 是 不 可 能 的 中 . 


附带 指出 ,(4.4.2) 式 中 的 分 母 同 通常 二 级 微 扰 论 的 结果 5)《 厂 2X 吕 Vl 引咎 的 分 


母 是 一 致 的 .下 面 简单 说 明 一 下 两 者 之 间 的 联系 . 先 看 (4.4.2) 中 的 第 一 个 分 母 . 令 玉 = 
~V (pi + fiki 六 十 m”c” ,由 于 下 1 十 瑚 ol = 上 ,+ wz , 即 可 化 出 


Dim (Ei (4.4.4) 
上 式 右 方 分 母 中 的 第 一 个 因子 EE- Ei - ji 就 是 图 4.4.1(a) 所 对 应 的 “通常 二 级 微 扰 论 公式 
中 ”的 分 母 E,, - EE; , 因 图 4.4.1(a) 画 出 的 是 i >z 的 情况 ,中 间 态 就 是 单个 电子 .由 于 与 二 
都 是 积分 变量 ,t, 也 可 能 比 ti 小 . 当 zt,<zi 时 图 4.4.1 化 为 图 4.4.2. 对 于 其 中 的 图 4.4.2(a)， 
中 间 态 中 反 电子 的 动量 等 于 一 (pi + fki), 它 的 能 量 亦 等 于 (4.4.4) 式 上 面 定义 的 EE. 故 中 间 态 
的 能 量 为 El + fiwi + 玉 + Es + fw , 它 与 初 态 能 量 Ei + fwi 之 差 就 是 巨 + E+ fw, 即 (4.4.4) 
式 分 母 中 第 二 个 因子 .我 们 在 $3.5 中 曾经 指出 ( 见 图 3.5.5 下 的 讨论 ), (4.4.2) 式 右 方 第 一 项 
为 图 4.4.1(a) 和 图 4.4.2(a) 两 个 物理 过 程 的 贡献 之 和 . 


k 


pi ki 


(a) (b) 
图 4.4.2 光子 与 自由 电子 的 散射 


同样 可 对 (4.4.2) 式 中 第 二 个 分 母 进行 讨论 .这 时 ,可 将 该 因子 写成 
C 


1 
(pH) time (EF -E+ (E+E, Ro) (4.4.5) 
其 中 EE =V (pi 一 航 , 了 c+ mic .于 是 (E+ #2 一 1) 代表 [图 4.4.1(b)] 中 的 中 间 态 与 初 态 


@ 以 上 是 从 发 生 在 zi 的 作用 来 分 析 , 利用 pi 十 ki = ps + fk 以 及 pi — fk, = p27 
ki ,我 们 也 可 从 发 生 在 zz 的 作用 来 分 析 . 这 样 上 述 论证 就 可 用 到 (4.3.7) 的 分 母 上 .另外 ,图 
4.4.1 对 应 的 是 t; > 的 情况 , 当 ts<ti 时 ,可 按 图 4.4.2 类 似 地 来 论证 . 
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的 能 量 差 ,而 已 + EE, - jul 代表 [图 4.4.2(b)] 中 的 中 间 态 与 初 态 的 能 量 差 . (4.4.2) 式 中 第 二 
项 即 为 这 两 个 物理 过 程 的 贡献 之 和 . 

在 近代 的 量子 场 论 或 量子 电动 力学 的 书 中 , 常 采用 另 一 种 说 法 : 即 把 图 4.4.1 中 的 p=(p， 
po ) 作 为 中 间 态 电子 ( 虚 粒 子 ) 的 四 维 动量 ( 即 动量 加 上 能 量 ). 这 样 因 子 学 (如 - 思 - 起 ; ) 
8 (一 p2 -让 ) 就 给 出 在 每 个 作用 顶点 处 形式 上 能 量 和 动量 都 是 守恒 的 .但 这 样 定义 的 中 间 
态 电子 ( 虚 粒 子 ) 的 能 量 poc 和 动量 p 不 满足 通常 的 动量 能 量 间 的 关系 p> + m?c? = 及 .这 一 情 
况 被 说 成 “四 维 动量 不 在 质量 过 上”. 我 们 看 到 ,近代 场 论 中 的 这 种 说 法 与 普通 微 扰 论 中 的 说 法 
实际 是 同一 内 容 的 两 种 表 叙 ,互相 是 等 价 的 :一 个 把 中 间 态 电子 的 能 量 仍 按 质 过 关系 ( 即 E? = 
pc + mc ) 来 定义 ,这 时 虚 跃 迁 能 量 不 守恒 , 另 一 个 说 虚 跃 迁 能 量 守 恒 , 但 中 间 态 电子 的 能 量 
与 动量 不 满足 质 壳 关系 , 故 不 是 自由 电子 . 

下 面 接着 按 (4.4.1) 和 (4.4.2) 式 来 计算 跃迁 率 .同上 节 一 样 ， 


w= 未 1《f1S® 1 
_ (2n)° ec 


wow Vi 1 a2 (ps Mu sD (pi) 8 (pi + Ri — ps 一 大 ). 
(4.4.6) 
利用 p?+m’c = pi+m’c’ =0,k?=&2=0, 可 将 (4.4.2) 式 简化 为 


i 了 。， (pi 十 大 ) 一 mc 
M = (7 。 on) ” ex 7 ) —(Y “ ex ) 


1y ” (pi 一 kk, ) 一 IC 
0 er, 1, ). 


末 态 电子 和 光子 的 动量 分 别 在 d zz 和 dh 范围 内 的 状态 数 等 于 


(4.4.7) 


VvV? 
nisd Pad ko 一 (27 i sd p2 wi dw,d(2’, (4.4.8) 


将 ww 乘 上 上 述 状态 数 , 然 后 对 d ps 积分 , 即 可 得 到 光子 散射 到 dQ2dw, 范围 的 路 
迁 率 为 
Ei 


WwW ~ (s 5 
所 | iu 2 ( pa) Mu 1 (Pi ) “6( wi 一 02 十 下 了 2)dwzd0 


值得 注意 的 是 ,进一步 对 CO 2 识 分 时 ， 并 不 简单 地 就 是 将 pi 一 2 (FE, Ei ) 代 


入 被 积 函数 ,原因 是 31 — wo» 1 - 泽 ) 中 的 已 是 与 w, 有 关 的 函数 : 


FE, = ~ (pi 十 fk 一 ei + mc, |k,|lc= w,. (4.4.9) 
故 正 确 的 积分 结果 要 再 多 出 一 个 因子 一 一 一 于 - 这样， 单位 时 间 内 光子 散射 到 
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dQ3 范围 并 具有 偏振 /> ( 末 态 电子 螺 度 为 ;, , ps = pi + fik1 一 不 ) 的 概率 就 等 于 
dW = 《站 u'2 (pa ) Mu (pi) | 0 (4.4.10) 
从 下 文 的 小 字 说 明 中 ,我 们 求 出 :在 初 态 电子 为 静止 的 参数 系 中 


dE, fi°(w, 一 wicos0) 


其 中 9 为 k, 与 天 间 的 夹 角 ( 即 散射 角 ). 再 加 上 原子 物理 课 中 所 学 过 的 散射 光子 
频率 随 0 变化 的 公式 [参见 下 文 (4.4.14) 式 ] 即 可 将 (4.4.10) 式 化 为 


4 2 
dW = FE。 一 | a (ps) Mu (p,) 12d07 (4.4.12) 
1 


下 面 先 来 推导 散射 光子 频率 随 散 射 角 的 变化 

在 此 问题 中 , 初 态 的 p; 和 #1 是 给 定 的 , 末 态 中 的 p, 和 大, 共 含 六 个 变量 (各 粒子 的 能 量 
均 由 其 动量 决定 ,不 再 是 独立 的 变量 ) ,其 中 四 个 可 通过 能 量 和 动量 守恒 关系 确定 , 剩 下 两 个 仍 
可 任意 取 值 .我 们 取 这 两 个 变量 为 k, 的 方向 角 9 和 p. 为 简单 计 , 我 们 选取 参考 系 与 初 态 电 子 
相对 静止 ,并 取 坐 标 系 的 z 轴 与 ki 同方 向 .这 时 (4.4.9) 式 化 为 


FE; = V (w+ ww? — 2w wc0s0) + mec. (4.4.13) 
将 上 式 以 及 Ei 一 mc 代入 WW2 一 Wi + 二 (EE EE, ) , 即 可 解 出 


2 
MC wi 


人 2 二 Er — fe e080? Fr = mc” + fiwi = E, + fw,. (4.4.14) 


这 就 是 原子 物理 学 中 给 出 的 散射 光子 随 散射 角 9 变化 的 关系 (也 称 作 康 普 顿 效应 公式 ). 
顺带 指出 ,由 于 p2—Di 十 hk 一 fk, , 而 pi 和 ki 是 已 知 的 ,ws， 由 (4.4.14) 式 给 出 , 故 当 Kk» 
的 方向 给 定时 , p 也 就 完全 确定 . 


(4.4.14) 式 也 可 用 约 化 波长 二 = 元 表 示 出 来 ,结果 为 


入 = 天 十 2 元 sinz 与 ， 区 = -二 (4.4.15) 


入 即 电 子 的 约 化 康 普 顿 波长 .由 于 它 是 一 个 小 量 , 故 只 当 入 射 光子 能 量 很 高 时 ,元 与 元 的 差别 
才 显 著 . 从 (4.4.13) 式 即 不 难 求 出 (4.4.11) 式 . 

值得 指出 的 是 ,有 些 书 认为 康 普 顿 效应 是 量子 理论 所 独 有 的 ,在 经 典 的 电子 散 
射 中 不 会 出 现 频 移 .这 是 不 正确 的 .在 考虑 了 入 射 波 中 的 磁场 对 电子 的 作用 后 ,经 
上 典 散射 理论 也 能 给 出 散射 光 的 频率 随 0 的 变化 .下 面 作 具 体 说 明 . 

在 通常 的 经 典 散射 理论 中 ,只 考虑 入 射 波 中 电场 对 电子 ( 设 原来 是 静止 ) 的 作 
用 . 它 将 使 电子 作 强 迫 振动 从 而 发 射电 磁 波 ,这 就 是 散射 波 .但 若 进 一 步 考虑 人 射 
光 中 磁场 对 振动 电子 的 洛 伦 兹 力 以 后 ,就 会 得 出 振子 将 获得 一 个 沿 和 人 射 光 方向 的 
动量 .我 们 知道 , 当 振 子 以 速度 v 沿 入 射 光 方向 运动 时 ,振子 的 强迫 振动 频率 将 不 
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是 人 射 光 的 频率 wi ,而 是 


w ; 三 uil1 一 2) 
这 就 是 多 普 勒 效应 .而 一 个 静止 的 观测 者 所 测 到 的 该 运动 振子 在 9 方向 所 发 射 的 
电磁 波 ,其 频率 又 不 就 是 wi 而 是 男 一 个 值 w, (第 二 类 多 普 勒 效应 ): 


WwW = wi (1 十 080 |~ wil[lt+ 二 (cosb — 1)] 


= (1 -22sin 5) (4.4.16) 
用 约 化 波长 表示 出 来 即 为 
各 = 和 (1+ 2 全 sm) (4.4.17) 
当 振子 散射 的 总 能 量 达到 U 时 ,根据 动量 守恒 它 从 入 射 光 所 获得 的 动量 应 为 
已 (因为 散射 波 是 全 方向 的 ,并 未 带 走动 量 ) ,于 是 它 的 v 将 等 于 .代入 (4.4.17) 


式 即 得 


各 二 和 (+ 和 si 让 (4.4.18) 
这 就 是 经 典 理论 所 给 出 的 散射 波 波长 随 散射 角 0 的 变化 关系 . 如果 取 散射 能 量 
U = fw ， 并 注意 到 入 = 外 = ,(4.4.18) 式 即 化 成 量子 理论 的 (4.4.15) 式 . 


由 此 可 见 ,散射 波 频 率 的 移动 并 不 是 量子 理论 所 独 有 的 ,经 典 理 论 同 样 有 . 两 
者 相 比 ,量子 理论 的 特点 仍 只 表现 在 被 散射 的 能 量 是 量子 化 的 ,每 次 散射 的 能 量 等 
于 特定 值 fiw] 。 


2. 散射 的 微分 截面 
我 们 知道 在 散射 问题 中 ,直接 反映 散射 体 的 散射 能 力 的 不 是 散射 率 而 是 散射 
截面 , 因 散射 率 与 人 射流 的 密度 有 关 . 将 dW 除 以 入射 光子 流 密度 二 (因为 * 射 的 
是 和 V), 即 得 出 散射 的 微分 截面 do .由 (4.4.12) 式 ， 
do = 1E, 3 了 2 zt (p22) Mu (pi) (dQ. (4.4.19) 
如 果 初 态 电子 是 非 极 化 的 ， 站 人 则 应 对 ss 求 和 并 对 
si 平均. 这样 的 微分 截面 记 作 do, 即 da= 序 2 do .经 过 比较 繁复 的 代数 运算 可 以 
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求 出 ( 设 p; =0, 如 前 ) 
~ 1, 


一 人 2 。 2 42 CI 
do = re (和 =) a(n ex 1, ) + 一 t+ 21d02>, (4.4.20) 


1 


其 中 


Tr. 
mc 


为 电子 的 经 典 半 径 , 其 值 约 为 2.82 x 10-*ecm. 实际 上 x, 并 不 具有 电子 半径 的 意 
义 , 它 只 是 由 电子 的 物理 参数 (加 上 其 他 普 适 参数 ) 所 做 成 的 一 个 量 纲 为 长 度 的 量 
而 且 其 中 不 含 无. 


当 人 射 光 子 的 能 量 io， 比 mc? 小 得 多 时 , 弛 将 近似 为 1, 因 为 由 (4.4.15) 式 


1 一 1+ ho 与 . (4.4.21) 
WwW? mc 
将 二 之 1 代入 (4.4.20) 式 即 得 
do re[ ery, ° et ] d07 . (4.4.22) 


不 难 证 明 在 此 情况 下 散射 后 电子 的 速度 属于 非 相 对 论 范围 ,因由 E, < mc? + fw， 即 可 得 出 
p2c’ <2mc’ fcw1 十 ww? .于 是 有 

22 < 2 <1. (4.4.23) 
附带 指出 ,只 当 入 射 光子 波长 小 到 2.43 Xx 10-*em 时 ,相应 的 fw 才 等 于 me?. 


(4.4.22) 式 表明 ,在 非 相 对 论 情况 下 ,do 只 依赖 于 cos @ ,其 中 日 为 ez (ks) 与 e*(ki) 之 
间 的 夹 角 . 此 结果 与 经 典 理论 一 致 . 


对 于 另 一 种 特殊 情况 , 即 ho 六 mac? 的 极端 相对 论 情况 ,我 们 可 区 分 小 角度 区 2sin? 了 << 
下 -和 大 角度 区 2sin 所 光 如 -来 分 别 讨论 .在 小 角度 区 ,由 (4.4. 21) 式 仍 有 2 1, 于 是 


(4.4.22) 式 仍 成 立 . 在 大 角度 区 ,由 (4.4.21) 式 有 已 六 1, 这 时 (4.4.20) 式 给 出 


dc> 二 7 0 . (4.4.24) 
再 利用 (4.4.21) 式 可 将 上 式 化 为 
do lm 1 gq, (4.4.25) 


8 “jul sin sm od 
这 时 do 与 初 末 态 光子 的 偏振 无 关 , 并 随 着 散射 角 增 大 而 减 小 .这 两 个 区 对 总 截面 的 贡献 大 体 相 
当 . 
如 果 进 一 步 初 态 光子 也 是 非 偏 振 的 ,同时 测量 中 又 不 区 分 末 态 光子 的 偏振 , 则 
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应 对 (4.4.20) 式 右 方 对 1, 求 和 并 对 1 取 平 均 .所 得 的 结果 用 do 表示 , 即 


-1 ;|/w, 2 WwW2 | WI 7 
da 一 8 7 园 2 4(er 。 ex 1, ) To To 一 2 d(2;. (4.4.26) 


下 面 先 来 对 7 求 和 . 取 坐 标 架 如 图 4.4.3, 其 中 i 为 ki ， 
方向 单位 矢量 ， €1,€2 分 别 为 Ek 的 两 个 取 回 , 则 有 Ek212 


2 2 
(er ， ex,1, ) = (e1: ex,1, ) 
1 o, 
2 _ 2 
十 (e 。 er,1, ) 一 1 一 (1 。 ex 1, ) . 


同样 , 取 n, 为 k, 方向 单位 矢量 ,并 令 9 为 ki 与 Ka 间 夹 和 


角 , 则 有 
2 Cn: ep 1 )” =1— cos 0. 图 4.4.3 坐标 架 与 
ow, 的 方位 图 
总 起 来 即 得 出 
2 (er * ek, )*=2-(1-cos0)= 1+cos0. (4.4.27) 
21 /2 


至 于 (4.4.26) 式 中 的 [ 符 + 经 -2 项 ,对 7 和 7 求 和 就 等 于 将 它 乘 上 一 个 系数 


4. . 
将 以 上 结果 代入 (4.4.26) 式 , 即 化 出 
一 一 1 ,|/w> [ws wi 2 
do = 12( 笃 ) 属 十 元 一 sin 9 jans (4.4.28) 


此 式 对 相对 论 情况 与 非 相 对 论 情况 都 适用 . (4.4.20) 式 和 (4.4.28) 式 都 称 作 克 莱 
因 - 仁 科 (Klein-Nishina) 公 式 . 


在 非 相对 论 情况 (之 <1) ,全 之 1,(4.4.28) 式 化 为 


do ~ Fr + eos 0)d0y, (4.4.29) 
与 经 典 非 相 对 论 理 论 的 汤姆 孙 一 致 .这 时 散射 微分 截面 向 前 与 向 后 是 对 称 的 ( 即 角 
分 布 相对 0 一 开 对 称 ) ,参见 图 4.4.4. 总 截面 为 


了 二 A (4.4.30) 


是 一 个 很 小 的 量 ,相当 于 一 个 半径 为 / 8 - (r 为 电子 经 典 半径 ) 的 小 球 的 模 截 面 
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图 4.4.4 光子 与 自由 电子 的 微分 散射 截面 
5= fwi/mc? 圆 点 为 Friedrich 和 Goldhaber 的 实际 数据 


随 着 := “全 增 加 ,ge 在 大 角度 区 持续 下 降 , 总 截面 也 随 之 减少 ,如 图 4.4.4 和 图 


2 
MiC 


4.4.5 所 示 . 


on TT TT 
sR 

NI 
NT 
HT 
DLL 


0.010.020.05 0.10.2 0.5 1 2 5 10 20 50100200 500 a 


图 4.4.5 光子 与 自由 电子 散射 的 总 截面 , 横 坐 
标 《= jui/jzzac” 


从 (4.4.20) 式 和 (4.4.28) 式 还 可 看 出 ,散射 截面 与 带电 粒子 的 质量 平方 成 反 
比 (质量 含 于 ~ 中 ) ,这 样 当 ?7 射线 穿越 物质 时 , 主要 散射 将 来 自 电 子 ( 对 于 y 射 
线 ,原子 中 电子 可 看 成 是 自由 电子 ) , 而 不 是 来 自 原 子 核 .图 4.4.5 还 表明 ,y 光子 
罕 透 物质 的 本 领 随 着 其 能 量 增长 而 增加 . 
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$4.5 光子 在 原子 上 的 散射 和 双 光 子 辐射 


在 本 节 中 ,我 们 主要 是 研究 单个 光子 与 原子 中 束缚 电子 的 散射 . 它 又 可 分 成 机 
种 情况 . 一 种 情况 是 原子 的 未 态 与 初 态 相同 . 这 种 散射 称 为 弹性 散射 . 另 一 种 情况 
是 原子 末 态 与 初 态 不 同 ,未 态 的 能 级 可 以 比 初 态 高 ,也 可 以 比 初 态 低 ( 如 果 该 能 
未 被 占 满 ). 这 种 散射 称 为 非 弹性 散射 ,或 称 为 拉 曼 散射 .通常 ,原子 的 反 冲 可 以 名 
略 , 于 是 弹性 散射 后 光子 的 频率 ws 与 散射 前 的 值 w, 相同 .而 在 非 弹性 散 射 时 , 光 
子 的 频率 要 发 生 改变 . 非 弹性 散射 的 频率 改变 与 康 普 顿 散射 的 情况 有 所 不 同 ,其 改 
变 值 等 于 十 (Es EE), 与 散射 角 无 关 也 与 人 射 光 的 频率 无 关 (其 中 E; 和 E 分 别 
为 原子 末 态 和 初 态 的 能 级 ). 因此 ,通过 拉 曼 散射 可 以 测 知 原子 的 能 级 差 , 这 使 得 它 
成 为 研究 原子 结构 的 重要 实验 手段 

通常 原子 的 辐射 都 是 单 光 子 辐射 ,但 原则 上 并 不 限制 多 光子 的 辐射 ,只 是 其 加 
射 率 很 小 ,不 能 与 单 光 子 辐射 相 竞 争 .但 在 特殊 情况 下 , 单 光子 辐射 受到 抑制 , 双 交 
子 辐射 才 有 机 会 显示 出 来 .本 节 还 将 就 一 个 例子 对 此 进行 讨论 ， 


1. 散射 的 S 矩阵 元 和 微分 截面 
在 光学 频段 入 射 光 子 的 能 量 要 比 “ 电 子 静 止 质量 所 对 应 的 能 量 ”mc? 小 得 多 . 
因而 是 $4.4 第 二 小 节 中 所 说 的 非 相 对 论 情况 .这 时 相互 作用 哈密 顿 量 可 取 为 
H(z)= 一 |Bt(x,2)|A (x,t). V+ eA (x,t) |? (x,t)dz 
三 V+ V,. (4.5.1) 
入 和 六, 分别 表示 单 光子 作用 项 和 双 光 子 作用 项 [此 外 的 栈 ,, 即 为 (3.1.46) 式 和 
(3.1.48) 式 所 示 的 让 (和 让 (zi 之 和 ].(4.5.1) 式 中 的 8(x ,t) 为 
$ (x,t) = ya (8 (x). (4.5.2) 
由 于 是 非 相对 论 情况 .我 们 将 用 普通 微 扰 论 处 理 .散射 为 二 次 作用 过 程 ,因而 S 算 
符 须 取 为 正比 于 e? 的 项 , 即 


SO) = a ANA + 到 | 。 V, (zt)dz. (4.5.3) 
系统 的 初 末 态 分 别 表示 为 
[7D=I ki,0), 1f)=| $$,;k,,1,), 


于 是 
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S9) =- | de[ az Vi(z)V,(z’) | 7) 


+ 去 | (7 V,(z) | i)dz, (4.5.4) 
其 中 V;(z) 随 时 间 的 变化 可 以 表示 成 
V,(2) = et iho, (4.5.5) 
V? 代表 苹 定 记 图 象 中 的 算 符 .不 , 的 本 征 态 | N) 构 成 完全 集合 ,因而 有 
2 | NN |=1. (4.5.6) 


将 (4.5.6) 式 插入 (4.5.4) 式 第 一 项 的 两 个 VV 之 间 , 并 将 两 个 信 用 (4.5.5) 式 代 
人 ,即将 该 项 化 为 


十 Co t . 八 入 . 八 . 八 , 信 _, 合 . 
去 | dt df 2 Ff | e' Hod ys) eiHos | NN ei to/tVy(s)e iHO /EE | i 


5) (s) 
-re 0)D FN NI VD 


€; 一 EN 
其 中 e 代表 体系 的 总 能 量 , 即 ey 三 上 ,+ jua ,ei 二 Fi +owv1.(4.5.4) 式 第 二 项 在 用 
(4.5.5) 式 代入 后 可 直接 积 出 、 


地 | def V1) 12) =— 2rid(es — ef 1 V0 12) 
两 项 合 起 来 即 得 
和 5) | 和 
(f 1 S27 1i) =-2nd(e 一 e )[ 5 FLV NAN VY I + lf| Ve | ?| 


ki 一 EN 


(4.5.7) 
这 就 是 普通 的 微 扰 论 公 式 . 利用 $ 的 展 式 (4.5.2) 和 A 的 展 式 (1.3. 27 ) ， 
《fl1 Ye 1i) 可 立即 求 出 ,结果 即 为 


(fF 1 V2 | )= Wo, en)e eb (x) dz 


一 2rfie” ((e 
Vm VvV wiw, 1 
其 中 (…), 代 表 在 迪 (x) 和 加 (x) 间 取 和 矩阵 元 ,在 人 射 波 和 散射 波 的 波长 都 比 原子 
信 度 大 得 多 的 情况 下 ,在 积分 范围 内 em* 和 e-%* 都 近似 等 于 1, 这 时 (4.5.8) 式 
就 化 成 


ebp )e "#2 , (4.5.8) 


(f | V8 1 2) 人 和 e- (et “ el ) $2 | $812. (4.5.9) 
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这 表明 在 波长 +1、4s 沁 a 时 , 双 光 子 作用 项 只 当 原 子 初 末 态 相同 时 才 有 贡献 
(4.5.7) 式 方 括号 第 一 项 中 有 两 次 VI 作用 .经 过 这 两 次 作用 应 吸收 掉 初 态 
光子 并 产生 出 末 态 光子 .因而 又 可 分 为 下 述 两 种 情况 : 
i) 右 方 的 Vf 吸收 掉 初 态 中 的 光子 并 使 原子 从 #1 跃迁 到 某 个 中 间 态 # ,而 
左 方 的 Vf” 发 射出 末 态 中 的 光子 并 使 原子 从 # 跃迁 到 加 .这 时 中 间 态 |N) 中 无 
光子 ,相应 地 两 个 矩阵 元 为 


(N | VO 11i)=- | Ge | $1 (x)er eaa * V$i(x)d z 


mm Vowi 


_ 2 /Anke .0 : 
TT Voi (e 1 Cp pO), (4.5.10a) 


mm 


Cr(s 1 h 2 天 —ik,*x 
C1V9 1N)=- 半 | 名 (ee :Vb (z) dz 


mm 


2 不 —ik,*x 人 
= £ W (ee, * Pa, (4.5.10b) 


而 分 母 中 的 8, 一 ew 等 于 Ei+ fw 一,. 

i) 右 方 的 ?发 射出 末 态 中 光子 同时 使 原子 从 点 路 迁 到 ,而 左 方 的 VE 
吸收 掉 初 态 中 光子 并 同时 使 原子 从 加 跃迁 到 #,. 这 时 中 间 态 |N) 中 含有 两 个 光子 
(ki,71) 和 (Kk, ,7 ),BH 

| N) = | $, ;ki, Li;k,, 12), 
e, 一 EN = (Et 0) — (E, + fw + fiws) = Ei — E, — iw,. (4.5.11) 
相应 的 矩阵 元 为 


(NI 各 =- 多 生 和 | 由 (zeeveao : Vhi(x)dz 


ee€ 12r 丰 -ix ,人 ^ 
= Vo, * kL, 也 1， (4.5.12a) 
个 S ] 无 2 无 了 "x 
(fF1 V9 1 N)=- | en * Vh (x)dz 
2€ 2 这 .yx , 人 
一 人 Ve 1 Ek p)2n， (4.5.12b) 


在 光波 波长 比 原子 尺度 大 得 多 的 情况 下 , (4.5.10) 和 (4.5.12) 式 中 的 指数 因子 也 
都 可 近似 取 为 1. 
将 (4.5.8)、(4.5.10) 和 (4.5.11) 式 代 人 (4.5.7) 式 中 即 得 出 


" 158 . 辐射 和 光 场 的 量子 统计 理论 


(F1So ii = i Md(E, + fo — Ei Rw), (4.5.13) 
其 中 
M,, = ee | 2) | (e 2 "(er Pp))2. (et (enn 2 
<1 Mm WV WI1 2 m(E: + fw — FE,) 


(em* (er * p))a (es(e, pm 
m(E; 一 fiw, 一 EF, ) 


十 《CCer * ep )eito ao) Da | . (4.5.14) 


上 式 内 的 中 间 态 x 不 限于 原子 的 束缚 态 能 级 , 亦 即 “ 求 和 ”将 包括 对 原子 连续 能 级 
态 的 积分 ,但 在 光学 范围 内 其 贡献 不 太 重 要 . 
在 ea 和 e 2 可 近似 等 于 1 的 情况 下 ,(4.5.14) 式 可 简化 为 


22 (ebp * Panleir “pm err * pase © pa 
Ma EE + Mp EE) | 
+ (ep * er) Cp, | #1)|. (4.5.15) 
有 了 S I 即 可 求 出 跃迁 率 . 
= 示 1《f| SC 1 12 = 35 | Ma [6(E, + fw, — E, — fiwi), 
(4.5.16) 
寿 再 乘 上 未 态 光 子 在 dw,d0Q2 范围 的 状态 数 -一 rs 2 dwzdf23 ,并 对 dw, 积分 即 得 
出 单位 时 间 内 将 光子 散射 到 dQ 范围 的 概率 为 

dW = 各 | M2 | dQ}. (4.5.17) 

将 它 除 以 单个 人 射 光子 的 流 密度 { 二- ,结果 即 为 微分 散射 截面 
和 = 二 | woMa 有 (4.5.18) 


此 值 已 与 归 一 化 体积 V 无 关 . 
2. S 和 矩阵 元 的 约 化 

在 弹性 散射 而 且 初 末 态 相同 ( 风 = 册 ) 情 况 ,5(E, + jos - Ei - fiwi) = 
于 8(os 一 1),(4.5.15) 式 中 Mz, 一 Ma. Mi 的 值 为 
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2 


M» = 5 ee Pen PY Coma PY » PY 
”mwl 二 m(Ei+fw— FE,) m(Ei— fw— Ek,) 


+ (ep : en, )| 二 M+ MY, (4.5.19) 


其 中 w= wi=w,,Mir? 和 M9 分 别 为 单 光子 作用 项 与 双 光 子 作用 项 的 贡献 .为 了 
将 上 式 进 一 步 化 简 ,我 们 先 将 Miy 中 两 个 分 母 展 开 为 
1 1 fiw 天 oo 


Ei-Etfio BE-E'!(E -EY (FE EY(E-E +ho) 
(4.5.20) 
值得 指出 的 是 ,由 于 最 后 一 项 分 母 不 是 (Ei -FE,)” 而 是 (E) 一 E,)?(E, EE,+ 
ow ) , 故 上 述 展 式 并 未 作 近 似 . 再 由 公式 (4.1.10) 亦 即 
(a | pl 6b) = iaw(a | x 1b), wo = (EF, — E,), (4.5.21) 
即 得 (4.5.20) 式 第 一 项 对 M1 的 贡献 为 


ie 


2 、 、 
mi 2 Ll Ex, 1, "x | n(n Ex ” 了 | 1 《1 Ek ° 也 | n)n Ck, 1, Xx | 1) | 


。 2 
le 


hel ] [ (er, “ x) (err 。 p) 一 (ex “ p) er,, 。 x )| 1). 
如 将 Ck 1, “x 写作 2 (es );z; ,将 ex .p 写 作 2 (ei );…p; ,再 利用 了 与 力 , 之 间 


的 对 易 关系 , 即 可 将 上 式 化 为 (es, ,ee ) ,从 而 第 一 项 与 M 名 正好 消去 
(4.5.20) 式 第 二 项 对 M 的 贡献 为 
SE DBE) -los 人 (le PI 
tll le * plna)ln |e, .p11)], 
利用 (4.5.21) 式 即将 上 式 化 为 


2 
-于 [4 | ebp Xx| nDKn | 2 ek | 7 | er "x1|1)] 


一 一 gel [ (ex,, “ x)(er1 * Xx) — (er * Xe ° x)]11)=0. 
这 样 (4.5.19) 式 中 就 只 剩 (4.5.20) 式 右 方 第 三 项 对 Mi 有 贡献 .利用 (4.5.21) 式 


即 得 出 弹性 散射 的 M1 最 后 值 为 


M，= erw 5 2 X)1n Ek * x) 本 (ep, X)1n Ck, * XO 
7 Flt fw— EE, 了 一 天 oo 一 了 


(4.5.22) 
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我 们 看 到 上 式 中 的 分 子 已 化 成 电 偶 极 矩 的 妈 迁 矩阵 元 的 积 
从 以 上 推导 中 ,可 以 看 出 对 于 较 低频 光子 和 较 高 频 光子 , 双 光 子 作 用 项 M8 


都 很 重要 . 对 于 较 低频 光子 , 当 io 比 所 有 中 间 态 与 初 态 间 的 能 量 差 | E, - E, | 都 
小 得 多 时 ,(4.5.20) 式 右 方 就 是 按 TFE- -展开 的 最 大 项 ,次 大 项 与 剩余 项 .这 


样 ,从 以 上 推导 中 可 见 , 单 光子 作用 项 中 的 最 大 项 与 M2 相 消 , 亦 即 M2 与 M2 
同 量 级 @. 对 于 较 高 频 光 子 (但 仍 属 非 相对 论 范围 ,而 且 (4.5.19) 式 仍 适 用 ) , 当 fw 
比 所 有 有 重要 贡献 的 中 间 态 与 初 态 的 能 量 差 |E, - 已 ; | 都 大 得 多 时 , 双 光 子 作用 项 
甚至 成 为 主导 项 ,因为 这 时 
1 1 EF-E, 
EE,+tihovo ~ fw 大 cw 7 
在 代入 Mi 的 表达 式 (4.5.22) 后 ,上 式 右 方 第 一 项 (最 大 项 ) 贡 献 为 零 ,第 二 项 的 贡 
献 可 利用 (4.5.21) 式 仿 前 化 成 -2 (ee :ery ) ,这 样 Mu 就 近似 等 于 M 人 ,从 而 
双 光 子 作用 项 的 确 成 为 主导 项 .实际 上 ,只 当 w 在 上 述 两 种 极端 情况 之 间 并 位 于 
某 个 二 |E， - 巨 ,| 附 近 时 , 双 光 子 作用 项 才 不 重要 . 从 (5.4.22) 式 来 看 ,当知 正好 


等 于 | 已 -五 ;| 时 ,其 中 有 一 项 的 分 母 将 为 零 , 从 而 Mi 将 发 散 .这 种 情形 对 应 于 初 
态 到 中 间 态 的 跃迁 为 实 跃迁 . 当然 , Mi 不 会 真 地 变 成 无 穷 大 ,因为 原子 能 级 实际 
上 有 一 个 宽度 并 不 是 一 个 完全 确定 的 值 (参见 第 六 章 中 的 讨论 ). 但 在 这 些 频率 点 
| Mi | 会 出 现 高 峰 . 这 种 情况 称 为 共振 散射 (荧光 ) .有关 问题 我 们 将 在 以 后 课文 中 
讨论 

下 面 回 到 较 高 频 和 较 低 频 情 况 微 分 截面 大 小 的 问题 .对 较 高 频 光 子 ,不 难 求 出 
J 一 re ex, er ] (4.5.23) 
此 式 也 就 是 光子 与 目 由 电子 散射 的 (4.4.22) 式 .如 果 初 态 光 子 是 非 偏振 的 ,测量 散 
射 截面 时 又 不 区 分 末 态 光子 的 偏振 , 则 微分 散射 截面 亦 将 由 (4.4.29) 式 表示 ,总 截 


面 rw 由 (4.4.30) 式 表示 ,其 值 为 村 六 .这 表明 在 jw 污 E, -EE 情况 下 ,原子 中 的 
电子 可 看 成 是 自由 电子 . 


@ ”由 于 出 现 这 种 相 消 , (4.5.22) 式 的 有 效 性 需要 进一步 审查 . 主要 问题 是 因子 xi* 和 
e 思 “ 是 否 还 能 略 去 .不 难看 出 , 若 w 不 是 太 小 ,对 于 重要 的 中 间 态 (万 -- 】 仍 比 如 大 得 多 
的 情况 , 略 去 ax 和 e zx 因子 仍然 是 可 以 的 . 
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上 述 总 截面 已 是 一 个 很 小 的 量 ,而 按 (4.5.22) 式 下 面 的 讨论 ,对 于 低频 光子 ， 
由 于 Mi 与 Mi? 之 间 的 相 消 ,总 截面 比 上 述 c。( 它 由 M2 所 贡献 ) 还 要 小 得 多 ， 
并 与 w* 成 正比 . 

我 们 看 到 ,原子 对 光子 的 散射 行为 定性 上 与 经 典 电动 力学 中 所 给 出 的 谐振 子 
散射 相似 .在 较 低频 区 散射 截面 随 w 增加 ,中 间 出 现 共振 峰 , 最 后 趋 于 汤姆 孙 散 
射 , 其 总 截面 已 变 得 与 频率 无 关 . 

对 于 非 弹 性 散射 ( 拉 曼 散射 ) 的 情况 ， 双 光 子 作用 项 的 贡献 人 Ck 1 “ Ek 721 等 于 
零 , 单 光 子 作 用 项 首先 化 成 


fiw Vol wy 7 Eit+ fw 一 卫 ， 
ee (4.5.24) 
再 将 
bE fiw] 上 了 上; 一 也， 一 ]1+ fw 
Eli+fow—E, Et+fo -EE’” EF- fo,—E, FE; — fw, — EE,’ 
(4.5.25) 


代入 .(4.5.25) 两 式 右 方 第 一 项 对 (4.5.24) 式 的 贡献 合 起 来 可 写成 


7 (om ”有 )21 . 
像 双 光子 项 一 样 , 它 也 等 于 零 . (4.5.25) 两 式 中 剩 下 的 另 一 项 可 仿 前 来 处 理 , 最 后 
结果 得 


n 


下 1 十 fw — E, Fi fiw, — EE, 
(4.5.26) 
硅 初 未 原子 态 相同 , 即 $= 加, 上 式 就 化 为 (4.5.22) 式 . 
最 后 ,我 们 指出 ,由 于 能 量 守 恒 关 系 , 散 射 光子 与 人 射 光 子 的 频率 差 
ww = (EE _ EF,), (4.5.27) 


识 . 
3. 关于 双 光 子 项 来 源 的 讨论 
这 是 一 个 有 兴趣 的 问题 ,因为 在 原本 的 哈密 顿 量 中 作用 项 为 (3.1.41) 式 即 
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Aslt) = £|f,(x,t)A,(x,t) gz, (4.5.28) 
只 是 单 光子 作用 项 ,在 作 了 非 相 对 论 近 似 后 才 出 现 双 光子 作用 项 .如 何 从 物理 上 来 
理解 它 的 来 源 ? 下 面 将 阐明 , 它 实 际 上 是 通过 中 间 态 的 二 次 过 程 ,只 是 因为 这 个 中 
间 态 含有 正 负电 子 对 ,其 能 量 较 大 .在 非 相 对 论 情况 下 , 它 与 初 态 间 的 能 量 差 可 近 
似 为 常数 2mc” .这 样 才 约 化 成 表 观 上 的 双 光 子 作用 .下 面 仍 以 原子 的 弹性 散射 为 
例 来 作 具 体 的 说 明 . 
当 我 们 从 相对 沦 性 理论 出 发 来 讨论 这 一 问题 时 ， 仍 可 取 库 仑 规范 ,并 将 矿 写 
成 本 ,+ 魏 ;,, ,其 中 H, = H, + Hs. H, ,为 原子 的 相对 论 性 哈密 顿 量 


六,(z) = | 多 (z)(- ificg +: V+ Bm + Vx) YD (x)dz 


- | (z) (cy “V+ mc + yaV(x)) YY rdr, (4.5.29) 


其 中 V(x) 代 表 核 库仑 势 . 与 上 章 不 同 的 是 ,现在 $(xz) 要 用 核 库仑 势 中 的 波 函 数 
J (zr) 三 g(x)e 二 :来 展开 ,其 中 y" (x) 满 足 定 态 犹 拉克 方程 

(—i#cg + V+ Bmc’ + V(x))y'" (x) = Ey'™ (x). (4.5.30) 
上 式 中 的 E, 有 大 于 零 ( 正 能 级 ) 和 小 于 零 ( 负 能 级 ) 两 类 值 ,分 别 用 EE, ,EE,,… 和 


E_,,F_,,… 来 表示 .在 相互 作用 图 像 中 , (xz) 和 乡 (z) 的 展 式 可 写成 
和 (2) = Do" (2) + Dg" (z), 


4 (x) = 3 i (zr)+ D2 J'™ (zr), (4.5.31) 
于 是 电子 在 核 库仑 势 V 中 的 传播 子 即 为 
Syn (x )p" (x)e FD, p>, 
Sox zx)=01 Ty (rz)10) =4" 
-DN en RD, < 
(4.5.32) 


我 们 可 将 (4.5.32) 式 中 >t 和 4 <z 两 个 表达 式 统一 地 表示 出 来 ,结果 为 
SH (zz 一 zr) 二 站 | dkoer' 


J x p(x) 
2 FE,(1 — ic) + fkoc 


在 上 式 的 分 母 中 ,除了 E, + 规 oc 之 外 ,还 有 一 个 无 穷 小 虚 部 , 而 该 无 穷 小 虚 部 的 


(4.5.33) 
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符号 正好 与 E, 相反 . 由 于 E 的 取 值 有 正 有 
仙 , 故 在 &o 的 复 平面 中 被 积 函 数 的 极点 位 置 如 


图 4.5.1 所 示 . 复 k 平 面 。 和 \ 人 ? 
(4.5.33) 式 的 证 明 如 下 (参见 阿 希 叶 泽 尔 等 《量子 jc 
电动 力学 》p.362). 先 推导 下 述 公 式 
fc 十 co eto 
D7 ~ E, (1 — ic) 十 殉 sc do 1<0 
0， 当 (z < 0,E, > 0) 或 (i: > 0,E, < 0)， 
-le 当 : > 0,E, >0, 
eB Gr<0,E <0. 图 4.5.1 ko 复 平面 中 的 积分 路 线 : 


(4.5.34) “>0 时 为 上 半圆 . :<0 时 为 下 半圆 


推导 也 很 简单 , 当 上 < 0 时 ,上 式 积分 可 补 以 下 半 大 圆 ,而 当 :>>0 时 可 补 以 上 半 大 圆 ,( 见 图 
4.5.1) ,理由 如 (3.4.9) 式 下 面 所 述 .被 积 函数 的 极点 在 E, >0 时 位 于 第 二 象限 ,在 EE, <0 时 位 
于 第 四 象限 ,如 图 中 X 所 示 . 通 过 留 数 定理 即 可 得 出 (4.5.34) 式 ,有 了 (4.5.34) 式 就 不 难得 出 
(4.5.33) 式 . 

二 级 微 扰 的 散射 算 符 S2) 与 过 去 有 同样 的 正规 乘积 表达 式 ,只 是 A 中 只 含 横 
光子 ,从 而 


入 2 +o9 人 人 
S22 = SaN| dizdiz'y (TX )Y.A(x) 


Sr(z’ -zy A(zr)Y (zr). (4.5.35) 
于 是 散射 的 S 矩阵 元 为 
S9 = 了-|fz rd ry (rz)(Y: ei 1 )e Sr (7 — ZX)(Y * er )er” 
+(y: Er )er* Sr (xz — ZX)(Y.: Ek, 1, )e**]y (zx), (4.5.36) 


将 其 中 SF(zx 一 z) 用 (4.5.33) 式 代入 后 先 对 四 维 zx 和 x 进行 积分 ,然后 再 对 
积分 即 得 出 
SO) 一 _- .Ar fe c herc NS 1 er )e 2 )2n((Y ~ Ek )e Dn 
A VV ws FE,(1 ~—ic) — E:,— fiwi 
((y. Ek )e 1*),,.((Y. ep )e 2 Dn 
(E+ ho ~ Es ~ he). 
(4.5.37) 


上 式 中 n 取 正 整数 的 部 分 在 作 非 相对 论 近 似 后 即 为 单 光子 作用 项 部 分 .下 面 来 指 
明 : 求 和 中 ” 取 负 整数 部 分 在 作 非 相对 论 近 似 后 即 为 双 光 子 作 用 项 . 
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首先 ,从 (4.5.32) 可 以 看 出 ,只 有 t 之: 的 情况 求 和 指标 n 才 取 负数 .因此 ” 取 负 数 与 图 
4.5.2 相对 应 .该 图 清楚 地 显示 ,第 一 次 作用 ( 较 早 ) 发 生 在 1 ,这 次 作用 产生 了 正 负 电子 对 , 同 
时 或 发 出 未 态 光 子 或 吸收 初 态 光子 ,如 图 4.$.2(a) (b) 两 图 所 示 . 在 情况 (a) ,中 间 态 能 量 为 
Ei + fwi +E, + E+ ua ,其 中 五 ,为 正 电 子 ( 反 电子 ) 的 能 量 ( 取 正 值 ). 而 在 情况 (b) ,中 间 态 能 
量 为 Ei+E,+ E, . 初 态 与 中 间 态 的 能 量 差分 别 为 (As )， 一 一 (E, + FE, 十 wz ) 和 (As )， 一 
一 (E+ Es 一 #iui ). 另 要 指出 的 是 ,在 n 取 负 数 的 情况 下 , (4.5.37) 式 中 的 已 为 负 值 [ 见 
(4.5.30) 式 下 的 说 明 ] , 它 实际 上 就 是 -五 , .再 利用 Ei + jul = Es + ws 即 得 (Ae), = 已 -已 
一 ol,(Ae) 思 三 瑟 , 一 下 二 wz. 它们 分 别 就 是 n 取 负 数 时 (4.5.37) 式 中 两 项 的 分 母 ( 除 了 附加 


的 无 穷 小 虚 部 以 外 ) .而 两 次 相互 作用 的 矩阵 元 除了 常 系 数 外 分 别 就 是 (n | NZ (x ) yA(x) 


V(x ) | 让 和 (FING(x)Y:A(x)Y(x)|n). 将 两 者 的 乘积 对 空间 积分 后 ,在 图 (a) 情 况 即 为 
一 《CCY' ebp )e “2°? )2n (Yer )e 1™* 1 ,而 在 图 4.5.2(b) 情 况 即 为 一 ‘(Ye )e'1'* )2n 《( Y* 


Er 1 )e "2°” 》 1 . 


(a) (b) 
图 4.5.2 万 <z 时 的 散射 图 形 


在 非 相 对 论 近似 中 ,上 述 两 个 分 母 都 近似 等 于 -2mc? .于 是 负 能 级 部 分 对 S 名 的 贡献 就 化 
为 


2 e 二 | 
ye (Ye “2D ((Y * er )e't*), 
mV WW1 CU2 之 4 Y k2 /2 )e )2 ‘(7Y kL ) ) 1 


一 Co 


SF =-—i 


+《(7 ， eki )e5)2 (7 ”et 1, )e 2°*),1 18(E, + 天 ol — FE, — fiws). (4.5.38) 


下 一 步 是 要 完成 对 ”的 求 和 .需要 注意 的 是 ,对 于 狄 拉克 方程 ,全 部 负 能 级 的 解 并 不 构成 完备 
集 . 但 若 在 %” (xz) 前 乘 上 负 能 级 的 投影 算 符 .那么 就 可 以 将 “对 的 求 和 ”扩展 到 “从 - co 到 
0 


+ oo". 在 非 相对 论 情 况 下 , 负 能 级 的 投影 算 符 就 是 于 (1 - ) = | ” ， | ,因为 这 时 负 能 


1 
级 波 函 数 只 有 下 两 个 分 量 ,而 正 能 级 波 函 数 只 有 上 两 个 分 量 , 从 而 有 
1 1”， 当 nn<0， 
~(1—Y, 一 4.5.39 
A 0， 当 n >0. ( ) 


利用 上 述 负 能 级 的 投影 算 符 , (4.5.38) 式 中 第 一 项 求 和 5D) (7 ， ew)e my,((y ， 


第 四 章 ” 微 扰 论 的 应 用 一 一 电磁 跃迁 .165… 


one) 就 化 为 (Yew)e 二 (1 7) (者 (1 -yy ， 
eu)em*) ， 再 利用 全 部 y(n 从 - oo 到 + o) 构成 完备 集 以 及 
序 (1 一 74) 广 (1 - 74) = 方 (1 - ys) 即将 上 述 求 和 化 为 

FF ep) (1 yO: 人 Jar 
进一步 利用 ys 与 y 的 反对 易 性 ,将 方 (1- yi)(y*esy ) 化 成 (ens) 和 (1+y,)， 
其 中 过 (1 + 加 ) 是 非 相 对 论 情况 下 正 能 级 的 投影 算 符 . 而 初 态 y 是 正 能 级 ， 


地 (1+y4)y = %9) ,于 是 上 式 最 终 简化 为 
((¥ * er )(¥ :err )e 1 
同样 (4.5.38) 式 中 第 二 项 求 和 可 以 简化 成 
((¥ * er )(¥* ep )e ee) 
最 后 利用 yy + 7;Y; = 26; ,上 两 项 加 在 一 起 就 得 出 
2 (ep1, * eer )e 2. 
代 回 (4.5.38) 式 后 ,即将 S% 化 成 


2 2 
47 e 天 i(ki ~k 


Vhs ”ex )e 


SF 一 一 2 *) (EI + iwi — E, — fiw, )， 


(4.5.40) 
正好 就 是 (4.5.7) 式 中 的 双 光 子 作 用 项 . 

从 以 上 讨论 我 们 看 到 : (4.5.37) 式 中 ” 取 负 整数 部 分 表 观 上 对 应 于 电子 从 
yy"(x) 跃 迁 到 负 能 级 波 函 数 y'"(x) 再 跃迁 到 0%2) (xz ) ,实际 上 如 图 4.5.2 所 示 是 
先 产生 一 对 正 负 电子 (并 吸收 或 放出 一 个 光子 ), 再 通过 一 次 作用 将 一 对 正 负 电子 
淹没 .证 实 了 (4.5.28) 式 下 面 的 陈述 . 

物理 上 我 们 也 可 以 这 样 来 理解 双 光 子 项 :由 于 中 间 态 含 正 负电 子 对 ,与 初 态 的 
能 量 差 AE 很 大 ,根据 AEAz 守 ,该 中 间 态 存在 的 时 间 将 很 短 , 从 而 两 次 作用 几乎 
重合 ,近似 地 就 合成 了 一 个 双 光 子 作 用 . 

另外 一 个 问题 . 初 看 起 来 通过 负 ”中 间 态 ( 即 含 有 正 负电 子 对 的 中 间 态 ) 的 项 
应 该 贡献 小 ,因为 它 的 分 母 e; -en 的 绝对 值守 2mc” , 比 起 正 ”的 中 间 态 分 母 的 绝 
对 值守 fw + mv” 要 大 得 多 ,但 实际 结果 并 非 这 样 简单 , 双 光 子 作 用 项 一 般 比 单 光 
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子 作用 项 要 大 (除了 共振 散射 的 情况 以 外 ) ,原因 在 于 : 7 等 于 | 。 0 ,而 当 六 
为 负 值 时 yg" 大 分 量 在 下 ,小 分 量 在 上 ,《y)。 和 《y) ,i 分别 都 等 于 +ie 在 两 个 大 
分 量 之 间 的 矩阵 元 ,而 当 ”为 正 值 时 , 却 都 等 于 ic 在 一 个 大 分 量 和 一 个 小 分 量 
之 间 的 矩阵 元 .因此 在 弹性 散射 情况 下 ,前 者 的 分 子 要 比 后 者 大 一 ,于 是 负 ”中 间 


态 与 正 y 中 间 态 的 项 之 比 we 引 荆 凶 ! 当 和信 mv? 时 ,两 项 比值 同 量 级 ,而 当 
io 六 mo2 时 , 负 7 项 将 比 正 n 项 的 贡献 还 要 大 . 这 一 分 析 表 明 , 即 使 在 光学 过 程 
中 , 正 负 电子 对 的 效应 也 不 是 完全 可 以 忽略 的 . 
4. 双 光 子 辐射 

前 面 已 经 指出 ,对 于 原子 从 ;=0 的 初 态 到 j =0 的 末 态 的 跃迁 , 单 光 子 辐射 率 
严格 地 为 零 . 因为 光子 的 了 最 小 值 为 1, 角 动量 守恒 严格 禁止 了 上 述 的 辐射 跃迁 . 
但 双 光 子 辐射 是 允许 的 ,在 这 种 情况 下 成 为 主要 的 辐射 .不 过 上 述 双 光子 辐射 只 当 
原子 具有 偶数 个 电子 才 有 可 能 出 现 , 因 奇 数 个 电子 的 量子 数 ; 只 能 是 半 整 数 ,不 会 
等 于 零 . 在 单个 电子 情况 , 双 光 子 辐射 是 否 也 可 能 成 为 主要 辐射 呢 ? 也 是 有 的 ( 当 
然 不 是 从 ;==0 到 j = 0). 下 面 来 对 此 具体 说 明 . 首先 在 非 相对 论 的 多 极 辐射 理论 
中 ,原子 从 1=0 到 1=0 并 辐射 一 个 光子 的 路 迁 率 等 于 零 . 因为 这 时 原子 初 未 态 的 


j 都 等 于 这 ,从 而 只 有 J = 1,P 为 偶 的 单 光子 多 极 辐射 也 就 是 磁 偶 极 辐射 才 有 可 
能 .但 是 在 此 情况 下 ,跃迁 磁 偶 极 矩 为 


mt |x) (Lt eo) (x) Ez 


-2 Cr) opi (x) dz, 


(4.5.41) 

上 式 中 $8.(x) 和 #8,(x) 可 表 成 旋 量 球 函 数 0Q;,, (0,p) 与 径 向 波 函 数 的 乘积 .由 于 
不 同 能 量 的 径 向 波 函 数 互 相 正 交 , 故 m ?将 为 零 . 只 有 考虑 相对 论 修正 后 ,辐射 率 才 
不 为 零 .但 其 数值 极 小 .例如 氧 原子 2Sp 态 ,能 量 比 它 低 的 只 有 1Sys 态 .这 两 个 态 
之 间 的 单 光子 跃迁 率 只 有 10”/ 秒 ,相应 的 寿命 约 为 10” 天 .在 此 情况 , 双 光 子 辐射 
率 要 比 单 光子 大 得 多 .下 面 就 对 此 作 定量 的 计算 . 

双 光 子 辐 射 的 S 矩阵 元 可 利用 (4.5.7) 式 来 计算 ,只 是 | 纪 应 取 为 | $Y;0)， 
| 户 应 取 为 18%” ;ki ,71, ks, 12). 该 式 第 一 项 内 的 中 间 态 |n) 仍 有 两 种 取 法 , 即 
1$8” ;Ki 人 1) 和 |$8'” ;ks ,72). 所 求 出 的 Mz 与 “光子 -原子 非 弹性 散射 "的 结果 相 
2 只 需 把 (4.5.14) 求 和 内 的 wi 改 成 一 wi ,把 em* 改 成 e»*( 求 和 号 外 的 V wi 

变 ). 在 e“!* 和 e “>“* 可 近似 取 为 1 的 情况 下 有 
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i147 
V 


Si =— MaAd(E, + fo + hw, — El), (4.5.42a) 


(e Xn psy * Xl (er Xe * x), 
Ma | 


(4.5.42b) 
(4.5.42b) 式 与 非 弹性 散射 M 的 公式 (4.5.26) 的 差别 就 只 是 方 括 号 内 第 一 项 分 
母 中 的 天 oj 变 成 了 一 wj .相应 的 跃迁 率 为 


w= 示 |S%1?= Sr 丰 | MA 8(E, + fw + fw — E1). 
(4.5.43) 

但 要 指出 的 是 , 双 光 子 辐射 过 程 与 非 弹 性 散射 过 程 两 者 末 态 的 状态 数 完全 不 同 . 因 

为 在 这 里 ,未 态 中 有 两 个 光子 ,而 非 弹性 散射 情况 末 态 中 只 有 一 个 光子 . 

两 个 光子 的 动量 在 d Ad &， 站 站 的 关 态 数 为 

7 人 2du du da d0,, (4.5.44) 

将 此 状态 数 乘 到 跃迁 率 (4.5. 43)w 上 ,并 对 w, 积分 后 ,得 出 两 光子 辐射 到 

dlQ21dQ2,dw, 范围 的 跃迁 率 为 


027 yd bid ka = 


e” ci ww? 


dW = Qcs 


| Mi I? dQ 1d(2, dw]， (4.5.45) 


其 中 w= 地 (Ei 一 Es) 一 ai， 

另外 ,要 特别 指出 的 是 ,未 态 |$ 中 ;ki ,71,kz,72) 二 ak, al, 1$ ;0) ,代表 在 
(Ki ,Li) 和 (Kk, ,7 ) 模 中 各 有 一 个 光子 ,并 不 区 分 第 一 个 光子 和 第 二 个 光子 .因而 与 
“第 一 个 光子 的 波 和 撩 和 偏振 为 (ki , 7) ,第 二 个 光子 的 波 和 撩 和 偏振 为 (k, ,1,)” 的 说 
法 含意 不 同 . 表现 在 求 总 路 迁 率 w( 双 光子 辐射 率 ) 时 ,在 将 (4.5.45) 对 /1 、7; 求 
和 ,对 dQ1、dQ; 和 dwi 积分 后 ,要 除 一 个 因子 2, 以 避免 重复 计算 . 

按照 上 述 公 式 对 氢 原 子 从 2Sy, 到 1Sy, 跃 迁 计算 的 结果 ( 见 Breit and Tellel， 
Astrophys,91, 215(1940)), WX7/ 秒 ,其 值 比 前 述 单 光子 磁 偶 极 辐射 的 跃迁 率 要 
大 得 多 . 

最 后 还 要 指出 的 是 ,上 述 双 光子 辐射 不 是 通过 双 光 子 作 用 项 来 实现 的 ,而 是 通 
过 两 次 单 光子 的 作用 .由 于 原子 的 初 末 态 正 交 , V4? 的 贡献 为 零 ,情况 与 非 弹 性 散 
射 一 样 . 
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在 以 前 几 章 中 ,对 于 量子 光 场 我 们 采用 的 是 粒子 数 表象 (也 称 作 福 克 表 象 ) , 即 
用 粒子 数 算 符 的 本 征 态 ( 也 就 是 自由 能 量 本 征 态 ) 来 表示 光 场 的 任 一 个 状态 . 这 种 
本 征 态 能 较 好 地 显示 光 场 的 粒子 性 ,也 能 方便 地 表示 出 光 场 与 电子 的 作用 .但 下 面 
将 看 到 ,这 种 态 所 描述 的 光 场 具 有 完全 不 确定 的 相位 ( 初 相位 ) ,因而 它 并 不 对 应 于 
经 典 相干 光 场 .这 也 反映 在 “该 态 中 A.(z), 下 (z) 和 了 (z) 的 平均 值 都 为 零 * 这 一 
情况 上 面 (尽管 A2 (zx),E?(zx) 和 B?(zx) 的 平均 值 并 不 为 零 ). 表 明 该 态 所 描述 的 
是 随机 交替 变化 的 电磁 势 和 场 强 .在 量子 电动 力学 中 ,一 个 相干 光 场 将 用 量子 相干 
态 来 描述 .本 章 的 内 容 就 是 介绍 量子 相干 态 的 定义 和 它 的 基本 特性 ,说 明 它 是 最 接 
近 经 典 相干 场 的 量子 场 状 态 .或 者 说 , 它 是 经 典 相干 场 的 量子 对 应 . 

量子 相干 态 在 光学 中 有 着 重要 的 地 位 . 工作 在 远离 阐 值 以 上 的 激光 器 所 生成 
的 光 场 (激光 ) 就 近似 为 相位 缓慢 扩散 的 量子 相干 态 ( 参 见 第 八 章 ). 相干 态 表 象 作 
为 一 种 数学 工具 也 在 广泛 的 物理 领域 (如 粒子 物理 ,统计 物理 ) 的 理论 中 获得 了 应 
用 . 

我 们 知道 ,体系 的 状态 有 纯 态 和 统计 混合 态 两 种 类 型 .对 于 量子 体系 , 纯 态 由 
态 矢 量 表示 ,而 统计 混合 态 常 采用 状态 密度 算 符 来 表示 .前 者 对 应 于 经 典 理论 中 的 
力学 态 , 后 者 对 应 于 经 典 统计 理论 中 的 统计 系 综 . 在 本 章 中 我 们 将 在 相干 态 的 基础 
上 讨论 光 场 密度 算 符 ( 纯 态 也 可 为 它 的 特殊 情况 ) 的 表示 ,以 及 与 密度 算 符 相 联系 
的 分 布 函数 和 特征 函数 . 

分 布 函数 和 特征 函数 有 几 种 定义 ,它们 都 是 C 数 函 数 ,但 却 能 完全 地 描述 量 
子 “ 统 计 混 合 态 ”( 量 子 统计 系 综 ) ,它们 在 处 理 量子 开放 系统 中 有 重要 的 应 用 . 

在 本 章 中 , 除 第 6 节 外 我 们 没有 考虑 光 场 与 电子 相互 作用 , A (x ,i) 都 是 指 自 
由 光 场 . 


$ 5.1 光 场 的 相位 因子 算 和 从 


在 经 典 光学 中 , 光 场 的 相位 是 一 个 可 观测 量 ,因此 在 量子 化 后 应 当 可 以 引入 相 
应 的 相位 算 符 (但 这 一 问题 有 一 定 的 复杂 性 ,至今 仍 有 一 些 论文 在 进行 讨论 ,本 下 
只 对 比较 基本 的 内 容 作 一 般 性 的 介绍 ) .我们 将 说 明 ,在 量子 光学 中 , 光 场 的 幅 模 
(或 光子 数 ) 与 相位 应 是 一 对 共 罗 量 ,两 者 不 可 能 同时 测 准 .它们 的 不 确定 度 之 间 仓 
在 海 森 伯 的 测 不 准 关系 .另外 ,具有 简明 定义 的 实际 是 “相位 因子 " 算 符 而 不 是 相位 
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算 符 本 身 .最 后 我 们 将 讨论 相位 因子 算 符 的 本 征 态 问题 . 
1. 相位 因子 算 符 的 定义 


先 来 考察 一 个 行 波 模式 的 自由 经 典 光 场 
A(x,t) = [Ae ie+A’*e "eo* |], ($5.1.1) 
其 中 A 可 分 解 为 幅 模 与 相位 因子 的 乘积 即 | A |e’, | A | 代表 振幅 的 大 小 即 幅 模 ,$ 
代表 幅 角 即 振幅 的 相位 . 以 下 简称 相位 (实际 是 在 原点 的 初 相位 ),e 将 称 为 相位 因 
子 .在 量子 化 后 ,A (x,i) 已 成 为 算 符 A(x,z), 对 于 上 述 单 模 行 波 场 ， 


A (x,t) = Ahe [2 ori + tet ri ] (5.1.2) 

我 们 也 可 以 将 a 表示 成 幅 模 算 符 和 相位 因子 算 符 的 乘积 .但 现 经 典 情况 不 同 , 在 

量子 理论 中 这 种 分 解 不 是 唯一 的 ,因为 相位 因子 算 符 与 幅 模 算 符 不 对 易 ( 见 下 文 ) ， 

排列 的 前 后 次 序 不 同时 结果 将 不 同 . 我 们 将 按 下 式 将 a 分 解 成 幅 模 算 符 和 相位 因 
子 算 符 : 

A=Vnt+le, (5.1.3) 

其 中 vV 有 +1 是 一 个 有 确切 定义 的 算 符 : 它 的 本 征 态 为 |n), 对 应 的 本 征 值 为 

Vn+1. 在 n 表象 中 它 是 对 角 和 矩阵 ,对 角 元 即 为 Vn +1. 不仅 如 此 , 它 的 逆 是 存在 


的 ,在 ”表象 中 也 是 对 角 和 矩阵 ， 和 有 卫生 (村 人 和 人 1.3) 式 右 方 


取 成 / 克 e? 的 原因 .并 参见 下 文 ). 逆 的 存在 有 着 重要 意义 , 它 使 得 e@? 也 成 为 有 确切 
定义 的 算 符 
= (n+1)-a. (5.1.4) 
上 述 V +1 和 ef 就 是 我 们 所 要 定义 的 幅 模 算 符 和 相位 因子 算 符 .再 将 e? 的 厄 
米 共 t 元 算 符 记 作 e 六 ,于 是 由 (5.1.3) 和 (5.1.4) 式 而 得 


人 


al = EB n n+ 1， Ee at(nt+ 1) 2. ($5.1.5) 
再 由 aa1 = n+1 即 可 得 出 


cy ee 1. (5.1.6) 
但 e 并 非 是 完全 意义 下 的 逆 , 它 只 是 的 右 道 ,因为 
es 1. (5.1.7) 


@ 这 里 为 了 方便 不 考虑 C 数 因 马 / 等 2 
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上 式 可 从 
cy10) = (n+1) W410)=0 (5.1.8) 
得 到 佐证 :因由 (5.1.8) 式 (0|e Ye? 10) =0, 而 若 (5.1.7) 式 成 立 , 它 将 等 于 (010》 
=1. 以 上 讨论 表明 ,e? 并 不 存在 完全 意义 下 的 道 .这 也 是 我 们 不 把 @@ 写 成 @ 的 原 
因 . 后 者 具有 完全 的 道 e- 下 ， 
在 有 些 文献 中 采用 下 述 方式 来 定义 相位 因子 算 符 和 幅 模 算 符 : 
2= VN, Lt =Vnae. 
这 种 定义 看 起 来 较 简洁 ,但 却 存在 一 个 缺陷 :由 于 V n 不 存在 严格 意义 下 的 逆 ( 因 为 


在 n 表象 中 , 它 有 一 个 对 角 元 为 0, 其 倒数 将 为 w). 于 是 , 算 符 因 子 ef 将 无 完全 确 
切 的 定义 . 

上 述 讨论 还 表明 ,我 们 所 定义 的 只 是 相位 因子 算 符 而 不 是 相位 算 符 本 身 , 后 者 
只 能 在 某 种 限制 (或 近似 ) 的 意义 下 才 被 采用 .参见 下 文 和 § 8.5 处 对 激光 的 讨论 . 


下 面 来 对 算 符 e 的 性 质 作 进一步 讨论 . 由 (5.1.4) 式 以 及 该 式 上 面 关于 算 符 
(n+1) 习 的 说 明 , 当 nn 关 0 时， 

ln) =V/ant1) 2 IT = 1), (5.1.9) 

而 当 |n) 取 为 10) 时 ,如 (5.1.8) 式 所 示 ,e? 作 用 上 去 后 为 0( 意 思 是 作用 后 的 态 不 

存在 ). 这 表明 习作 用 的 后 果 就 是 简单 地 使 粒子 数 减少 1. 同样 可 得 出 e 的 作用 后 


果 是 使 粒子 数 增加 1( 由 此 可 见 ， 它们 才 分 别 征 半 纯 的 吸收 和 发 射 算 答 ， . 
根据 (5.1.8) 和 (5.1.9) 式 ,我 们 可 以 把 表示 为 


= 5 natll. (5.1.10) 
对 上 式 取 厄 米 共 纯 ,得 本 
= ntl : (5.1.11) 
由 此 可 见 加 
学- na1=1 (5.1.12) 
| 全 
e -了 2 +12+1l11l=1-10)01. (5.1.13) 


上 式 表明 YY 全 与 1 的 闫 别 内 是 一 项 真空 态 态 的 投影 算 符 10)《0| ,并 表明 e- 与 名 互 
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不 对 易 ,两 者 的 对 易 子 为 
[@ ,ee¥] =|0)01. (5.1.14) 


2. 相位 因子 算 符 的 近似 本 征 态 


由 (5.1.10) 式 ,任何 粒子 数 态 |n) 的 有 限 项 的 徐 加 都 不 可 能 是 @ 的 本 征 态 . 换 
句 话说 , 若 其 本 征 态 存在 ,只 能 是 粒子 数 态 的 无 穷 级 数 .不 难 证 实 , 它 的 本 征 态 为 
二 -一 一 i | nn .1. 
办- 声 >e | n), (5.1.15) 
因为 合作 用 上 去 的 结果 为 
e? | $) = Doeln-l)= ef | $). (5.1.16) 


从 上 式 并 得 出 其 本 征 值 而 为 e* .附带 指出 ,由 于 ?并非 厄 米 算 符 , 故 其 本 征 值 可 以 
不 是 实数 . 


附带 指出 ,e”% 为 相位 态 (5.1.15) 式 的 平移 算 符 . 因 
i" | $= 声 Dewm |1n)=|$+ 四 ). 

按 (5.1.15) 式 定义 的 态 1 $) 不 能 归 一 化 ,不 同 本 征 值 的 态 彼此 也 不 正 交 @， 
但 它们 构成 完备 集 , 即 | dg 1 $)($ | = 1. 此 式 不 难 通过 (5.1.15) 式 来 证 明 .人 们 


可 以 在 某 种 近似 意义 下 定义 @ 的 可 归 一 化 的 本 征 态 : 


_ 1 ing 
| $) ~ = J | n). (5.1.17) 
对 于 此 状态 |$)、, 有 
全 jy 1 i(N+1)$ 
e 1g)N 一 ef |$) -Re | N). (5.1.18) 


当 N 很 大 时 ,后 项 “长 度 "的 平方 A 六 -是 一 个 小 量 . 


还 需要 指出 的 是 ,由 (5.1.15) 式 定义 的 1$) 并 非 e 的 本 征 态 .实际 上 e 不 可 
能 具有 本 征 态 ,因为 x 有 一 个 “有 限 的 "最 小 值 0( 而 不 是 到 一 00). 对 于 由 (5.1.17) 
式 定义 的 |#$),e 作用 上 去 后 的 结果 为 


定义 的 相 生生 此 由 不 正 交 
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ev| $v 一 es $+ (5.1.19) 


1 
VN+tII 
即 |$》、 只 近似 地 为 e 的 本 征 态 (本 征 值 为 e- +) ,但 在 n 的 最 大 值 和 最 小 值 处 各 


有 一 项 误差 .就 是 由 (5.1.15) 式 定义 的 合 无 穷 项 的 态 |$) 也 不 是 e 的 本 征 态 . 
Pegg 和 Barnett 曾 利用 (5.1.17) 式 来 定义 一 个 厄 米 相位 算 符 (Phys. Rev. A 39,1665(1989); 


43,2579(1991)). 他 们 取 $ 为 一 系列 离散 值 :和 = 才 守 ,j=0,1,…,NN. 这 样 ,由 (5.1.17) 式 定义 


的 两 个 不 同 相 位 的 态 将 彼此 正 交 ;Nn《 细 | 和 页 y= 0 他 们 并 定义 相位 算 符 为 


$= > 多)N NCD | ， 
于 是 有 
¢| 内 )N 一 2 »). 
并 且 $ 为 厄 米 算 符 .在 此 理论 中 N 为 一 个 大 的 正 整数 ,并 在 计算 的 最 后 结果 中 令 Noo. 
男 外 要 指出 的 是 ,对 于 状态 |$)w ,粒子 数 是 完全 不 确定 的 ,n 的 各 种 取 值 以 均 
等 的 概率 出 现 . 当 (”) 一 co 时 ,方差 An 也 随 之 趋 于 co: 
(n) = T 2 


7 
(nn:)》= 1 T 7 = AN(N +2). (5.1.20) 
于 是 n 由 方才 为 一 个 相当 大 的 从 : 


VOD 0 )” = FV NN+2) ~ AN. (5.1.21) 


3. 粒子 数 与 相位 间 的 测 不 准 关系 
为 此 先 来 推导 粒子 数 算 符 与 相位 因子 算 符 间 的 对 易 关 系 .从 [2,41] =1 可 得 
(v n+1leevynt 1 )— (e¥ (n+1) ci ) = ] ， 


再 利用 (5.1.12) 式 即 化 出 (n+1) -e (n+1)@? =1, 最 后 ,从 右 乘 e ,得 到 的 结 
果 就 是 


[new*] = e™. (5.1.22) 
通过 对 上 式 取 厄 米 共 斩 , 还 可 得 出 
[nn,@] = 部. (5.1.23) 


(5.1.22) 和 (5.1.23) 式 表明 ,粒子 数 算 符 与 相位 因子 e** 是 不 可 对 易 的 ,它们 间 
的 对 易 子 分 别 为 +e*”. 关 于 上 述 对 易 关 系 的 内 涵 , 可 参见 下 面 小 字 的 讨论 . 
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如 果 我 们 简单 化 地 (或 者 说 示意 性 地 ) 把 @ 作为 sf ,那么 从 (5.1.23) 式 就 可 得 出 粒子 数 算 
符 n 和 位 相 算 符 $ 之 间 的 简单 对 易 关 系 (推导 见 后 ) 


[n,$] = i, (5.1.24) 
相应 地 有 

AnA$ 之 > 
此 两 式 比 (5.1.23) 式 具有 更 简明 的 意义 ,使 得 n 和 $ 更 像 一 对 共 轿 算 符 (由 于 它们 都 是 无 量 纲 


的 量 , 故 志 不 出 现 ). 推 导 如 下 . 
将 9 展 成 级 数 十" 并 代入 相 应 修改 后 的 (5.1.23) 式 [人 ,9 ] = - 8? .然后 逐 项 对 
比 就 得 出 
rept $e ] =- 击 名 ， k = 0,1,2，…， (5.1.25) 
其 中 第 一 项 (k=0 的 项 ) 就 是 (5.1.24) 式 . 当 此 式 成 立时 ,(5.1.25) 式 对 所 有 的 亦 都 成 立 .从 
而 (5.1.24) 式 与 [2 ,ef ] = -ef 等 价 . 


但 如 前 面 所 指出 的 ,% 算 符 本 身 只 具有 局 限 的 意义 .实际 上 ,朴素 形式 的 (5.1.24) 式 含有 内 
在 的 矛盾 .对 它 在 两 个 粒子 数 本 征 态 间 取 和 矩阵 元 时 将 得 出 (x1 一 n2)《ni1$1n2) =i6,,» .再 取 


,== ns 即 得 左 方 为 零 而 右 方 为 i( 思 考题 :在 量子 力学 中 ,将 对 易 关 系 [9 ,p]= 洁 在 g 的 两 半 征 
态 中 取 值 会 不 会 得 出 同样 的 矛盾 ?). 

通常 可 测量 的 物理 量 都 对 应 厄 米 算 符 ,而 e?* 和 e 都 不 是 ,但 我 们 可 以 定义 两 
个 厄 米 的 相位 因子 算 符 来 代替 它们 , 那 就 是 cos$ 和 siny : 


5 = 3[ + ce 六] ， 5 = [el. ($.1.26) 
这 两 个 算 符 彼此 也 是 不 可 对 易 的 ,不 难 求 出 
[ 688 ,sy ] = i 1 0》《0 1 (5.1.27) 


其 右 方 比 (5.1.14) 式 右 方 只 多 一 个 常数 因子 广 i. 从 (5.1.22) 和 (5.1.23) 式 还 可 得 
出 这 两 个 算 符 与 n 之 间 的 对 易 关 系 为 


[nn, sn$ ] = i co8$, [n, cos$ ] =—i sing. (5.1.28) 
从 上 式 可 得 出 相应 的 海 森 伯 测 不 准 关 系 . 
AnA(sing) 之 于 | (8)1， AnA(cos$) 宇 地 1( 58) 1 
(5.1.29) 


由 (5.1.17) 式 定义 的 |#)、 也 是 cos$ 和 sin$ 两 算 符 的 近似 本 征 态 ,本 征 值 分 
别 为 cos$ 和 sin$. 
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最 后 来 考察 相位 因子 算 符 在 粒子 数 态 中 的 期 望 值 和 方差 .不 难 求 出 
(nl(cos$)ln)= (nl (sin$ )|1n) = 0, 


Cnl (cs$) 1n) = (n(ny) 1n) = 村， ( 当 nn 关 0 时 ). 


(5.1.30) 
这 样 ,对 于 光子 数 ”不 为 零 的 态 ,有 
C = NV ((cos$ )) — (cos$ 2 = 1 
A(cos$) (( cos$ )*) — ( cos » 万 
A(sing) = ~V (( sing )*)— (sing )2》 = 广 (5.1.31) 


上 述 结果 意味 着 ,在 有 光子 的 粒子 数 态 1) 中 , 光 场 相位 是 在 0 到 2x 之 间 以 均等 
的 概率 随机 分 布 .因为 在 这 种 随机 分 布 的 情况 下 ,相位 处 于 $->$+ dg 间隔 的 概率 


就 是 dg, 从 而 


— TI 加 -37 1rr., 1 

sing 三 去 | singd$ = 0,， sin2y 三 去 | sin $d$ = 二， 
TJ0 0 

同样 有 

cos$ =0, cos$ = 


由 此 给 出 的 A(sin$) 和 A(cos$) 与 (5.1. 31) 式 一 致 . 

通过 本 节 的 讨论 我 们 看 到 | 和 |%) 是 两 个 极端 的 情况 ,前 者 具有 确定 的 粒子 
数 ( 幅 模 ) 而 相位 完全 不 确定 @ ,后 者 正好 相反 , 它 具 有 确定 的 相位 ,但 粒子 数 则 完 
全 不 确定 (粒子 数 的 各 种 取 值 以 均等 概率 出 现 ). 

最 后 要 指出 的 是 , 光 场 的 相位 因子 与 光 场 量子 态 的 相位 因子 不 是 一 回 事 . 如 
$1.1 所 述 , 光 场 任 一 个 量子 态 | ) 在 乘 上 相位 因子 @ 后 ,在 物理 上 仍 代表 原来 状 
态 ,而 光 场 的 相位 因子 是 有 物理 意义 的 , sing (或 cos$ ) 都 是 与 可 观测 物理 量 相对 
应 的 算 符 . 


35.2 量子 光 场 的 相干 态 和 它 的 基本 性 质 
从 上 节 的 讨论 我 们 看 到 , 单 模 光 场 的 粒子 数 态 | ) 和 相位 态 1#) 都 与 经 典 光学 
@ 真空 态 的 情况 比较 特殊 :(0|( cosy )10)= (01( sy 710) 十. 


@ 这 里 只 是 说 ,粒子 数 确定 的 光 场 的 绝对 相位 不 确定 .但 这 并 不 意味 着 它 不 能 发 生 干 涉 现 
象 .因为 干涉 现象 取决 于 两 个 “时 空 ”点 (x,z) 与 (x ,z') 之 间 的 相位 差 , 参 见 $7.1. 
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中 的 振幅 确定 的 光 有 着 很 大 的 差异 :一 个 具有 极 大 的 相位 涨 落 , 一 个 具有 极 大 的 幅 
模 涨 落 .在 经 典 光学 中 ,振幅 确定 的 光 同 时 具有 确定 的 幅 模 和 确定 的 相位 .在 量子 
光学 中 由 于 与 @f 不 对 易 , 幅 模 和 相位 都 确定 的 光 场 是 不 可 能 的 ,只 能 有 一 种 幅 
模 与 相位 的 “相对 涨 落 值 ” 都 较 小 ,与 上 述 经 典 光波 最 接近 量子 光 场 , 那 就 是 振幅 算 
符 @ 的 本 征 态 (又 称 量子 相干 态 ) .本 节 将 比较 详尽 地 讨论 它 的 基本 性 质 . 
1. 量子 光 场 的 相干 态 

我 们 仍 先 讨论 单 模 平面 行 波 的 情况 . 振幅 算 符 也 就 是 吸收 算 符 4 的 本 征 态 为 
|a) 包 ,满足 

ala)=a|a). ($5.2.1) 

a 一 般 为 复数 ,因为 a 不 是 厄 米 算 符 .利用 光子 数 本 征 态 |n) 的 表达 式 


_ 1 at 
(2 = (0) 1 0)， 


即 可 得 出 :者 | wy》 态 存在 , 则 有 


《ma 1 ay》 = -0 a" | a) = pe a), n=0,1,2,.…. 
(5.2.2) 
上 式 中 的 (01a) 为 一 个 与 ”无 关 的 常数 .通过 归 一 化 条 件 
(ala)= > laln(nla)=1 (5.2.3) 
即 得 出 | 
S| se 01ay = 
于 是 有 
(0 1 a) = ez (5.2.4) 
代 回 (5.2.2) 式 ,结果 即 为 
(n |a) = Ee, (5.2.5) 


Vnl 
从 而 


中 参见 P.20 中 的 附注 . 
@ 在 海 森 伯 图 象 中 ,在 自由 光 场 情况 ,|a) 不 仅 是 a 的 本 征 态 也 是 任意 时 刻 a(z) 的 本 征 
态 ,相应 的 本 征 值 即 为 ae-*. 
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| wy) = > | nn la = > ez | | n). ($5.2.6) 


以 上 是 假定 |a) 存 在 的 情况 下 导出 的 结果 .不 难 证 明 , 由 上 式 定义 的 |a) 确 实 
满足 (5.2.1) 式 ,因而 就 是 所 定义 的 量子 相干 态 .利用 (5.2.2) 式 ,|a) 还 可 表示 为 
la)=e@ by (ee) 0)=e ee | 0), (5.2.7) 
或 
a) = ee |0). (5.2.8) 
(5.2.8) 式 可 利用 Baker-Hausdorff 公式 来 推导 .该 公式 为 : 设 L, 和 L, 满足 条 件 
[ 工 ， ,也 ] 与 工 和 工 , 都 对 易 , 则 有 


e 1 eT2 一 efi+ + 人 2+ 去 [ 工 +, 2] ， (5.2.9) 
此 公式 可 在 一 般 量 子 力学 书 中 查 到 . 
取 工 ;=oaa ,7 = 一 a* a 即 得 出 

cea ro a 一 cea eaten (5.2.10) 


再 利用 
10) = [1 (a 人)+ 轴 (a 6) 一 小 (a 2) + 10) =10)， 
即 可 证 明 (5.2.7) 式 与 (5.2.8) 式 相等 . 
aa'1 a” a 为 反 厄 米 算 符 ( 反 厄 米 算 符 工 定义 为 Li = - 工 ), 因 而 D(a)== 
。-。"。 为 么 正 算 符 ,满足 六 -1(a)= 户 1(a)= 户 (一 a). 这 样 ,(5.2.8) 式 就 给 出 : 
| 0) 与 真空 态 |0) 之 间 为 么 正 诡 : 换 关 系 . (5.2.9) 式 还 给 出 


D (a)D (8) = e'™ HD (a+ B), (5.2.11) 
从 而 当 D(a) 作 用 到 相干 态 |8) 上 时 ,结果 为 
D(a) 18 = e'™ 有 la+B)， (5.2.12) 


由 于 这 一 性 质 , D(a) 又 被 称 为 平移 算 符 . 

从 (5.2.7) 式 可 以 看 出 ,a =0 的 相干 态 就 是 真空 态 .而 当 a 头 0 时 ,|a) 为 |n》 
的 一 个 无 穷 级 数 .在 这 一 点 上 它 与 相位 本 征 态 (5.1. 15) 式 相似 ,两 者 的 差异 是 ,在 
1a) 态 中 ,各 个 |n) 对 应 的 概率 幅 不 是 均等 的 ,《n1a) 在 n 增 大 时 趋 于 零 很 快 ,使 得 
对 任意 a 值 相干 态 都 是 可 归 一 化 的 . 


2. 相干 态 的 基本 性 质 
不 难得 出 相干 态 |a)(a 关 0) 具 有 下 述 性 质 . 
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(1) 设 |a) 态 中 光子 数 为 n 的 概率 为 P,(n), 则 由 (5.2.5) 式 
Pp,(n ) = 11a)l= 坟 lel” ee (5.2.13) 


这 个 分 布 在 ec 天 0 时 称 为 泊 松 分 布 .关于 这 种 分 布 的 物理 内 涵 , 参 见 $7.3. 
(2) 光子 数 的 平均 值 等 于 |a|*: . 
(alnla)= (alaiala)=|lal. (5.2.14) 
在 推导 最 后 一 式 时 ,利用 了 (5.2.1) 式 及 其 厄 米 共 斩 式 .另外 ,从 泊 松 分 布 直 接 计 
算 ,也 得 出 同样 的 结果 


CO 


7 三 之 7P. (2) = > tr 1 1 | a Yee 
=la PD 击 1e rerie 一 | w 12. 
按 (5.2.1) 式 ,相干 态 为 具有 确定 复 振幅 a 的 态 ,(5.2.14) 式 就 表示 该 态 的 3 就 等 
于 幅 模 的 平方 . 
(3) 具有 最 大 概率 的 值 ;为 了 求 出 最 大 概率 的 值 ,我 们 来 考察 当 n 从 0 
到 oo 的 增加 过 程 中 ,P,(n ) 的 变化 . 当 光 子 数 从 no 一 1 变 到 no 时 ,了 P, (nn) 的 分 母 增 
加 no ,而 分 子 增加 |a1?. 于 是 当 no<<1al? 时 ,这 一 改变 导致 概率 增 大 ,而 当 no > 
la 上 ?时 ,导致 概率 减少 .由 此 可 见 ,概率 最 大 的 nw 为 邻近 |a|? 的 整数 .更 具体 地 
说 当 |。 | 不 是 整数 时 mv 为 小 了 并 最 近 于 “| 的 整数 . 当 |e | 为 表 数 时 ,nn 有 
两 个 值 其 概率 一 样 大 , 即 |al? 和 |al? 一 
和 化 可 见 当 | <1 叶 , 概 于 最 大 出 现在 0 处 即 丰 空 态 , (4) 为 的 间 
调 下 降 函 数 .而 当 |a|? 污 1 时 ,PP, (nn ) 为 山 丘 状 的 分 布 . 
(4) 7 的 方差 : 《aln?|a)=《alai(ata+1)ala)=|al*+|al?, 从 泊 松 分 
布 来 计算 同样 也 可 求 出 这 一 结果 .于 是 得 出 An 为 
An=Vlalnila)-((alnla)) =lal, (5.2.15) 
从 而 有 (在 |a| 关 0 情况 下 ) 
An 1 
(n) el: 
当 0<|a|<1 时 ,方差 比 平均 值 大 ,而 当 |a| >1 时 ,虽然 方差 An 随 幅 值 |a| 增 加 
而 增 大 ,但 它 与 平均 值 (zy 的 比 (可 称 为 比方 差 ) 却 在 减 小 .到 | | 很 大 时 ,比方 差 
An/《n) 已 成 为 很 小 的 数 , 即 光 子 数 ” 基本 上 就 分 布 在 (2 附近 ,表现 为 围绕 着 
(n) 的 涨 落 .这 一 结果 告诉 我 们 ,相干 态 虽 然 不 是 定 态 (能 量 的 本 征 态 ) ,但 在 | | 大 


时 ,能 量 的 相对 不 确定 度 分 为 一 小 量 


(5.2.16) 
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(5) 相位 因子 的 期 望 值 和 方差 ”我 们 接着 来 考察 相干 态 中 相位 值 的 情况 . 设 
a 的 相位 为 $, 即 
ga =|al|e’, (5.2.17) 
则 光 场 相位 因子 算 符 cos$ 在 相干 态 |a) 中 的 期 望 值 为 


(a | $1 a)= 3 | (和 N+ 了 + 说 1) 寺 | a) 
一 ze 十 a )(a | (n+ 5) | ay》 


_ ~ Ia 1 lals 
一 | QI cosg 2 nr (a+ De . (5.2.18) 


最 后 一 等 式 是 通过 将 ($.2.6) 式 代入 而 得 出 的 .在 |a|? 六 1 的 情况 下 ,上 式 可 表示 
为 级 数 (参见 Carruthers and Nieto,Phys. Rev. Lett. 14,387(1965)) 


(a | ca$ la) = coss (1 -8 + …]. (5.2.19) 


换 句 话说 , cos$ 在 相干 态 |c ?中 的 期 望 值 当 | | 大 时 就 近似 为 a 的 相位 因子 cos$. 
下 面 再 来 求 ( cosy )? 的 期 望 值 .首先 将 ( cos$ ) 用 ?和 e 尼 表示 出 来 , 即 ( Gos% )? = 
于 [外 ?+(eY)+( 鱼 )(eY)+(eY)( 人 @)], 再 利用 (5.1.10) 和 (5.1.11) 式 就 
得 出 上 式 前 两 项 在 相干 态 中 的 期 望 值 为 


1 yr n(n+21a)+(laln+2)(n | a)] 


一 了 (oa2 二 ax*2yerlef | a | 所 
4 =0nlv (n+t+1)(n 二 2) 
29 2n 
一 (cos 8 一 方 ) | a 2 a 


nlv n+l1)(n+2) 
而 ( cos$ )? 展 式 中 后 两 项 地 [( 窟 )(e 玫 ) + (e*)(@)] 的 期 望 值 利用 (5.1.12) 和 


(5.1.13) 式 立即 求 出 为 施 - 于 ((01a))2= 志 一 工 ef . 合 起 来 即 得 


过 一 下 8 
(a | (cos$ )) | a)= (cos$ 一 方 ) ae a J 
11 (1 #0) (5.2.20) 


同样 ,在 | c| 1 情况 下 ,由 前 引文 献 , 上 式 可 表示 为 级 数 
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(Ca | ( cosy ) 1a) = co8$ 一 了 (co8$ 一 子 ) 二 入 (5.2.21) 
从 (5.2.19) 和 (5.2.21) 式 立即 得 出 | 1? 大 时 cos $ 在 相干 态 |a) 中 的 均 方差 为 
A(cos$) =V (a | (cos$) 1a lal cosg | a)* >: I | sing |. 


21a| 


(5.2.22) 
可 见 当 |a| 一 co 时 ,此 方差 趋 于 零 . 男 外 ,由 上 式 和 (5.2.15) 式 还 得 出 


AnA(cos$) ~ 方 | sing | (5.2.23) 

右 方 即 为 海 森 伯 测 不 准 关系 (5.1.29) 第 一 式 所 允许 的 最 小 值 . 

以 上 讨论 表明 ,在 |a | 大 时 ,| wy 就 是 量子 理论 所 允许 的 最 接近 经 典 相干 光 的 
状态 . 

(6) a 的 直角 分 量 : 令 a=ai +ia， ,其 中 ai 和 a， 皆 为 厄 米 算 符 , 则 有 

2 = 地 (a+ 41),， &, = 元 (2- 41). 

al 和 a, 分 别 正比 于 该 模 自由 度 的 广义 坐标 9g 和 广义 动量 如. ai 与 4a, 是 互 不 对 易 
的 ,[&1, 42] = 坟 i 在 相干 态 中 41 的 期 望 值 为 (a + a  ), 好 的 期 望 值 为 


f(a +a*) + 二 ,于 是 Aai = 同样 可 求 出 Aa, = 地 (这 表明 相干 态 既 不 是 a 
也 不 是 a; 的 本 征 态 ) 由 此 可 得 


AaiAa, = 于， 
为 测 不 准 关系 所 允许 的 最 小 积 .这 进一步 说 明了 |a) 是 经 典 相干 光 的 量子 对 应 . 

我 们 也 可 以 引入 ca; 的 本 征 态 |a”) 和 a, 的 本 征 态 |a’,). 它们 分 别 构成 完备 
集 , 即 


(5.2.24) 


| lale' Ida = 1 (5.2.25a) 


| |e2) (as qe’, 一 1. (5.2.25b) 


值得 提醒 的 是 ,我 们 用 a’, 和 a’, 来 表示 a 和 a, 的 本 征 值 ,以 区 别 a 的 实 部 a 和 
虚 部 Q2. 


3. 经 典 谐振 子 的 量子 对 应 
在 这 一 小 节 中 ,我 们 将 通过 经 上 典 谐振 子 的 量子 对 应 来 进一步 阐明 相干 态 的 物 
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理 特点 .一 维 经 典 谐振 子 的 运动 可 表示 为 
q(t) = Aocos(wt — $), 
p(t) = mowAosin(wt — $). (5.2.26) 
q 具有 确定 的 幅 模 A。 和 ( 初 ) 相 位 $. 我 们 也 可 将 它 表示 成 


q(t) = 5 (ge + gs e™), (5.2.27) 
其 中 go = Auei 即 为 振动 的 复 振 幅 . 此 谐振 子 的 能 量 为 
H = 3 p(t) + mow?g 2(1) = mw? A?. (5.2.28) 


此 值 只 与 幅 模 A。 有 关 , 与 相位 $ 无 关 . 

再 来 看 量子 谐振 子 .在 海 森 伯 图 象 中 g(:) 和 p(z) 的 运动 方程 和 经 典 的 相同 ， 
但 由 于 对 易 关系 

[gq (1),p (zt)] = ， (5.2.29) 
坐标 和 动量 不 能 同时 具有 确定 值 . 

在 通常 的 量子 力学 书 中 ,讨论 的 是 振子 能 量 本 征 态 . 相应 的 醉 定 读 波 函数 
J(q,t)=y(q)e“, 从 而 1g(gq,z)|?=|y(g)1, 它 给 出 的 振子 在 空间 的 概率 分 
布 是 恒定 的 ,不 显示 振子 不 断 地 往复 振动 的 图 象 .也 看 不 出 在 >0 时 ,量子 振子 
的 行为 趋 于 经 典 振子 . 

为 了 寻求 与 经 典 振子 行为 相 接近 的 量子 态 , 我 们 用 4 和 a1 来 代替 $ 和 9. 它 
们 类 似 于 单 模 光 场 的 吸收 算 符 和 放射 算 符 ,只 是 系数 上 有 不 同 (比较 (1.3.21) 式 ) 


a (1) = 万 二 [mwl (£) + ip (z)], 


a1(z) = 万 [mod (2) 一 边 (2)]. (5.2.30) 


从 gq(z) 与 p(t) 的 对 易 关系 (5.2.28) 式 ,不 难得 出 &(z) 与 41(z) 间 的 对 易 关系 
[a (1),ai(z)] =1. (5.2.31) 
入 用 4 和 at 表示 的 结果 为 
1 


育 - 7 (7) + #mew? 9 (2) - hw | a1(2)& (z) + 方 | (5.2.32) 
我 们 看 到 谐振 子 的 吾 以 及 对 易 关 系 (5.2.31) 都 与 单 模 自由 光 场 的 一 致 .于 是 同样 
可 解 出 
a(t)=aew, at) = ate”. (5.2.33) 
代入 (5.2.30) 式 即 解 出 
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g (z) = (a e + alte ) ， (5.2.34a) 


pb (1) =- W (a ei hte ), (5.2.34b) 


与 (5.2. 27) 式 相 比 /< <a 相当 于 复 振幅 算 符 ( 即 与 该 记 式 中 go 相对 应 ). 同 前 一 


样 .4 可 分 解 为 幅 模 算 符 和 相位 因子 算 符 ( 不 考虑 常数 因子/ 经 ). (5.2.32) 式 表 


明 , 开 只 与 幅 模 算 符 有 关 (a1(z)a(z) =n(t)). 从 而 对 于 琅 的 本 征 态 ,相位 是 完全 
不 确定 的 .这 就 是 五 的 本 征 态 不 显示 振动 图 象 的 原因 
我 们 可 像 前 面 一 样 定义 “振幅 算 符 ”"4 的 本 征 态 
a la) = ala). (5.2.35) 
它 也 就 是 量子 谐振 子 的 相干 态 , 仿 前 可 求 出 坐标 g(z) 和 动量 p(z) 在 此 态 中 的 期 


望 值 为 
a(t) = (alg (1)|a) = 经 |a|lcos(or - $), 


p(t)= ap (a) =- V2mio|a|sin(wt 一 $). (5.2.36) 


于 是 49(t) 和 (z+) 与 一 个 幅 模 为 A。=\ 14|, 相 位 为 $ 的 经 典 振子 的 坐标 和 动 


量 相 一 致 [参见 (5.2.26) 式 ]. 它 们 以 频率 w 随 着 时 间作 周期 性 的 变化 .显示 出 了 
振动 的 图 象 .坐标 和 动量 的 方差 亦 不 难 求 出 ,结果 为 


Ag(1) = 5 ， 


Ap(t) = 5. (5.2.37) 


此 结果 有 两 个 值得 注意 的 特点 :1)Ag 与 Ap 与 a 无 关 ,因而 也 就 等 于 振子 作 零 点 
振动 时 (振子 的 基态 )g 和 zp 的 不 确定 度 ,2)Ag 与 Ap 与 1 无 关 , 其 积 并 等 于 测 不 准 
关系 所 允许 的 最 小 值 


Ag(t)Ap(z) = 豆 ， (5.2.38) 


我 们 来 进一步 看 在 坐标 表象 中 相干 态 的 波 函 数 f.(q,z). 为 此 先 定 义 海 森 伯 
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图 象 中 g(z) 的 本 征 值 为 g 的 态 |g,1)@. 


gq (1)1g,t)= 0g10g,z). (5.2.39) 
相干 态 | wy 所 对 应 的 薛 定 谓 波 函 数 就 等 于 
f.(g,t) = (gq,t | a). (5.2.40) 


此 波 函 数 可 如 下 来 确定 .首先 ,利用 (5.2.30) 和 (5.2.33) 式 得 


(oa /ae (£) + oh (2) | a ) =- (gq,t|ae™ |a) 


上 式 左 方 第 一 项 又 可 以 通过 (5.2.39) 式 求 出 , 即 


= ae f(g,t). (5.2.41) 


(gq,t|g (1) a) = Fraf.(q,t). 


为 求 (5.2.41) 式 左 方 第 二 项 ,我 们 再 引入 p(z) 的 本 征 态 |p ,zt) ,其 本 征 值 为 p: 


p(t)1p,t) = p1p,t). (5.2.42) 
这 种 态 的 全 体 亦 构成 完备 集合 , 即 : 
| lp,2)(p,tldp -1. (5.2.43) 


它 在 |9 , 妃 上 的 投影 即 为 动量 本 征 态 在 坐标 表象 中 的 波 函 数 : 


(g,t|p,t)= ye (5.2.44) 
区 


于 是 有 plgyi|p,t) 二 一 浊 元 (9 | 六 ,zt 利用 (5.2.43) 式 和 此 式 即 得 


(gq,t|p (blay = |dplq,t|$ (2)|p,)(p,tla) 
= |dpplq,t | pP,t)《p,t | 2) =- 庄 寺 |dplqst | pt) (pt |a) 


一 一 下 Ff (gst). (5.2.45) 


将 (5.2.39) 和 (5.2.45) 式 代入 (5.2.41) 式 左 方 就 化 出 f.(g,z) 满 足 的 微分 方程 : 


Pf (gst) + Pogf (9,1) -a Mae wf,(q,t) = 0. (5.2.46) 


”这 是 海 森 伯 图 象 中 的 态 , 它 并 不 随 变化 . 这 里 把 态 矢 量 写成 | v,z》 ,表示 它 是 t 时 刻 
的 坐标 算 符 g (1) 的 本 征 态 ( 本 征 值 为 g). 
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此 方程 实际 上 是 一 个 常 微分 方程 (+ 只 是 一 个 参量 ) ,因而 可 以 立即 解 出 . 它 形 如 
jf (aq+b)f, 在 写成 学 : = (ag +5)dg 后, 两边 积分 即 可 得 出 人 = 


ezw ro. 将 a=- 本 一 “mae I 二 [maa(t)+ 记 (z)] 代 入 ， 并 通过 归 


工 ， 
f.(g,t) = ( 束 ) 。 让 (99 ce- 器 [o-500] (5.2.47) 


其 中 g(z) 与 p(z) 如 (5.2.36) 式 所 示 . 下 面 先 来 看 f.(9， !) 绝 对 值 的 平方 ， 它 给 出 
相干 态 谐 振子 在 空间 的 概率 分 布 : 


| f(g9,2) 4? / Te Pre sO (5.2.48) 


这 是 一 个 中 心 位 于 g(z) 的 高 斯 分 布 ,其 宽度 与 a 无 关 , 因 而 它 也 就 是 原点 移动 到 
q(z) 的 零点 振动 的 概率 分 布 函数 ( 因 a =0 对 应 于 零点 振动 ,相应 的 了 (1) =0, 参 
见 (5.2.36) 式 ). 我 们 看 到 ,由 (5.2.48) 式 描述 的 波 包 并 不 随 z 而 变形 ( 即 波 包 不 弥 
散 ), 只 是 其 中 心 点 在 往复 振动 (a = 0 的 情形 除外 ). 换 句 话说 ,上 述 波 包 就 像 一 个 
坐标 具有 零点 振动 不 确定 度 的 经 典 振子 的 运动 . 当 ->0 时 ,此 零点 不 确定 度 ~0 
( 即 波 包 宽 度 趋 于 零 , 变 成 一 个 质点 ) 量 子 振子 的 相干 态 的 空间 分 布 就 趋 于 一 个 往 
复 振动 的 经 典 振子 . 
”我 们 再 返回 来 看 (5.2.47) 式 .其 中 的 相位 因子 e 率 (29 所 表示 的 是 一 个 动量 随 ， 
而 变 的 行 波 , 动 量 5(z) 随 时 间 的 变化 与 一 个 经 典 振子 相似 [如 (5.2.36) 式 所 示 ]. 
(5.2.47) 式 中 的 另 一 个 因子 。- 骂 [2-01 可 看 成 是 该 平面 波 的 包 络 .通过 傅 里 时 分 
解 可 以 得 出 :振子 的 动量 亦 具有 高 斯 型 分 布 ,其 中 心 值 即 为 5(z). 动 量 不 确定 度 也 
就 是 零点 振动 的 动量 分 布 ,与 a 无 关 . 当 ->0 时 ,动量 的 不 确定 度 亦 趋 于 零 . 

由 此 可 见 ,经 典 振子 的 量子 对 应 就 是 处 于 相干 态 的 量子 振子 ,因为 它 均衡 地 昭 
顾 到 幅 模 和 相位 两 个 方面 . 

相干 态 的 能 量 期 望 值 为 

1 2 ,2 1 


Cal 肥 la) = 志 (|al?+ 序 )= 地 me A +3hw, (5.2.49) 


其 中 Au =A/ 经 1a|. 上 式 右 方 第 一 项 与 (5.2.28) 式 给 出 的 值 相同 , 即 幅 模 为 A。 


的 经 典 振子 的 能 量 .(5.2.49) 式 右 方 第 二 项 代表 零点 振动 的 能 量 ,其 值 为 zu 的 一 
半 .同样 不 难 求 出 名 在 相干 态 中 的 期 望 值 .结果 为 


(xl| 头 |w = ?7 (21 al? + al*+ 诗 )， (5.2.50) 
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因此 能 量 UU 的 方差 为 


AU = fiw|a|. (5.2.51) 
当 |a| 增 大 时 ,此 方差 虽然 在 增 大 ,但 它 与 本 = (a| 太 |a) 的 比值 
AU |al 
($5.2.52) 
万 lal? + 


却 随 着 |a1 一 而 趋 于 零 . 换 句 话说 ,对 于 大 的 |a| ,能 量 的 量子 涨 落 相对 能 量 平均 
值 为 一 小 量 . 


4. 光 场 相干 态 的 失势 和 场 强 


对 于 前 面 求 出 的 单 模 平面 行 波光 场 相 干 态 |a), 矢 势 &(x ,z) 和 场 强 Ex,1) 
的 期 望 值 为 中 


rhc 


(a|lA (x,t)|a) = la|lcos(k .x — wt+$)e, ($5.2.53) 


2 Jalsin(k .x— wit+$)e. (5.2.54) 


为 了 求 天 势 和 电场 的 不 确定 度 ， 民 们 还 和 要求 A? 和 E? 的 期 望 值 .结果 为 


(a | A2(x, t)|a) = rhc | a2cog (kx— wtt+$) + | 


(alE (x,t)|a) =-— 


Cal fr(x,2) 1a) = pe | |?sin (天 .YX 一 at 十 多) 十 | ($5.2.55) 


于 是 得 出 
AA(x,t) = ake 
AE(x,t) = | <. (5.2.56) 


它们 都 与 (x,z) 无 关 , 即 各 点 各 个 时 刻 的 不 确定 度 都 相同 .另外 ,它们 也 与 a 无 关 ， 
实际 上 就 是 光 场 零点 振动 所 对 应 的 矢 势 和 场 强 . 可 见 相干 态 光 场 就 相应 于 “ 带 有 零 
把 振动 不 确定 度 " 的 经 典 光 场 . 


当 |a 大 时 人 和 全 5 都 <T， 因而 为 一 小 量 .这 时 相干 态 光 场 就 相应 于 “ 带 


@ 这 是 指 线 偏振 情况 , 若 为 圆 偏振 el + ie, 则 (5.2.53) 式 中 的 cos(Kk*x 一 wt+#$)e 应 改 为 
cos(K'x— wttt+$)el —sin(k*x—wtt+$)e, .对 (5.2.54) 式 亦 应 作 相 应 的 改变 . 
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有 零点 振动 不 确定 度 " 的 经 典 光 场 .如 果 用 图 形 来 描绘 其 矢 势 或 场 强 随时 间或 空间 
的 变化 , 则 可 将 它们 表示 为 带 有 一 定 模糊 度 的 波形 曲线 . 

最 后 ,我 们 给 出 光 场 的 多 模 相 干 态 . 由 于 不 同 模 代表 不 同 的 自由 度 , 因此 多 模 
光 场 的 态 矢量 可 表示 为 各 个 模 态 矢量 的 外 积 .如 用 s 统一 表示 模 参 量 (如 ,71), 则 


多 模 光 场 的 相干 态 即 为 [| | a”). 我 们 也 可 用 {a} = {a,a,…| 来 表示 所 有 模 


参量 的 a 的 集合 ,这 时 多 模 光 场 相干 态 也 可 记 作 | {a1). 任 一 模 的 吸收 算 符 4 作 
用 到 | {a}) 上 时 ,结果 都 为 

a®d |{a}) = a® | lal (5.2.57) 
换 句 话说 , | {e} 为 所 有 a 的 共同 本 征 态 . 且 而 也 是 和 的 算 和 中正 绩 闻 从 
A 中 (x,z) 的 本 征 态 : 


AV(x,t) | al) = DW ea eh ri | {al), (5.2.58) 
而 天 势 算 符 在 此 状态 的 期 望 值 即 为 


a lA eh) = DY ele an es] 


(5.2.59) 
对 于 多 模 相 干 态 的 性 质 ,可 以 仿 前 进行 讨论 ,这 里 不 再 重复 . 


3 5.3” 光 场 态 矢量 按 相干 态 的 展开 相干 态 全 纯 表 和 象 


相干 态 的 概念 早 在 1926 年 就 提出 来 了 (Schr6dinger, Naturwissenschaften 14， 
664,1926) ,但 由 于 不 同 本 征 值 的 相干 态 互相 不 正 交 (参见 下 文 ) ,因此 在 相当 长 的 
时 间 内 在 物理 学 中 未 获得 重视 和 应 用 . 1963 年 , Glauber (Phys. Rev. 131, 2766 
(1963) ) 将 它 应 用 到 光 场 的 量子 相干 性 理论 中 .他 强调 指出 ,尽管 相干 态 互相 不 正 
交 , 但 它 的 全 部 集合 却 是 完备 的 (实际 是 超 完 备 的 ) ,因而 可 以 用 它 作为 表象 的 基 
底 . 光 场 的 任意 态 矢量 都 可 表示 为 相干 态 的 符 加 . 如 果 表 示 函 数 限制 为 全 纯 函 数 ， 
那么 展开 还 是 唯一 的 .这 种 表象 就 称 为 相干 态 全 纯 表象 .任何 光 场 可 以 在 此 表象 中 
表示 出 来 .本 节 将 对 这 些 问题 进行 讨论 . 


1. 光 场 态 天 量 按 相 干 态 的 展开 ”全 纯 表 示 


在 量子 力学 课 中 ,曾经 证 明 不 同 本 征 值 的 本 征 态 互相 正 交 , 但 那里 指 的 是 厄 米 
算 符 的 本 征 态 .a 不 是 厄 米 算 符 ,所 以 该 项 证 明 对 相干 态 不 适用 . 
利用 相干 态 按 粒 子 数 态 |n) 的 展 式 (5.2.6) ,可 得 
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的 a) = eda) Sn (ao) _ -lee tine 0) (5.3.1) 

n=0 Nn, 
这 具体 显示 出 不 同 本 征 值 的 相干 态 的 确 不 正 交 .将 上 式 取 绝对 值 的 平方 ,结果 即 为 
lala)|? = er. (5.3.2) 


即 | cy 态 投影 到 | c ) 态 上 的 概率 随 着 a 与 a 距离 平方 |a -a | 而 指数 下 降 .这 意 
味 着 |a) 态 只 与 附近 的 |a ) 态 相交 从. 

然而 正 交 性 并 非 是 一 组 态 能 否 作为 展开 基底 的 必要 条 件 . 必要 条 件 是 该 组 态 
的 完备 性 .一 组 态 的 完备 性 表示 为 其 中 各 个 态 的 投影 算 符 总 加 起 来 等 于 1. 换 句 话 
说 ,把 任意 态 在 这 一 组 态 上 的 投影 分 量 都 加 起 来 ,就 会 得 到 完全 的 原 态 . 以 粒子 数 


态 为 例 , 各 态 的 投影 算 符 为 | n)《n | ,它们 的 完备 性 就 表现 为 > | n)《n| = 1, 从 而 
对 任意 态 | A), > ,|n)《n1A) = |A), 即 | A) 可 用 | zy 来 展开 .如 果 我 们 能 证 明 


[loalde = 1,， (5.3.3) 


其 中 da=d(Rea)d(Ima)( 即 积分 遍及 整个 二 维 平面 ), 那 么 任意 态 | A) 也 可 按 
| 和 a) 来 展开 .因为 按 (5.3.3) 式 


1A) = | (ale | A)= |_Ala) lage, 


A(a) = 二 (alA)》， (5.3.4) 


这 就 表明 全 体 |a) 态 是 完备 的 .下 面 即 来 证 明 (5.3.3) 式 . 
利用 > ,|z (2 | = 1 以 及 (5.2.5) 式 ,可 得 


| “)(aldLa - >|. |m) lm la) (al n)(n|de 


_ 1 ™ m *¥*n -lal? da 
= > lm)n| | a "ee 一 (5.3.5) 


将 a 用 |ale* 代 人 上 式 并 将 a 化 成 leldlc1dg ,就 可 将 它 积 出 : 


| ea'"e ga = 元 | | a tm mele laldlald$=n!6,.. 
(5.3.6) 
将 (5.3.6) 式 代入 (5.3.5) 式 即 得 出 要 证 明 的 (5.3.3) 式 : 


[三 1eelde = Dln)(n|=1. 


由 于 相干 态 彼 此 不 正 交 , 一 个 相干 态 也 可 表 为 所 有 相干 态 的 从 加 . 应 用 
(5.3.3) 和 (5.3.1) 式 ,有 
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da -二 Ia-a i2+iIm(a* a ) da 
|ao) = | la)(aleo) Se = | ce 0 0 ay》 一， (5.3.7) 


这 样 就 将 | ao。) 用 相干 态 全 体 集 合 实行 了 展开 . 但 不 难看 出 | ao) 主 要 是 那些 
la 一 ao| 不 大 的 |a) 态 县 加 而 成 的 . 

(5.3.7) 式 表明 ,相干 态 彼此 不 是 线性 无 关 的 .这 意味 着 全 体 | a) 态 构成 超 完 
备 集 合 . 

到 此 ,我 们 看 到 相干 态 集合 的 两 个 重要 特点 :1) 它 虽然 具有 连续 的 本 征 值 , 却 
是 可 归 一 的 (与 动量 的 本 征 态 和 坐标 的 本 征 态 不 同 .后 两 者 都 不 能 归 一 .它们 都 规 
格 化 到 6 函数 ).2) 相 干 态 之 间 不 是 正 交 的 ,但 其 集合 却 是 完备 的 .实际 上 它们 构成 
超 完 备 的 集合 .这 两 点 之 间 又 是 互相 联系 的 . 因 在 “本 征 值 连续 ,本 征 态 互相 正 交 又 
构成 完备 集合 ”的 情况 ,可 以 证 明 这 些 本 征 态 是 不 能 归 一 的 (参见 Dirac: Quantum 
Mechanics p. 62 ,39). 

在 经 典 理 论 中 , 作 一 维 运动 的 粒子 的 瞬时 状态 由 gp 平面 中 的 一 个 点 (gq,p) 来 表示 .而 在 早 
期 量子 论 中 ,每 个 一 维 的 量子 态 则 对 应 于 gp 平面 中 一 个 有 限 的 面积 h(=2x#). 单 模 光 场 对 应 
于 一 维 谐振 子 ,一 维 振子 的 gp 平面 也 就 是 aia, 平面 ,两 者 的 关系 是 


/mo -1 
al 三 FF ay》 二 Fp (5.3.8) 


因此 gp 平面 中 的 面积 ,就 相当 于 aia, 平面 中 的 面积 元 x, 也 就 是 说 , 单 模 光 场 的 一 个 量子 态 
在 ai az 平面 中 将 占 面积 .量子 论 的 这 一 结果 ,在 此 可 以 作 如 下 理解 : 任 一 光 场 量子 态 1 下) 在 


Q1Q2 平面 中 实际 覆盖 的 面积 应 为 | | (a | 已》 “Fa= (F | | a) la | da | 下》 ,利用 (5.3.3) 式 即 
得 出 其 值 正好 为 x, 也 就 是 在 gp 平面 中 禾 盖 面 积 为 . 按 这 种 理解 (5.3.3) 式 也 可 与 通常 的 离散 
本 征 态 的 完备 性 条 件 如 > |z》(z| = 1 对 应 起 来 . 因 在 上 述 理解 下 ,和 < 代表 面积 元 dardas 中 


的 状态 数 .再 对 a1 和 as 积分 也 就 是 对 状态 数 求 和 ,从 而 等 于 1. 以 上 讨论 .说 明了 早期 早 子 论 的 
合理 性 . 
如 果 一 个 态 | 了) 在 用 粒子 数 态 展开 时 的 结 有 果 为 


| 户 = > | n). (5.3.9) 
则 可 得 出 它 用 |a) 态 展开 的 公式 如 下 :利用 (5.3.3)、(5.3.9) 和 (5.2.5) 式 得 


办 =J 玫 oe 力 可 = Da) 本 = J fe) 坚 ， 
(5.3.10) 


@ |《a|F)| 可 看 成 是 态 | a) 与 | F) 的 重合 度 .这样 , | 《a |F)| da 就 代表 面积 元 fa 
中 为 |F) 所 覆盖 的 部 分 ,于 是 | F) 覆盖 的 总 面积 就 等 于 | | (a |F)| ?ga 
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其 中 
一 (a )” 
Fa”) = 2 J (5.3.11) 
当 | 了) 为 粒子 数 本 征 态 | no) 时 ,就 给 出 |no) 按 相干 态 的 展开 .相应 的 f(a* ) 就 是 一 
硕 志 (oe ) 
在 | 户 是 归 一 化 的 情况 下 ， 
5 11 =1, (5.3.12) 


(5.3.11) 式 右 方 级 数 的 收敛 半 经 即 为 |a| = co .于 是 f(a* ) 作 为 a* 的 复 变 函数 在 
全 复 平 面 都 是 正规 解析 的 , 即 f(a" ) 为 a’ 的 全 纯 函 数 . 
任意 全 纯 函 数 g(a’ ) 都 具有 下 述 性 质 : 


[ee g(a ) Se = gp )， (5.3.13) 


即 对 于 全 纯 函 数 g(a* ) ,元 ef ~“ 好像 是 二 维 6 函数 .上 式 的 证 明 如 下 面 小 部 分 


所 示 . 
对 于 全 纯 函 数 ,可 在 整个 复 平面 上 用 寡 级 数 展开 : 


g(a ) = Dy Br0 "， 
于 是 有 


:Tt 


| g(a ) Se = Bye) er "da 
再 将 8 “用 短 级 数 展开 ,代入 后 再 应 用 (5.3.6) 式 ,就 将 上 式 右 方 化 为 
2) (8 )" | a" (a )” ee da - > 88” = g(8*). 


证 毕 . 
利用 (5.3.1) 和 (5.3.13) 式 ,我 们 可 以 求 出 展 式 (5.3.10) 式 中 的 系数 f(a*) 
与 (a| 了) 的 关系 


1 2 2 1 2 * 2 
(alf)= [ei HB" )(alB) dB = |e™ - 却 lal +a of(B* ) SF 


= ez f(a* ). (5.3.14) 

这 样 f(a” ) 将 由 | 让 唯 一 确定 .由 于 f(a* ) 与 | 户 之 间 这 种 一 一 对 应 关系 ,我 们 可 
将 f(a” ) 作 为 | 了 ) 的 一 个 表示 .这 种 表示 就 称 为 相干 态 全 纯 表 示 . 

前 面 曾经 表明 ,相干 态 彼此 不 是 线性 无 关 的 ,它们 构成 超 完备 集合 .而 用 超 完 

备 的 态 集合 来 作 展开 ,结果 应 该 不 是 唯一 的 .上 面 得 出 f(a* ) 的 唯一 性 ,是 因为 限 
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制 了 f(a”) 为 a* 的 全 纯 函 数 .否则 从 (5.3.10) 式 得 不 出 (5.3.14) 式 . 

附 例 : 关 于 “经 典 琶 加 ”与 “量子 到 加 ”差别 的 思考 题 . 

1. 在 经 典 光 学 中 , 波 矢 相同 而 振幅 分 别 为 a 和 a 两 个 光 场 的 僵 加 等 于 什 
么 ? 与 量子 光学 中 | ui 与 | az ?的 状态 和 至 加 有 何不 同 ? 

2. 若 上 述 两 个 光 场 具有 不 同 波 矢 ki 与 k,( 设 偏振 相同 ) ,结果 又 如 何 ? ( 管 
案 见 本 节 末 尾 处 ) 


2. 全 纯 表象 中 的 算 符 


下 面 来 考虑 任 一 个 算 符 了 的 全 纯 表示 . 设 车 在 粒子 数 表象 中 的 表示 为 工 ， 
T,, = 《m | 全 |n), 则 该 算 符 可 表示 成 
T= ST | m) (nl (5.3.15) 
将 “单位 算 符 的 相干 态 展 开 式 ”(5.3.3) 乘 到 上 式 右 方 的 前 后 两 侧 , 即 得 


八 


T= | 经 | DT, |a) (alm > (n|B)B| 


其 中 系数 T(e ,8) 由 下 式 表 示 : 
T(a* ,8B) = DT G6. (5.3.16b) 


如 果 上 式 对 于 任何 a* 和 8 都 是 收敛 的 . 则 T(a* ,8) 将 是 w* 和 8 双 变 量 的 全 纯 
函数 .在 (5.3.18) 式 下 面 我 们 将 指明 ,物理 量 算 符 所 对 应 的 T(a* , 8) 都 具有 此 性 
质 / 
利用 T(a* ,8) 的 全 纯 性 质 ,可 仿 前 从 (5.3.16a) 式 反 求 出 (a* ,8). 结 果 为 
T(a* ,8) = (al 人 个 | Byezte Te) (5.3.17) 
此 式 表明 ,了 (a* , 8) 也 由 个 唯一 确定 , 即 两 者 为 一 一 对 应 关系 , 因而 我 们 可 用 
T(e , 8) 来 表示 个 .此 表示 称 作 人 的 相干 态 全 纯 表示 . 
两 个 算 符 乘积 的 全 纯 表示 亦 不 难 求 出 . 令 全 = 全 全 , 则 由 
(el 个 1》 = | $el, 7) 1p) 
以 及 公式 (5.3.17), 即 可 得 出 
T(a* ,8) = | YT (a ,y) Tay’ Be”. (5.3.18) 


在 量子 光学 中 ,一 般 物理 量 算 符 了 都 可 表 为 吸收 算 符 和 发 射 算 符 的 正规 乘积 
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的 多 项 式 , 如 能 量 、 动 量 和 和 角 动 量 都 只 是 二 次 式 .我 们 将 它 写 作 


= S Sr dmA. (5.3.19) 
利用 相干 态 的 定义 即 可 求 出 。”” 
(a| 全 |8》 = r(a ,B)e ze + re (5.3.20) 
其 中 
r(a* ,8) = DD me'"pg, (5.3.21) 


称 为 算 符 本 的 正规 核 , 它 是 a* 和 8 的 有 限 多 项 式 .由 (5.3.17) 和 (5.3.20) 式 ,全 
纯 表 示 T(a* ,8) 与 正规 核 r(a*" ,8) 之 间 的 关系 为 
T(a* ,8B) = r(a* ,6)er 2. (5.3.22) 
于 是 即 知 T(a ,PB) 为 a” 和 B 双 变 量 的 全 纯 函 数 . 
. 算 符 了 与 它 的 正规 核 之 间 有 着 更 直接 的 对 应 关系 .知道 了 正规 核 z(a* , 8)， 
本 可 以 立即 得 出 : 
个 = Nr(at,a)， (5.3.23) 
其 中 N 代表 正规 编 序 符号 .再 由 (5.3.22) 式 ,从 的 全 纯 表 示 T(a" , 8) 也 可 直接 
求 出 工 , 结 果 即 为 
个 = NT(a1,4)e "<. (5.3.24) 
但 这 一 公式 使 用 起 来 不 如 (5.3.23) 方 便 ,因为 zc(a* ,PB) 是 a” 和 8B 的 有 限 多 项 式 . 
附 第 一 小 节 思 考题 答案 : 
1. 在 经 典 情况 ,全 加 结果 即 为 “振幅 为 a + a,” 的 光 场 ( 它 的 量子 对 应 为 
Iai +az7) ,而 | ai 与 |oz 三 加 的 意义 则 不 同 , 它 代表 “ 光 场 部 分 地 处 于 | a ) 态 ,部 
分 地 处 于 | oz > 态 ”( 狄 拉克 说 法 ). 若 两 态 的 概率 幅 分 别 为 A 和 A, , 则 又 加 结果 即 
为 Ai|uiy+A4;|az》. 即 一 个 是 两 光 场 的 到 加 ,一 个 是 同一 光 场 两 状态 的 委 加 . 
2. 在 经 典 情况 , 兰 略 去 偏振 矢量 不 写 ,并 采用 复 表 示 ,结果 应 表 为 aj es * 1 
+auze2 “而 在 量子 情况 ,结果 为 双 模 相干 态 ,可 简单 表示 为 | )|a2) ,上 标 
(1) 和 (2) 为 模 指标 . 只 有 同一 模 的 两 个 状态 才能 委 加 . 


3 5.4 量子 混合 态 的 统计 描述 ” 光 场 密度 算 符 的 
全 纯 表 示 和 P 表示 


在 量子 理论 中 , 当 体 系 的 状态 不 完全 确定 而 具有 某 种 统计 性 的 时 候 , 常 采用 密 
度 算 符 来 对 它 描述 .这 样 的 体系 对 应 于 一 个 量子 统计 系 综 . 本 节 的 内 容 就 是 介绍 密 
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度 算 符 的 概念 以 及 光 场 的 密度 算 符 在 相干 态 表 象 中 的 表示 .我 们 将 指出 ,对 光 场 密 
度 算 符 , 除 了 引入 相干 态 全 纯 表 示 以 外 还 可 引入 一 种 相干 态 对 角 表 示 P(a), 通 常 
称 为 PP 表示 . 它 是 一 种 在 形式 上 类 似 经 典 系 综 的 表示 .从 函数 P(a) 的 行为 还 可 判 
断 一 个 量子 光 场 是 否 具有 类 似 经 典 光 场 的 特征 . 


1. 纯 态 和 统计 混合 态 ”状态 的 密度 算 符 描述 


量子 系统 的 一 般 状态 除了 纯 态 以 外 ,还 有 统计 混合 态 .它们 分 别 与 经 典 理论 中 
的 “力学 ” 态 和 统计 系 综 相 对 应 .量子 理论 中 的 纯 态 就 是 由 某 个 态 矢 量 来 描述 的 状 
态 ,在 通常 量子 力学 或 量子 电动 力学 课程 中 所 涉及 的 态 一 般 都 是 纯 态 . 而 统计 混合 
态 则 由 量子 系统 在 一 组 给 定 的 态 矢 量 上 的 概率 分 布 来 表示 (这 一 组 态 并 不 一 定 是 
互相 正 交 的 ,但 假定 它们 都 已 归 一 化 ) ,例如 给 出 系统 在 一 组 态 |F) 上 的 出 现 概率 
为 P. 需 要 注意 的 是 ,这 时 系统 的 状态 并 非 就 是 》) VP; | 已 ). 后 者 为 一 纯 态 , 它 是 
各 个 1 下) 态 的 相干 番 加 .而 在 统计 混合 态 情况 ,各 个 | FE 间 的 相对 相位 是 完全 不 
确定 的 ,也 就 是 说 各 个 | 下 》 态 之 间 无 相位 关联 (参见 (5.4.7) 式 下 面 的 例子 ). 
从 以 上 说 明 可 以 看 出 ,统计 混合 态 是 对 系统 的 一 种 统计 性 的 描述 , 它 对 应 于 一 
个 量子 统计 系 综 . 在 量子 统计 物理 中 所 涉及 的 态 就 是 这 种 统计 混合 态 . 
对 于 统计 混合 态 , 比 较 方便 的 是 采用 密度 算 符 (或 称 密度 矩阵 ) 来 表示 .例如 上 
面 所 说 的 例子 ,相应 的 密度 算 符 就 是 (其 中 各 个 | 下) 不 一 定 互相 正 交 ) 
o= WP, | FF, 1. (5.4.1) 
它 是 一 个 厄 米 算 符 : 
Of 一 0. (5.4.2) 
厄 米 性 是 密度 算 符 的 第 一 个 重要 性 质 , 它 保证 了 物理 量 的 期 望 值 为 实数 ,并 可 
通过 乏 正 变换 将 6 对 角 化 (参见 后 文 ). 当 指 标 ; 连续 取 值 时 , (5.4.1) 式 中 的 求 和 
即 相应 地 化 为 积分 ,同时 已 换 成 概率 密度 . 
不 难 证 明 ( 参 见 下 ) ,对 任意 两 个 态 |a) 和 |5)( 两 态 不 一 定 正 交 ) ,有 
trla)lb| = (bl1a). (5.4.3) 
我 们 知道 一 个 算 符 (或 矩阵 ) 的 迹 是 与 表象 无 关 的 . 于 是 我 们 可 取 分 立 的 一 组 正 交 
完备 集 |n) ,在 此 表象 中 算 符 |a)《5b| 的 对 角 元 就 是 (n 1a)《451n), 而 |a2《5| 的 迹 即 
为 对 角 元 的 和 : 
trla)l6| = Snla)lbln) = 2) (bln)(nla) = (51a). 


在 上 式 推导 中 我 们 利用 (z | ay 和 (6 |n) 都 是 C 数 因而 互相 对 易 ,以 及 完备 集 的 性 
质 >) |n)《n|= 1. 
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由 于 3)P， = 1, 故 从 (5.4.1) 式 即 得 


tro= 1. (5.4.4) 
这 是 密度 算 符 的 重要 一 般 性 质 之 二 .利用 (5.4.1) 和 (5.4.3) 式 还 可 得 出 :任何 力学 
量 在 统计 混合 态 中 的 期 望 值 可 通过 对 上 与 ?乘积 求 迹 的 方式 来 表示 :首先 在 各 
个 |F;) 态 中 求 力学 量 的 期 望 值 (F, | 上 | FF ), 然 后 再 对 ; 来 平均 ,再 利用 (5.4.3) 
式 即 得 密度 算 符 的 第 三 点 重要 性 质 : 


L = DPFILIF) = tyP 下 REI=t( 人 0O)， (5.4.5) 
当然 ,也 可 将 工 表 成 tr(po 蕊 )( 由 此 还 可 见 ,po 的 厄 米 性 保证 了 任何 物理 量 的 期 望 值 
为 实数 ) .不 仅 如 此 , 测 出 力学 量 二 为 其 某 个 本 征 值 L。 的 概率 @, 也 可 用 2 在 本 征 
态 |L。) 的 期 望 值 来 表示 ,并 可 表 成 o 与 该 本 征 态 的 投影 算 符 | 工 , 》( 工 ,| 乘积 的 迹 
(密度 算 符 的 第 四 点 重要 性 质 ): 
P(Lo)= P| (LolF)|? = DP, (LolF,)(F, lLo) 


一 (Lol ol Lo) = tr(p | Lo) (Lo|). (5.4.6) 
纯 态 可 看 成 是 统计 混合 态 的 一 个 特殊 情况 , 即 该 “ 态 矢 量 集合 ”中 只 有 一 个 态 . 
于 是 纯 态 所 对 应 的 密度 算 符 就 是 
p=|F)(F|. 

由 (5.4.1) 式 还 可 得 出 

tr(p*) = tr OPP, |F,)(F, |F,)(F,|. 
如 令 fi = (下 Fi), 则 上 式 右 方 可 化 为 2)PPefitr| Fi)(F| = PP |fil’ < 
PPi ,因为 | 1? 过 1. 由 此 即 得 


0 < tr(o’)<1. (5.4.7) 

不 难看 出 ,上 式 中 的 等 号 只 当 状 态 为 纯 态 , 即 (5.4.1) 式 右 方 只 有 一 项 时 才 成 立 . 因 

此 “tr(p)? 是 等 于 1 还 是 小 于 1” 可 作为 相应 的 系统 是 处 在 纯 态 还 是 统计 混合 态 的 
一 个 判 据 .这 是 密度 算 符 的 第 五 点 重要 性 质 . 

下 面 我 们 通过 一 个 例子 来 看 纯 态 和 统计 混合 态 间 的 关系 . 设 系 统 的 状态 为 

|)=V Pi|Fi)+V Pe*|F,), 当 9 取 确 定 值 时 ,该 态 为 一 个 纯 态 ,而 若 9 在 0 


到 2x 范围 内 以 均匀 概率 取 值 , 即 9 的 概率 密度 P(9) = 元, 则 按 (5.4.1) 式 以 及 


Q@ 如果 工具 有 连续 分 布 的 本 征 值 , 则 应 为 概率 密度 . 
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(5.4.2) 式 下 面 的 说 明 ,该 系统 的 密度 算 符 即 为 


p= 去 | | Fo)(Fsld0. (5.4.8) 
将 所 给 出 的 |F,) 表 示 式 代入 后 ,对 9 的 积分 即 可 求 出 ,结果 即 为 
0= Pi|FI(FI| + P| FF,|. (5.4.9) 


这 表明 (5.4.8) 和 (5.4.9) 式 两 种 表示 是 等 价 的 , 即 (5.4.9) 式 所 表示 的 统计 混合 态 
就 相当 于 | 下 和 | 下 ,) 以 确定 的 幅 值 Y P, 和 V P, ,但 以 完全 随机 的 相对 相位 于 加 
的 状态 . 

在 若 定 谓 图 象 中 ,密度 算 符 与 态 矢量 相似 将 随时 间 变 化 . 设 :=0 时 密度 算 符 
的 值 为 


po (0) = BJP, |F,)F,|, 
则 根据 | 已 》 随 时间 的 变化 , 即 得 
p(t) = DPe i | FF le = eho (0)ee (5.4.10) 
我 们 还 可 由 上 式 求 出 o(z) 所 满足 的 方程 
;下 £6 (1) = eto (0)e fds ei 0 (0)ef#= [ 友 ,6 (1)]. 
/ (5.4.11) 
同样 ,在 作用 图 象 中 , o 随 时 间 的 变化 为 
o (zt) = U(z,0)0 (0) Ut(z,0), (5.4.12) 
其 中 U(z ,0) 为 作用 图 象 中 的 演化 算 符 .利用 U(z,0) 所 满足 的 方程 


i < 站 (#1,0) = HD (1)U (1,0), 
即 可 得 出 作用 图 象 中 o(z) 的 运动 方程 为 
i 6 (1) = [ALD (2),p (2)1. (5.4.13) 


在 本 小 节 的 最 后 ,我 们 来 讨论 密度 算 符 的 本 征 态 和 密度 算 符 的 半 正 定性 .为 方 
便 起 见 我 们 仍 在 粒子 数 表象 来 讨论 .将 (5.4.1) 式 中 |F;) 用 |n) 来 展开 : 
[|F,) = Dan 1n), (5.4.14) 
代入 (5.4.1) 式 中 即 得 


@ 注意 此 方程 与 海 森 伯 图 象 中 力学 量 人 (+) 的 运动 方程 的 差别 .后 者 为 语 全 上 上 (:) = 
[L(#),H]. 
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p= Dow ln)ln’|, (5.4.15) 
其 中 

pm = 2 ,Panax ， (5.4.16) 
为 p 在 n 表象 中 的 表示 并 等 于 (n1o1n’). 由 o。 作 为 矩阵 元 所 构成 的 矩阵 就 是 nx 
表象 中 的 密度 矩阵 . 它 的 对 角 元 o,, 等 于 体系 出 现在 |n) 态 的 概率 P(n). 

由 于 o 为 厄 米 算 符 , 故 有 o*%. = o。，. 即 密度 矩阵 为 厄 米 矩阵 . 从 而 可 通过 乏 正 
变换 将 它 对 角 化 .在 对 角 化 的 表象 中 ov = P,6y .此 新 表象 的 基 矢 |7) 即 为 "的 本 征 
态 , 相 应 的 本 征 为 P . 换 句 话说 ,对 任意 o 总 可 选择 一 组 正 交 归 一 化 的 |1) ,将 它 表 
示 成 

o= 1P,|27(2 | (5.4.17) 
| 代表 互 不 相干 的 一 组 态 , P, 即 为 系统 状态 中 含 |7) 态 的 概率 . 由 P, 宇 0, 密 度 矩 
阵 为 半 正 定 的 . 
2. 相互 纠缠 的 子 系统 的 状态 


当 一 个 系统 包含 若干 个 相互 作用 的 子 系 统 时 ,即使 总 系统 处 在 纯 态 , 子 系统 也 
通常 是 处 在 统计 混合 态 ( 除 了 总 系统 的 态 矢量 是 各 个 子 系统 态 矢 量 外 乘 的 特殊 情 
况 以 外 在 这 种 特殊 情况 ,每 个 子 系统 的 状态 与 其 他 子 系统 的 状态 无 关 ) 例 如 由 原子 
与 光 场 组 成 的 系统 ,我 们 可 将 该 系统 的 任意 纯 态 | 丁 ) 按 原子 的 一 组 正 交 归 一 的 态 
矢量 集合 | A, 来 展开 : 

| T) = Ya; | F) ®| A,), (5.4.18) 


其 中 | ) 代 表 光 场 的 某 个 光 场 状态 ,也 已 经 归 一 化 ,但 不 同 ; 的 | 下 ) 彼 此 不 一 定 
正 交 . 符 号 四 代表 外 乘 . 当 我 们 计算 光 场 的 任意 物理 量 上 的 期 望 值 时 ,应 用 
(5.4.18) 式 以 及 ((A |1@(F|)L(IFE)®|A))= (FIL|F)(A|A,) 
=(F |L|F,)6, , 即 得 


(TILIT)= Da FILIF)=u(L ps), (5.4.19) 
其 中 ;代表 子 系统 ( 光 场 ) 的 密度 算 符 ,其 定义 为 
pn = Dla bE |. (5.4.20) 
它 就 等 于 总 系统 的 密度 算 符 | 工 )( 工 | 对 原子 自由 度 求 迹 后 的 结果 ， 
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om = tra |1T(T1. 

值得 注意 的 是 ,人 的 期 望 值 不 等 于 “把 (5.4.18) 式 各 项 中 的 | A;) 去掉 做 成 一 个 光 
场 态 矢 | F) 三 y\a | F)”, 然 后 用 | F) 来 求 上 的 期 望 值 ( 即 (F | L| F)). 0 

在 (5.4.18) 式 的 求 和 中 不 止 一 项 的 情况 .系统 的 状态 |T 称 为 量子 纠缠 态 ,而 
原子 和 光 场 称 为 相互 纠缠 的 子 系统 . 在 这 种 情况 下 (5.4.20) 式 给 出 的 pw 就 代表 
一 个 统计 混合 态 .这 表明 :尽管 总 系统 是 处 在 纯 态 | T) (其 中 各 项 | 下) 的 |A;) 是 相 
干 共 加 的 ) ,但 对 子 系统 光 场 来 说 ,各 个 | 下) 并 不 是 相干 又 加 的 :由 于 |A;) 与 |A,) 
正 交 , 使 得 (5.4.19) 式 中 不 出 现 aa? 《FF | |F,) 这 样 的 交叉 项 . 

更 一 般 地 来 说 ,车 总 系统 由 若干 个 子 系统 1 ,5 ,… 构 成 ,总 系统 的 状态 由 密度 
算 符 o 描写 ,那么 描述 子 系统 ;1 的 密度 算 符 p， 即 为 对 其 余 系 统 求 迹 的 结果 : 

01 = 1 0 (5.4.21) 


车 | a2,43,…) 代表 余 系 统 s253… 状态 的 一 一 组 正 交 完 备 集 , 则 ”trp 可 表 为 
2 《qzs43,… 1 p142,43,…). 当 总 系统 为 纠缠 的 纯 态 时 , 子 系统 将 处 于 统计 混 


态 (除非 该 子 系统 与 其 他 子 系统 都 不 发 生 纠 缠 ). 

在 量子 光学 中 , 常 考虑 的 对 象 是 开放 系统 , 亦 即 不 断 与 外 界 环境 相 作 用 的 系 
统 .这 时 即使 该 光学 系统 与 环境 总 起 来 是 处 于 纯 态 ,该 光学 系统 本 身 一 般 也 是 处 于 
统计 混合 态 . 故 一 般 要 用 密度 算 符 来 描述 . 

本 小 节 的 内 容 虽 然 不 多 ,但 比较 重要 .如 果 不 加 重视 ,容易 出 现 原 则 性 错误 .这 
也 是 我 们 把 它 单列 成 一 小 节 的 原因 . 


3. 系统 的 炉 算 符 
在 量子 统计 理论 中 ,并 可 通过 密度 算 符 来 定义 一 个 系统 的 烂 算 香 : 
S=— klnp, (5.4.22) 
而 该 系统 的 炉 即 为 S 在 系统 状态 中 的 期 望 值 : 
S = ($) =— ktr(p Inp). (5.4.23) 
在 密度 算 符 的 对 角 表 象 中 , S 的 值 可 以 方便 地 计算 出 来 . 因 这 时 (参见 (5.4.17) 式 ) 
p= DP; 17)01, (5.4.24) 


@ ”这 两 种 做 法 的 区 别 在 于 ,在 1F) = 》)a; | FF) 中 ,各 个 | 户 〉 是 相干 下 加 的 ,而 在 
(5.4.18) 式 中 各 个 | F; ) 之 间 则 无 相位 关连 .参见 (5.4.20) 式 以 及 (5.4.9) 式 上 面 的 讨论 . 
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其 中 17) 为 正 交 归 一 的 集合 .这 时 17 是 p 的 本 征 态 ( 本 征 值 为 已 ), 它 当然 也 是 np 
的 本 征 态 ,本 征 值 即 为 InP; .于 是 得 


tr(p lnp) = DP I Inp1j) = DPlnp,. (5.4.25) 
代入 (5.4.23) 式 中 就 得 出 吉 布 斯 公式 
S =— ko,PhnP,. (5.4.26) 


当 系 统 处 于 纯 态 时 ,(5.4.24) 式 中 只 有 一 项 .这 时 炳 的 值 即 为 零 . 非 纯 态 时 炳 
的 值 恒 大 于 零 ( 因 InP; <0). 这 也 可 以 作为 纯 态 和 统计 混合 态 的 一 个 判 据 . 如 果 
(5.4.24) 式 中 有 NN 项, 而且 每 项 中 的 概率 都 相同 即 1/1N( 这 是 N 给 定时 ,S 取 最 
大 值 的 情况 ,参见 (5.4.31) 式 下 的 讨论 ). 则 S=klInN. 因 此 ,NN 愈 大 炉 也 就 愈 大 . 
我 们 也 可 用 S 的 值 作为 统计 混合 度 的 一 种 量度 . 

下 面 用 一 个 例子 来 作 更 具体 的 说 明 . 设 系统 处 在 二 个 正 交 态 矢 量 |1) 和 |2) 上 ， 
其 密度 矩阵 形 如 

o = 隐 人 | (5.4.27) 
Px P22 

其 中 pz = Pp 总 ( 按 op 的 厄 米 性 ), pi + pw =1( 按 基本 性 质 2). 此 密度 矩阵 所 描述 的 
情况 为 :|1) 和 |2) 两 态 出 现 的 概率 分 别 为 pu 和 py ( 按 基本 性 质 4 或 (5.4. 16) 
式 ) ,但 |1) 与 12) 两 态 间 的 相对 相位 9 不 一 定 具 有 确定 值 ,而 由 某 种 概率 分 布 p(0) 
来 描述 .因此 该 系统 状态 也 可 表示 为 sd [Vp 11)+V1=pe?|12) |, 其 中 是 
一 个 无 关 重 要 的 因子 ,在 o 中 并 不 出 现 ,而 py 将 由 下 式 表示 : 


2r 
pr =V pun(l— pn)| ep(0)d0. (5.4.28) 


由 上 式 可 见 pi 的 绝对 值 的 取 值 范围 为 0 到 V pit1 一 Pn). 当 p(9)= 寺 , 即 |1) 与 
|2) 之 完全 无 相位 关联 时 ,相应 的 ps 为 0, 而 当 p(9) = 6(9 9) 即 两 态 之 间 具 有 
确定 相对 相位 亦 即 系 统 实际 处 在 纯 态 时 ,pi = V pun(1 一 pun)e% ,其 绝对 值 即 达到 


最 大 的 可 能 值 v pu(1— pu): 
该 密度 矩阵 (5.4.27) 的 本 征 值 由 方程 (p11 - p)(pzz -之 ) = 1piz1? 决定 .由 此 
解 出 两 个 本 征 值 如 和 p, 为 


p12 = 3[1+VI-4D], (5.4.29) 


其 中 = pupzw 一 1pw1l =pu(1 一 pu) 一 1pw1 .由 (5.4.26) 式 , 炉 的 值 即 由 pi 
( 因 p,=1-pi) 决 定 : 


第 五 音 ” 量 子 光 场 的 相干 态 ” 光 场 的 量子 统计 描述 ，197 ， 


S=—klpilnpi + (1 - pi)In(1 — pi)]. (5.4.30) 

丛 的 值 我 们 看 到 ,S 的 值 依赖 于 两 个 变量 pi 及 | py | .对 于 给 定 的 pu 值 (车 |1) 

和 |2) 是 能 量 本 征 态 ,这 就 对 应 于 系统 的 能 量 给 定 ),S 的 最 小 值 (S =0) 出 现在 

[puzl =pu(1- pu) 即 D=0 处 (这 时 pi=1,zps=0, 即 系统 实际 处 在 2 的 第 一 个 

本 征 态 ). S 的 最 大 值 出 现在 |p1,| =0 处 ,这 时 两 个 本 征 值 p, 和 p, 就 是 pu 和 1 
- za ,其 值 为 

S =-&[pinpi+(1- pn)ln(l — pn)]. (5.4.31) 


如 果 pu 也 可 以 变动 , 则 S 的 极 大 值 将 出 现在 pu = 方 处 , 即 体系 以 均等 概率 


处 于 两 个 态 上 .这 时 S 就 等 于 kln2. 
从 上 面 的 讨论 ,我 们 看 到 : 当 一 个 二 能 级 系统 能 量 给 定 (从 而 系统 在 两 个 能 级 
上 的 概率 也 就 给 定 ) 时 , 炉 增 加 过 程 也 就 是 两 能 级 间 相 位 退 相干 的 过 程 0. 在 两 个 


态 无 相位 关联 的 情况 下 ,又 以 两 个 态 的 概率 相等 (各 为 亏 ) 时 箭 最 大 .如果 两 个 能 级 


能 量 不 等 时 ,又 处 于 热平衡 态 , 则 后 一 情况 对 应 于 温度 为 无 穷 大 . 
最 后 ,我 们 指出 , 当 总 系统 的 o 等 于 两 个 子 系统 的 o, 和 o, 的 外 乘积 时 (这 意 
味 着 两 个 子 系统 之 间 没 有 关联 ) ,由 (5.4.23) 式 可 以 求 出 (利用 tro1 =tros =1) 
S= 9 十 9，. 


即 总 系统 的 焙 为 两 个 子 系统 焙 的 和 ,但 在 一 般 情 况 下 这 一 结论 并 不 成 立 .最 明显 的 
例子 是 , 奇 总 系统 为 纠缠 的 纯 态 , 则 它 的 焙 S 等 于 零 .而 二 个 子 系统 簿 处 于 统计 混 
合 态 , 它 们 的 焙 S, 和 S, 都 大 于 零 . 


4. 单 模 热 光 场 的 统计 性 质 


单 模 光 场 的 能 量 本 征 态 即 为 光子 数 态 |z ,相应 的 能 量 本 征 值 为 nfiw. 当 该 光 
场 与 温度 为 了 的 库 达 到 热平衡 时 , 即 为 单 模 热 光 场 ,其 各 个 能 级 的 概率 


P(n) = Ne 哇 ， (5.4.32) 
N 为 归 一 化 常数 ,由 了 PCn) - 1 来 确定 .其 值 为 

N= (1-e 登 )， (5.4.33) 
该 模 上 的 平均 光子 数 为 令 z= 邵 


中 退 相 干 时 间 的 长 短 是 量子 相干 的 态 在 实用 上 的 重要 参数 . 
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《7 》 = SnP(n) = (1 -ez) > ne™ =— (1—-e™”) er = -一 


(5.4.34) 
在 下 不 太 高 的 情况 下 ,对 于 可 见 光 波段 (2 ) 是 一 个 很 小 的 值 .例如 当 波 长 为 5 x 
103A 时 ,jos2.48eV. 即 使 温度 为 2000C ,AT 也 不 过 0.196eV. 这 样 该 单 模 态 中 
的 (n) 只 有 3.2x10 怀 .此 值 与 光 腔 的 体积 无 关 ( 假 如 我 们 研究 的 是 腔 内 光 场 的 情 
况 ) ,于 是 腔 的 体积 愈 大 ,该 模 的 光子 数 密 度 傅 小 .但 另 一 方面 , 腔 傅 大 ,其 中 允许 模 
的 密度 愈 大 ( 模 密度 与 体积 成 正比 ). 通 过 这 一 因素 使 得 腔 内 光子 数 愈 多 . 


我 们 可 把 归 一 化 常数 N 以 及 。- 党 都 用 (nn) 表 示 出 来 .结果 为 


__l1 趟 = 22 
N= 《7y 十 1T， C 一 ny + (5.4.35) 
于 是 P(n ) 也 可 写成 
(n> 1” 
p(n) = ty Tries r7) (5.4.36) 


这 种 分 布 称 为 几何 分 布 . 自 于 《92 恒 小 于 1, 故 P(n) 随 着 n 以 指数 下 降 . 这 是 
几何 分 布 与 泊 松 分 布 不 相同 的 地 方 .如 令 
K 一 in (kx > 0), (5.4.37) 


n 


则 P(n) 可 表示 为 与 (5.4.32) 式 相似 的 形式 : 


P(n) = re (5.4.38) 
概率 分 布 由 (5.4.36) 或 (5.4.38) 式 表示 的 光 场 (其 中 (nn) 不 一 定 由 温度 决定 ) 
统称 为 混杂 光 场 .任何 混杂 :光源 (由 大 量 彼此 相同 但 互 不 相关 联 的 发 光 体 构成 ) 所 
辐射 的 单 模 光 都 具有 这 样 的 概率 分 布 . 它 是 在 元 给 定 的 情况 下 (元 = tr(oz)) 和 具 
有 最 大 值 的 分 布 . 热 辐射 光 只 是 混杂 光 场 的 一 种 特殊 情况 ,其 《nn) 由 温度 全 决定 ， 
如 (5.4.34) 式 所 示 . 混杂 光 源 不 限于 热 光 源 ,例如 气体 放电 管 也 是 混杂 光源 . 
从 (5.4.38) 式 不 难 求 出 (n”): 


(n’) = Sn P(n) = (二 了 re” ) 31 = 2(n > 十 《7 ). 
(5.4.39) 
于 是 混杂 光 场 的 粒子 数 方差 为 


从 而 入 >1， 即 方 差 比 平 均值 还 要 大 . 这 种 光 的 强度 涨 落 大 ， 故 统计 性 质 不 良 ( 尽 
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管 它 可 能 具有 好 的 单 色 性 和 方向 性 ,如 该 模具 有 确定 波 矢 的 情况 ). 
单 模 混 杂 光 场 的 密度 算 符 即 为 
$= PP) nal = (人 2 ) [nCn|. (5.4.41) 


实际 上 由 (5.4.30) 式 所 给 出 的 P(n) 也 可 由 “E( 即 (n 给 定 的 条 件 下 ， 炉 取 最 大 
值 ” 的 要 求 来 推出 (例如 参见 “Louisell, Quantum Statistical Properties of Radition” 
p.217). 


5. 光 场 密度 算 符 的 全 纯 表示 和 P 表示 


在 $35.3 中 我 们 曾 指出 , 光 场 相干 态 构 成 完备 集合 ,因而 任意 光 场 (包括 混杂 
光 场 ) 的 密度 算 符 都 可 在 相干 态 全 纯 表 象 中 表示 出 来 . 这 种 表示 (全 纯 表示 ) 在 文献 
中 又 称 为 R 表示 . 对 于 单 模 光 声 按 (5.3.16a) 和 (5.3.17) 式 ,o 可 写成 


p= | de de| dBoo , B)e 2' al? -181? [a) (8|， 


oa ,8B) = (a | 0 | BY ez + (5.4.42) 
其 中 da = d(Rec)d(Ima) ,时 8 意义 相同 . 当 o= 2P; 1F)《F; | 时 ,p(a" ,PB) 即 
可 表 为 
pla’ ,8B) = > Pi(e 1 FF, | Be 2 
如 果 态 矢 | 书 ) 的 全 纯 表示 为 (a* ), 则 利用 (5.3.14) 式 ,o(a* ,8) 即 化 成 
ol(a” ,8) = PF (a )F; (8° ). (5.4.43) 


另外 ,如 果 已 知 p 在 光子 数 表象 中 的 表示 po , 则 由 (5.3.16b) 式 , 亦 可 直接 得 
出 p(a* ,8B): 


p(e ,B) = Dp ,人 (5.4.44) 
利用 密度 算 符 的 厄 米 性 并 满足 条 件 tro? 志 1[ (参见 (5.4.7) 式 ], 可 以 得 出 
>，| omw | 1. (5.4.45) 


在 此 条 件 下 ,由 (5.4.44) 式 表示 的 o(a* ,8) 亦 将 是 双 元 变量 a* 和 8 的 全 纯 函 数 ， 
与 物理 量 的 全 纯 表示 一 样 [参见 (5.3.22) 式 下 ]. 反 过 来 , 若 o(a* ,8) 已 知 , 则 通过 
它 按 c 和 8 的 医 级 数 展开 式 , 即 可 按 (3$.4.44) 式 定 出 o。. 
对 于 单 模 混杂 光 场 ,利用 (5.4.45) 式 , 即 可 求 出 其 密度 算 符 的 全 纯 表 示 为 
| 1/ nn) 1 
ele) ty TE (eB) = ty re 
(5.4.46) 
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上 式 的 右 方 实际 是 单 变量 (a * B86) 的 函数 . 

“相干 态 | c 彼 此 不 正 交 , 其 全 体 构成 超 完备 的 集合 "看 起 来 是 它 的 缺点 ,但 却 
提供 了 一 种 有 利 的 可 能 性 : 即 利用 这 种 超 完备 性 将 广泛 一 类 的 光 场 的 密度 算 符 都 
表 成 对 角 的 形式 , 即 


0 = |¥apla) alal. (5.4.47) 
这 种 表示 被 称 为 P 表示 ,其 中 的 P(a ) 为 实 函数 字 即 
P’*(a)= Pla), (5.4.48) 
上 式 可 从 b 的 厄 米 性 得 出 .由 tro =1 还 可 得 出 P(a) 满 足 归 一 条 件 
| EaPla) -1. (5.4.49) 


而 条 件 (5.4.7) 式 还 给 出 
0< |Eaga Pla) Pla )e er 1. (5.4.50) 

当 物 理 量 表示 成 正规 乘积 的 情况 下 ,用 已 表示 计算 其 期 望 值 特别 方便 , 只 需 
将 该 物理 量 中 的 w 换 成 a* .将 其 中 a 换 成 w ,再 乘 上 P(a) 并 对 二 维 a 积分 即 得 
(不 难 利用 ($.4.47) 式 来 证 明 此 结论 ). 

从 形式 上 看 ,P(a) 好 像 是 光 场 处 于 | a) 态 的 概率 密度 ,实际 上 并 不 尺 然 ,因为 
没有 什么 原则 限定 它 只 取 正 值 .人 们 发 现在 某 些 情况 下 它 还 具有 比 $ 函数 更 高 的 
奇异 性 (在 这 种 情况 下 ,通常 又 称 为 已 表示 不 存在 ). 我 们 将 把 取 值 恒 为 正 而 且 奇 
异性 不 高 于 》 函数 的 P(a) 称 为 具有 良好 行为 的 P 表示 . 

当 密 度 算 符 o 可 表示 成 一 系列 反正 规 序 的 乘积 项 的 和 时 ,P(a) 的 存在 可 以 简 
单 地 证 明 并 给 出 它 的 表达 式 .这 时 o 具 有 形式 : 

p= Dorna’(a')’, (5.4.51) 
将 单位 算 符 按 | a)《a | 的 分 解 式 十 [da | a)《a | 插入 到 上 式 右 方 2 与 (41)* 之 
间 , 即 可 求 出 
p= |daP(a) la)(al, 
其 中 
P(a) = Don (a*)’, (5.4.52) 


@ 由 于 a=ai+ias, 故 实际 上 有 两 个 独立 变量 ck 和 az .利用 ai = 方 (a + a” ),a, = 
士 (a -a' ), 又 可 将 函数 了 表 为 a 和 a* 的 函数 ,这 里 简写 成 P(a). 
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从 以 上 讨论 我 们 还 看 到 ,从 P(a) 可 以 反 过 来 得 出 "用 反正 规 乘 积 表示 的 表达 

式 .如 (5.4.47) 式 下 的 注 所 说 明 并 由 (5.4.52) 式 例 示 ,P 实际 为 a 和 a* 的 函数 即 
P(a,a" ), 将 其 中 a 换 成 4 ,将 a* 换 成 at 再 进行 反正 规 编 序 即 可 得 出 o: 

o= nAP(a,a'!), (5.4.53) 


其 中 A 为 反正 规 偏 序 符号 . 

以 上 关于 P(a) 存 在 的 论证 依赖 于 p 具 有 反正 规 序 乘积 展开 式 的 表示 .虽然 这 
种 展开 原则 上 总 可 进行 ,但 由 此 得 出 的 P(a) 可 能 具有 很 高 的 奇异 性 . 

对 于 具有 良好 行为 的 表示 , 即 P(a) 恒 为 正 ( 或 零 ) 而 且 其 奇异 性 不 超过 5 
函数 时 , 它 将 具有 准 概率 分 布 的 含义 .这 时 , 光 场 与 “以 P(a) 作 为 概率 密度 ”的 经 
典 光 在 许多 性 质 上 相近 似 , 我 们 把 这 种 光 场 称 为 类 经 典 光 场 (文献 中 常 简称 为 经 典 
光 场 )@ ,反之 将 称 为 特征 量子 光 场 (文献 中 常 称 为 量子 光 场 或 非 经 典 光 场 ). 对 于 
类 经 典 光 场 ,即使 光 场 的 平均 光子 数 很 少 , 它 的 许多 性 质 仍 与 宏观 的 经 典 光 场 相 
似 ,并 不 明显 示 微 观 客体 的 量子 性 . 

从 po 计算 相应 的 P(c) ,有 一 个 较为 有 效 的 方法 . 先 将 (5.4.47) 式 两 边 对 | 8) 
取 和 矩阵 元 ,得 


(B12|B) = |&ap(a) Bla)(alp) - |Eap(a)e 2 (5.4.54) 


此 式 给 出 o 的 相干 态 和 矩阵 元 (8|o18) 用 P(a) 表 示 的 公式 .再 用 w 和 as 表示 a 的 
实 部 和 虚 部 ,用 6, 和 8B, 表示 8 的 实 部 和 虚 部 ,并 将 上 式 写 成 


) 


(8 | 0 B) 一 |daidasP(a ,aa )e (1B) (eh ? 


即 可 由 此 式 将 (8|o18》 的 傅 里 叶 变 换 系 数 ol ,有 ) 与 P(k1,k; ) 的 傅 里 叶 变 换 系 
数 Xp(&i,&2) 联 系 起 来 . oRi,Az) 和 XpP(Ri,R2) 的 定义 分 别 为 


p(k1,k2) = | dBidByem a's (Bl p18), (5.4.56a) 


(5.4.55) 


Xp (Ri,k2) = | doardarem ar Pa , a2 ) . (5.4.56b) 
将 (5.4.51) 式 代入 (5.4.52a) 式 右 方 并 令 zi = -ai ,zz = Ps 一 as 即 得 
o(A ,有 ) = | daadaaannnon P(ai,a, )| dz dryer 1tW (+) 
= xp(kiks) (ne srt) ). (5.4.57) 


”这 种 光 场 仍 是 量子 化 的 , 故 称 作 类 经 典 光 场 比较 合适 .在 本 书 中 只 把 未 量子 化 的 光 场 
称 作 经 典 光 场 . 
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这 就 是 我 们 所 要 推 求 的 结果 . 由 于 (5. 4.55) 式 右 方 为 两 个 函数 P(aoi, az ) 和 


e-“- 吕 的 卷 积 ,(5.4.53) 式 的 含意 就 是 :两 个 函数 卷 积 的 傅 里 叶 变 换 等 于 它们 各 自 
传 里 叶 变 换 的 乘积 . 这 是 傅 里 叶 变换 理论 中 的 一 个 公式 .从 上 面 的 讨论 以 及 
(5.4.48) 式 可 知 ,如 果 o 的 P(a) 存 在 , 它 将 是 唯一 的 . 

根据 以 上 的 推导 ,我 们 只 要 先 将 (8|o18) 作 傅 里 叶 变换 , 求 出 p(k ,有 ) ,然后 
按 (5.4.57) 式 求 出 xp (ki ,ks ) ,再 作 一 个 逆 健 里 叶 变 换 即 可 求 出 P(aj ,ws ) , 即 


P(ai ,az) = | dhidhae mn tm el) (gi, ka). (5.4.58) 


在 上 式 的 右 方 由 于 有 一 个 指数 因子 @ 扣 "9) , 故 使 无 穷 积 分 的 收敛 变 坏 ,使 得 求 出 
的 P(a1,a;) 可 能 出 现 高 度 奇 异性 .只 当 e482) o(k ,ks) 在 1、k, 大 时 是 有 界 
的 ,所 给 出 的 P(k1 ,ks) 才 描述 的 是 类 经 典 光 场 . 

以 上 得 出 的 结果 也 许 会 使 人 感到 奇怪 , 即 o 可 通过 P(a) 由 它 的 相干 态 对 角 元 
《B1p18) 来 确定 ,而 不 需要 其 非 对 角 和 矩阵 元 方面 的 知识 

出 现 这 一 情况 的 原因 在 于 ,相干 态 构成 超 完 备 集 合 ,从 而 全 体 相 干 态 的 对 角 元 
要 比 普通 表象 中 的 全 体 对 角 元 给 出 更 多 的 知识 . 另外， 有 
纯 函数 o(w* ,8) 表示 . 根据 多 元 复 变 函 数 中 的 一 个 定理 , 一 个 双 元 全 纯 函 数 
oa ,8) 可 通过 p(B* ,8) 完 全 决定 (参见 Bochner and Martin, Several Complex 
variables,p.36 ,并 可 参见 Nussenzveig, Introduction to Quantum Optics, p. 68) . 这 
样 ,通过 (81o18) 得 知 p(B* ,8) ,进一步 就 可 确定 o(c ,8). 

我 们 还 可 通过 另 一 途径 来 说 明 这 个 问题 . 当 o 表 示 成 正规 乘积 之 和 , 即 


p= Sp atl)"a” (5.4.59) 


(Blo|B) = Dp (B’ )”p. 


这 样 ,通过 将 上 式 右 方 中 的 8* 代 换 成 at ,将 8 代 换 成 a ,就 可 得 出 o, 亦 即 通过 
《81o18) 就 确定 了 o9 

上 面 介绍 的 这 个 方法 ,实际 上 就 是 通过 下 一 节 中 所 讲 的 特征 函数 以 及 PP 表示 
和 另 一 种 Q 表示 间 的 关系 来 确定 P(a) 的 办 法 .具体 例子 将 在 下 节 讲 述 . 


@ 如 果 (5.4.59) 式 中 求 和 的 项 数 是 有 限 的 , 则 不 难 通过 对 易 关系 将 它 表 成 反正 规 序 乘积 
的 形式 .然后 再 通过 (5.4.42) 式 来 定 出 P(a) ,进一步 确定 o. 
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35.5 量 于 光 场 的 分 布 图 数 与 特征 盟 数 


在 经 典 光学 中 ,一 个 单 模 光 场 的 状态 (无 论 是 纯 态 还 是 统计 混合 态 ) 都 可 用 一 
个 “表示 其 幅 模 |a| 和 相位 0 概率 分 布 " 的 函数 P.(|a|,0) 来 描述 ,此 分 布 函数 也 
可 写成 P.(ai ,oz ) ,其 中 a 和 oz 为 振幅 a 的 实 部 和 虚 部 .为 简写 起 见 ,我 们 也 将 
它 写 成 P.(a). 

量子 光 场 中 的 分 布 函 数 有 好 几 种 ,它们 也 都 是 (| a|,0) 或 (a1,as) 的 C 数 实 
图 数 .虽然 它们 是 C 数 , 却 仍然 能 给 出 光 场 的 全 部 量子 性 质 . 与 经 典 分 布 函数 不 同 
的 是 ,它们 不 一 定 为 正 值 ,一般 不 具有 概率 分 布 的 意义 .上 节 所 讨论 的 P(a) 就 是 
量子 分 布 函数 的 一 种 ,但 由 于 它 不 普遍 存在 (或 者 说 有 时 其 奇异 性 太 高 ,失去 意 
义 ) ,我 们 还 需要 引入 其 他 的 分 布 函数 .常用 的 有 维 格 纳 分 布 函数 W(a),Q 表示 
的 分 布 函 数 Q(a)、 以 及 正定 的 PP 表示 函数 等 ,最 后 者 在 研究 开放 性 光 场 的 演化 
时 ,有 其 特别 的 优势 ,参见 第 5 小 节 . 

在 量子 理论 中 还 有 一 类 重要 的 函数 称 为 特征 函数 . 它 原 本 是 用 来 计算 某 个 物 
理 量 的 各 级 矩 ,因而 又 称 为 该 物理 量 的 矩 生 成 函数 . 后 来 才 推广 为 整个 系统 的 特征 
消 数 .分 布 函 数 与 特征 函数 之 间 有 着 对 应 的 关系 .相对 应 的 一 对 之 间 互 为 依 里 叶 变 
换 系数 .在 本 节 中 ,我 们 先 介绍 特征 函数 的 概念 以 及 它 和 分 布 函 数 之 间 的 关系 . 然 
后 再 具体 讨论 几 种 单 模 光 场 情 况 的 实例 . 


对 于 许多 量子 问题 ,人 们 不 仅 要 计算 物理 量 算 符 的 期 望 值 ,还 常常 要 计算 其 宕 
次 的 期 望 值 .例如 在 计算 物理 量 A 的 方差 时 ,就 需要 知道 A? 的 期 望 值 ,我 们 将 称 
A 的 7 次 短 的 期 望 值 (A') 为 该 算 符 的 1 次 矩 .下 面 将 看 到 ,如 果 知 道 了 A 的 各 次 
矩 ,也 就 可 推导 出 A 的 观测 值 的 概率 分 布 . 

为 了 计算 A 的 各 次 矩 ,我 们 定义 一 个 C 数 函 数 : 


Xa(E) = (es ) = tr(p ee )， (5.5.1) 
其 中 & 为 一 个 实 参量 ,人 A 的 任意 次 矩 都 可 通过 xa (&£) 对 & 的 微 商 来 确定 : 
AIN .\1 d 
(A) = (DC (5.5.2) 


由 于 这 一 性 质 ,xa (&) 被 称 为 算 符 A 的 矩 生成 函数 或 特征 函数 . 反 过 来 ,知道 了 各 
级 (A') ,也 就 确定 了 


xn(6) = DD iA) (5.5.3) 


" 204 ' 辐射 和 光 场 的 量子 统计 理论 


下 面 再 来 考察 特征 函数 与 该 物理 量 观测 值 的 概率 分 布 间 的 关系 .我 们 仍 只 看 
单 自由 度 对 象 而 且 A 的 本 征 值 具有 连续 分 布 的 情况 .这 时 A 的 本 征 态 无 简 并 ,而 
且 1( 单 位 算 符 ) 可 用 A 的 本 征 态 投 影 算 符 展开 成 


|a41ANA = 1, (5.5.4) 
其 中 |A) 为 A 的 本 征 态 ,本 征 值 为 实数 A. 规格 化 条 件 是 . 
(A1A = 8A-A). (5.5.5) 


( 因 A 为 厄 米 算 符 , 其 本 征 值 又 是 连续 分 布 的 , 故 其 本 征 态 不 能 归 一 而 只 能 归 到 S 
级 数 ,参见 Dirac, Quantum Mechanics. 另外 ,也 只 有 这 种 规格 化 才 与 (5.5.4) 式 自 
治 品 ) 将 单位 算 符 的 分 解 式 (5.5.4) 左 方 插 入 到 (5.5.1) 式 右 方 的 求 迹 号 内 , 即 得 


Xa(é€) = tr| 6 es [dA|A)A| |= |aasw(A1p14)》， (5.5.6) 


其 中 的 (A |o| 有 A) 代 表 观 测 值 A 的 概率 分 布 密 度 [参见 (5.4. 6) 式 ], 可 记 作 
P(A), 也 就 是 物理 量 A 的 分 布 函 数 .于 是 (5.5.6) 式 可 以 读 成 :特征 函数 y (6) 为 
分 布 函 数 P(A ) 的 依 里 叶 变 换 系 数 , 即 


Xa(€) = |aAe*Pp(A). (5.5.7) 
反 过 来 ,有 
P(A) = 元 |e xa(é)dé. (5.5.8) 


(5.5.6) 式 表明 ,只 需 知道 o 在 A 表象 中 的 对 角 元 即 可 确定 从 的 各 次 矩 , 反 过 
来 知道 了 A 的 各 次 矩 ,通过 构成 yx (E) 即 可 由 (5.5. 8) 式 确定 A 的 概率 分 布 
P(A). 

将 (5.5.7) 式 代入 (5.5.2) 式 中 还 得 出 


(A') = |A'P(A)dA. (5.5.9) 


此 却 即 用 分 布 函数 来 表示 各 次 矩 . 

下 面 ,将 单个 算 符 的 特征 函数 推广 到 一 个 系统 的 特征 函数 .这 时 A 将 用 该 系 
统 的 一 组 动力 学 算 符 来 代替 ,我们 仍 来 看 单 自由 度量 子 系统 ,如 作 一 维 运动 的 粒 
于 .多 目 由 度 系 统 可 表 为 各 个 自由 度 的 外 积 . 


@ 由 (5.5.4) 式 可 得 |dA dA”| A)CA1A')(A1| = 1, 只 当 (5.5.5) 式 成 立时 上 式 才 能 回 
到 |dA | A)(A| -1. 
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一 维 运动 粒子 的 正则 动力 学 变量 为 2 和 9 ,我 们 定义 该 系统 的 一 种 特征 函数 
为 
Xw(psy) = tr(exe ra 0)， (5.5.10) 
其 中 上 和， 为 两 个 实 参量 . 与 (5.5.1) 式 相 比 就 是 用 eez ta9 代替 了 ea . Xw (1 
的 全 里 时 变 换 
W(p,g) = | exw pv) dudy, (5.5.11) 


称 为 该 粒子 的 维 格 纳 分 布 函 数 ,是 维 格 纳 于 1932 年 引入 的 . 从 (5.5.10) 和 
(5.5.11) 式 不 难 证 明 , W (p,q) 为 实 函 数 . 知道 了 它 , 反 过 来 也 可 确定 o[ 见 
(5.5.19) 和 (5.5.38) 式 ]. 从 而 该 分 布 函 数 也 包含 了 该 粒子 量子 状态 的 全 部 知识 . 
维 格 纳 分 布 函 数 与 波 函 数 不 同 , 波 函 数 为 单 变 量 g (或 pb) 的 复 函 数 .而 
W(p,9) 为 p 和 9g 双 变 量 的 实 函 数 .看 起 来 更 像 经典 的 分 布 函数 .但 它 仍 然 可 能 
取 负 值 . 
将 (5.5.11) 式 对 p ,g 积分 即 得 


| W(p,q)dpdg = xw(0,0) = ttp= 1. (5.5.12) 


这 表明 W(p,q) 是 归 一 的 . 男 外 , 若 将 (5.5.11) 式 只 对 p 积分 然后 用 (5.5.10) 式 
代入 还 可 得 出 


| W(p,gq)dp = 六 | str(esp)dy， (5.5.13) 
而 其 中 的 tr(e**p ) 为 算 符 4 的 特征 函数 .按照 (5.5.6) 式 ,有 
u(ep) = |dg'e"(g lola), 
代 回 (5.5.13) 式 , 先 对 v 积分 ,再 对 g 积分 即 得 
|_w(p,g)dp = (g| pla). (5.5.14) 


上 式 右 方 代表 对 粒子 坐标 测量 时 ,得 出 其 值 为 g 的 概率 密度 (参见 (5.4.6) 式 上 文 
及 注 ). 同样 可 证 
|_w(p,q)dg = (p 12617). (5.5.15) 
即 维 格 纳 分 布 函 数 对 g 积分 后 即 得 出 动量 测量 值 为 p 的 概率 密度 . 
以 上 性 质 表明 , 维 格 纳 函 数 具有 某 些 双 变量 概率 分 布 函 数 的 性 质 , 它 本 号 当然 


并 不 是 动量 和 坐标 测量 值 的 概率 分 布 密度 .首先 ,在 量子 理论 中 坐标 和 动量 就 不 能 
同时 测量 ,其 次 , 它 虽 然 是 实 函 数 但 以 前 已 经 指出 的 并 不 排除 取 负 值 .但 对 其 中 一 


人 
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个 变量 积分 后 ,其 值 恒 为 正 或 零 . 
2. 光 场 的 特征 函数 和 分 布 函数 
单 模 光 场 与 一 维 谐振 子 相 当 ， 因而 谐振 于 的 维 格 纳 盟 数 可 以 转 用 到 单 模 光 场 
上 来 .不 过 对 于 光 场 ,通常 更 喜欢 用 a 和 a1! 来 代替 p 和 gq .我们 可 以 直接 用 a 和 a' 
来 定义 单 模 光 场 的 特征 函数 如 下 : 
Xw(n) = tr[ezl “+17 )0] ， (5.5.16) 
其 中 7 为 一 个 复 参 量 . 有 时 xw 也 写成 Xxw(7,7” ), 它 对 wy 和 wy 的 依赖 如 上 式 右 
方 所 示 , 维 格 纳 分 布 函数 仍 定义 为 上 述 特征 函数 的 傅 里 叶 变 换 : 
Wla) = zz ed Dyn) (5.5.17) 


将 a 和 7 表示 成 w = al +ia, ,7= 71 +iw ,其 中 Q1,Q2, 71 和 和 72 都 是 实数 . 则 上 
两 式 又 可 与 成 


Xw (msm) = trle mh) ], (5.5.18a) 
W(ai,a2) = na] nm yw ps Na) dd (5.5.18b) 

(5.5.18b) 即 通常 的 双 变 量 的 傅 里 叶 变 换 形 式 . (5.5.17) 式 的 逆 变 换 为 
xw (7) = | We ogo, (5.5.19) 

此 式 亦 可 写成 
xw (mp) = | Wa ar)e mm pe) dada. (5.5.20) 
将 (5.5.18b) 式 对 wy 和 a, 积分 ,再 利用 (5.5.18a) 式 可 得 

[Wasas)dadas = trp= 1. (5.5.21) 


如 果 在 (5.5.18a) 式 代入 (5.5.18b) 式 后 , 只 对 a 积分， 则 可 得 出 ?|W(a， 
az)dai 等 于 (o | ol w ,其 中 | a,) 为 a; 的 本 征 态 ,其 本 征 值 正好 等 于 wz .从 而 
(as 1 51 as) 代表 对 该 光 场 测量 a, 时 得 出 数值 为 a, 的 概率 密度 . 反 过 来 , 若 将 对 
w 的 积分 换 成 对 w 的 积分 , 亦 得 出 类 似 的 结果 .从 上 面 的 讨论 ,我 们 看 到 , W(a&i， 


OD 先 将 单位 算 符 的 展 式 | | a 2)Ca' | da'( 亦 即 (5.2.25b) 式 左 方 ) 插 在 (5.5.18a) 式 中 算 
符 o 的 前 面 ,再 进行 推导 , 即 可 得 出 这 一 结果 . 
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az ) 中 的 al 和 a, 原本 为 a 的 实 部 和 虚 部 ,并 非 就 是 ca 和 a, 的 本 征 值 (实际 上 , 翁 
和 a, 不 可 能 同时 有 本 征 值 ) ,但 是 在 对 其 中 一 个 如 a 积分 以 后 , 剩 下 的 w 的 意义 
即 成 为 a 的 本 征 值 . 

在 上 节 中 讨论 的 “P 表示 函数 ”P(a) 也 是 一 种 分 布 函数 , 它 所 对 应 的 特征 函数 
为 

Xe(n) = tr[ezre er «0]. (5.5.22) 

由 于 方 括号 内 所 含 的 af 和 a 是 正规 编 序 的 , 故 加 (7) 被 称 为 正规 序 的 特征 函数 . 
不 难 证 明 在 P 表示 存在 的 情况 下 ,上 述 Xe(7) 与 P(u) 之 间 是 傅 里 叶 变 换 关 系 .这 
是 因为 P 表示 存在 时 , o 可 表示 为 


0 一 | PCa) | a)la | da, 
将 它 代 入 (5.5.22) 式 就 得 出 xp(7w) 为 P(a) 的 傅 里 叶 变 换 : 


Xr(7) = |¥aPp(a)(a | E27 de | ay》 = |@aP(a)eim 


(5.5.23) 
号 成 分 量 形式 即 为 
Xp (71, 72) = |daidas Pais ar)e mee). 
(5.5.23) 式 的 逆 变 换 具 有 下 述 形 式 : 
P(a) = a] ed Xp(7)d 7. (5.5.24) 


Xe(7) 中 自 变量 昌 写 为 7, 实 际 上 有 两 个 独立 变量 和 力 , 通 过 为 = 户 (9+ 7)， 


为 一 亢 (7 一 7 ) 即 可 将 x 表示 成 7 和 7" 的 函数 .(5.5.22) 式 右 方 即 显示 出 这 种 
依赖 关系 .我 们 将 7 和 7" 作为 独立 变量 来 对 (5.5.22) 式 两 侧 微 商 , 即 可 得 出 


tr[(a1)”a"po)] = (21)”!” A ,0 
因此 通过 Xe 可 以 立即 得 出 af 和 a“ 正规 序 积 ” 的 矩 . 
另外 一 个 特征 函数 为 
Xa(n) = tr[e2r “ez7 0]. (5.5.26) 
在 上 式 右 方 的 方 括号 中 ,a 和 at 是 反正 规 序 的 ,因而 仿 (5.5.25) 式 ,对 Xa(7) 进 行 
微 商 可 求 出 af 和 a 反 正规 序 积 的 矩 ; 


， (5.5.25) 
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trla”(ai)’p] = (- 2i)™"” 一 (5.5.27) 
故 Xa 称 为 反正 规 序 的 特征 函数 .下面 来 求 它 所 对 应 的 分 布 函数 . 为 此 我 们 将 1 按 
a)《a | 的 分 解 式 { 即 坪 | 玫 a1a)《a | ) 插 在 (5.5.26) 式 右 方 两 个 指数 函数 之 间 , 妈 

得 出 

xa(7) = | Se ra)alp]= dod “Qe), 

(5.5.28) 

其 中 


Q(a) = 二 (alplo) (5.5.29) 
称 为 6 的 Q 表示 . 
我 们 看 到 Q(a) 正 比 于 光 场 密度 算 符 在 相干 态 1a》 上 的 投影 | 带 有 因子 二 )， 


需要 指出 的 是 ,由 于 相干 态 不 是 正 交集 合 , 故 即使 光 场 为 a 的 本 征 值 等 于 we 的 相 
干 态 , 它 在 其 他 |a) 上 的 投影 亦 不 为 零 .(5.5.28) 式 的 逆 变 换 亦 不 难得 出 ,结果 为 


Q(a) = [ed yal) (5.5.30) 


我 们 在 前 面 已 经 指出 , 密度 算 符 可 由 它 在 相干 态 中 的 对 角 元 来 定 出 . 因由 
(alb1a) 可 求 出 6 的 全 纯 表示 对 角 元 o(w * ,a)[ 参 见 (5.4.42) 第 二 式 ] ,再 将 其 中 
a 换 成 8 即 可 得 出 全 纯 表 示 o(a* ,8) ,从 而 决定 o. 下 面 还 将 给 出 通过 Q(a) 先 求 
出 Xa (7) 来 定 出 o 的 公式 . 

Q(a) 也 是 实 函 数 .将 (5.5.29) 式 对 qa 积分 ,还 可 得 出 它 满足 归 一 化 条 件 


[QC = dar(p la)lal) = up= 1. (5.5.31) 


这 样 ,三 个 分 布 函 数 P(a)、W(a) 和 Q(a) 都 是 实 函 数 , 也 都 是 归 一 的 . 
上 述 三 个 特征 函数 之 间 实 际 上 存在 着 简单 的 关系 ,利用 Bakes-Hausdorff 公式 
(5.2.9), 即 可 得 出 


1 人 
ez2(34 一 


1 | i 个 1 1 * 1 .12 * 个 i 个 
e 8 1 e27° e27 4 一 e817 e27 4 27° , 


于 是 有 
Xw (7) = eB xe(n), xan =e y(n). (5.5.32) 


由 于 上 述 关 系 , (5.5.17) 式 右 方 无 穷 积分 的 收敛 性 要 比 (5.5.24) 式 的 要 好 ,而 
(5.5.30) 式 右 方 无 穷 积 分 的 收敛 性 又 比 (5.5.17) 式 的 要 好 . 
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下 面 再 来 对 W(a) 和 Q(a) 的 行为 进行 研究 .首先 ,我 们 可 从 Xw(7) 的 定义 式 
得 出 其 绝对 值 大 小 的 知识 .为 此 将 o 的 对 角形 式 (5.4.17) 代 入 (5.5.16) 式 得 
Xw(7) = SP, < 7162 +7 )|17), (5.5.33) 
其 中 e209 “+?*) 为 么 正 算 符 ,而 一 个 么 正 算 符 的 任 一 矩阵 元 的 绝对 值 都 小 于 (至 
多 等 于 )1d .于 是 1Xw(7)I 委 > P, 即 |1Xw(7)1 妥 1. 这 样 灰 (ac) 对 于 一 切 光 场 都 


是 存在 的 ,而 且 其 奇异 性 不 超过 8 函数 . _ 
至 于 Q(a), 可 以 证 明 它 为 有 限 的 实数 而 且 宇 0. 因为 用 p 的 对 角形 式 
(5.4.17) 代 入 Q(a) 的 定义 式 即 得 


1 入 1 1 2 
Q(a) = =《alpla) = 二.P(all)(ila) -Pe . 
于 是 Q(a) 将 小 于 或 等 于 = 3}P,, 从 而 
0 和 Q(o < (5.5.34) 


P(a) 的 情况 则 不 同 .虽然 zz (7) 总 是 存在 的 ,但 由 于 它 等 于 e81" yw(7), 当 
n>co 时 可 能 高 度 发 散 ,从 而 使 (5.5.24) 式 的 积分 失去 意义 (高 度 奇异 ). 

在 (5.4.16) 式 的 下 面 ,我 们 已 经 指出 ,对 于 正规 序 的 乘积 , 其 期 望 值 可 以 方便 
地 用 P(a) 表 示 出 来 ,使 P(a) 具 有 “正规 序 乘积 所 代表 的 物理 量 ” 的 分 布 函数 的 意 


tr(ama"p) = [a*"eP(a)ga, (5.5.35a) 
同样 ,对 反正 规 序 的 乘积 , Q(a) 具有 分 布 函 数 意义 ,因为 通过 插入 二 | | (ea | 中 
即 得 
tr(CrChO) = tr(a” |&ala)(ala™p) = |a"a'"Q(a)da. 
(5.5.35b) 
顺便 指出 ,上 市 (5.4. 52b) 中 的 Xp (ki, ks) 即 为 P(a) 的 特征 函数 ,而 
(5.4.52a) 式 中 的 p( ,ks) 只 与 Xa 差 一 个 因子 二 


@ 如 以 右 代 表 @w “m0, 则 有 IOIDI2? = QD = 
i i 


QU0 ND = (27) = 1. 因 此 | UO OP < U0)|<L. 
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3. 密度 算 符 用 特征 函数 的 表示 

光 场 的 特征 函数 能 给 出 光 场 状态 的 全 部 知识 .本 小 节 将 阐明 ,密度 算 符 p 可 以 
通过 它 直 接 表示 出 来 .为 此 我 们 来 求 (5.5.16)、(5.5.22) 和 (5.5.26) 等 式 的 反 演 . 
先 来 看 yxa( 7) 的 反 演 .我 们 将 证 明 结 果 就 是 


^ 1 i 人 +t 全 
p= | XalW)e 27° e 2 edn. (5.5.36) 


对 比 (5.5.26) 式 ,此 式 更 相似 于 仁 里 叶 变 换 .在 (5.5.26) 式 中 ,由 于 右 方 是 算 符 的 
积 左 方 为 C 数 函数 , 故 二 维 积分 为 tt 所 取代 .另外 要 注意 的 是 ,在 (5.5.26) 式 中 ,a 
和 41 是 反正 规 序 的 ,而 在 反 演 式 (5.5.36) 式 中 则 是 正规 序 的 ,这 样 求 出 的 o 将 具 


有 >》 a (a1)”a" 的 形式 ， 

”为 了 证 明 (5.5.36) 式 是 正确 的 解 ,首先 我 们 将 它 代 入 (5.5.26) 式 右 方 以 确证 
即 可 化 出 xa(w). 为 此 先 将 (5.5.26) 式 右 方 写成 tr[ei?” 0 et “], 然后 将 
(5.5.36) 式 中 的 积分 变量 y,w" 换 成 5,5” 并 代入 其 中 ,并 在 方 括 号 最 后 处 插入 1 
用 |a)《a| 的 分 解 式 二 [Fala)《a| , 即 得 出 


i 人 + 入 1 < 人 


ii 1 
tr[edr* bes7 °]- zz|d&id&a dadaz Xa( n,n) 


人 


i tt i 人 人 

。 (Qa | e270 一 5a )e 他 a-7 a) | a) 

1 iT —t, )a, +i(n, —t,) 
下 deidéz|daidas Xo(m ,7 )e 1 R22 


= Xa(7). (5.5.37) 
其 次 我 们 再 说 明 它 是 唯一 的 解 .因为 若 两 个 o 都 给 出 同样 的 Xo (7) , 那 就 意味 它们 
在 相干 态 上 的 对 角 元 (a 121a) 也 相同 [参见 (5.5.30) 式 , 因 (alpla)=xQ(a)]. 前 
已 指出 由 (a|b1a) 可 以 完全 决定 p. 这 就 表明 (5.5.36) 式 是 唯一 的 解 . 
有 了 (5.5.36) 式 再 利用 e737 “二 ei7le-re +7 和 (5.5.32) 第 二 
式 ,立即 得 出 o 用 维 格 纳 特 征 函数 表示 的 公式 : 


p= |xw (ed 47 (5.5.38) 
同样 ,从 上 式 还 可 以 得 出 (至 少 在 形式 上 ) 

和 i ,x 人 ix 中 

p= |xe Ce 2 ee 2 (5.5.39) 


但 由 于 Xe(7) 在 17| 一 co 时 可 能 高 度 发 散 , 使 上 式 可 能 只 有 形式 上 的 意义 ， 
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(5.5.38) 和 (5.5.39) 式 右 方 与 (5.5.36) 式 一 样 也 具有 傅 里 叶 变 换 的 形式 ,但 
它们 变换 核 中 的 算 符 具有 不 同 的 排序 . 导致 了 要 采用 不 同 的 特征 函数 作为 傅 里 叶 
系数 才 得 出 同一 个 o. 


顺便 指出 , 若 将 元 | 里 <| <》(x| 插 入 到 (5.5.39) 式 两 个 指数 函数 之 间 . 再 利用 
(5.5.24) 式 即 可 化 出 p 用 P(a) 的 表达 式 
6 = |&ap(a) | ayal. 


对 于 具有 量子 特征 的 光 场 ,P(a) 通 常 太 奇异 从 而 失去 意义 .这 时 应 该 采用 
W(a) 或 Q(a). 具 体 一 些 实例 的 P(a),W(a) 和 Q(a) 将 在 下 一 小 节 介 绍 . 


4. 几 个 具体 实例 


(1) 单 模 相 干 态 设 此 相干 态 的 本 征 值 为 c ,于 是 o = |ao) (ao|. 相 应 的 Q 
表示 即 为 


_1,^ 1 2 工 -ea 

Q(a) = 元 (xlolae) = =|(alao)| = ~e ， (5.5.40) 
上 式 右 方 也 可 写成 二 e ca oo -ww 六 , 它 是 c 和 a 的 解析 函数 ,而 且 其 值 在 0 
与 二 之 间 , 在 |a | 和 |as | 一 oo 时 趋 于 零 .通过 侍 里 叶 变换 不 难 求 出 


Xa (m1, 12) — -于 101 + 并 (ge0 +9 a0) (5.5.41) 
从 (5.5.32) 第 二 式 及 上 式 可 得 
Xw( 7) 一 -证 101 + 六 (va0 + 下 a0) ， (5.5.42) 
通过 健 里 叶 变 换 可 得 
W(a) = Se (5.5.43) 
它 也 是 c: 和 a, 的 解析 函数 ,在 |ai | 和 | cz| 一 co 时 也 趋 于 零 , 但 变化 比 Q(a ) 要 更 
急剧 些 . 
如 果 对 象 不 是 单 模 光 场 而 是 谐振 子 , 我 们 可 在 上 式 中 用 g 和 zp 代替 a 和 a,: 
/ mw 1 
oa = 89， a 二 /Fp (5.5.44) 


于 是 da1das = 元 dpd9. 这 时 该 谐振 子 的 维 格 纳 分 布 函数 形 如 


1 mo ol pp) 


(5.5.45) 
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即 动量 和 坐标 都 分 布 在 ze 和 go 附近 , po。 和 和 go 代表 动量 和 坐标 的 平均 值 ,由 ao 和 ax 通过 
(5.5.44) 式 决定 .对 p 积分 后 得 出 


W(g) = 2 | (5.5.46) 


与 (5.2.48) 式 中 所 给 出 的 | f(g,zt)|? 一 致 ,只 是 在 这 里 ,g(z) 取 了 固定 值 go. 同样 ,(5.5.45) 式 
对 g 积分 后 得 出 的 W(p) 亦 为 一 个 以 po 为 中 心 的 高 斯 分 布 ,如 $5.2 所 述 . 
从 Xw(7) 立 即 可 求 出 Xr (7): 
Xp (7) = tro +7 oo). (5.5.47) 
通过 傅 里 叶 变 换 即 求 出 
Paul ay)=8Sa -ao)s(ao ~ aw) = (ao — a0). (5.5.48) 
这 一 结果 是 显然 的 , 因 当 初 就 设 定 p= |ao)《ao|. 
(2) 单 模 光子 数 本 征 态 ”这 时 o = |n)《n|, 于 是 Q 表示 为 


2n 2 \n 
Q(a) = Li(aln) l= er = (a1 + a2)"” -2 


mn! nn 1 
同样 是 “行为 良好 ”的 c 和 a, 的 解析 函数 ,其 值 亦 在 0 与 一 二 之 间 ( 因 (a + a2)” 


对 所 有 求 和 才 等 于 e412). 当 |ai | 和 |as| 一 时 Q(a) 趋 于 零 .相应 的 特征 函数 
为 


(5.5.49) 


一 n/ 9 2 ” 1 2 .2 
Xa(7) = ( -1 (过 + e (+ 22) . ($5.5.50) 


与 P 表示 相应 的 特征 函数 可 通 过 上 式 求 出 ,更 方便 的 是 从 其 定义 式 来 求 :; 
Xp(n)= (n|e2r er * |n|) 


luo/ 1 .VY 
-Vy 丰 C [3 7 (5.5.51) 
此 式 表明 , 当 | 7| 一 c2 时 ， Xe) 以 i171" 用 有 相应 的 P(a) 为 高 度 奇 异 的 函数 


P(a) = > 0 (7 + | dS(a1 )d(a,). (5.5.52) 


计算 P(a) 的 另 一 种 较 直 接 方 法 是 将 p 的 PP 表示 公式 (5.4.43) 代 到 
(一 Blo18) 中 ,结果 得 出 


(- B16|B) = eaP(a)(- Bla)(al|p) = e "|[P(a)e™ ]e eda 
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这 表明 (- 81o18)elp 为 P(a)e-1" 的 傅 里 叶 变换 . 通过 反 变 换 即 求 出 
P(a) = se |(- B| oO| Bem" re 到 有 (5.5.53) 
将 o 用 |n)《n| 代 入 即 可 求 出 P(a 的 一 个 较 和 洁 的 表达 
P(a ) = ier lelmee egp = ie" (六 +) (ao) 


(5.5.54) 
在 n>0 时 ,上 式 具 有 高 度 奇异 性 使 P(a) 失 去 意义 ,因而 粒子 数 本 征 态 为 特征 量 
子 光 场 . 
从 (5.5.51) 式 立即 可 得 出 


pr | 


人 


i=0 


Xw(7) = 7 +) En), (5.5.55) 


相应 的 维 格 纳 分 布 函 数 为 
_ 2/ jn -2lal2 - 1 1 
We) = 0 De 2 ga i 
我 们 看 到 它 是 行为 良好 的 < 和 a, 的 解析 函数 ,在 | | 和 |a, | 趋 于 无 穷 时 趋 于 零 
如 果 对 象 不 是 单 模 光 场 而 是 谐振 子 , 则 通过 对 应 关系 (5.5.44) 可 将 上 式 写成 


W(p,9). 这 时 |n) 代 表 第 ”个 能 级 . 为 具体 起 见 ,我 们 看 n = 1 即 第 一 激发 态 的 
情况 ,这 时 


(4|a1’):. (5.5.56) 


W(p,9) = 南 ( + 5 Fp 一 1]e me 


由 上 式 可 见 , 当 4 和 思 都 很 小 时 ,，W 取 负 值 . 当 和 疡 足够 大 ( 即 222g? + -2p 


mhew 
>1) 以 后 就 一 直 保持 为 正 ,在 一 co 或 太一 co 时 W 趋 于 零 . 
看 将 上 式 对 p 积分 ,结果 为 
2 /mw\ ， mo， 
W(g) = 去 [ 诗 ， q erg 
与 量子 力学 中 得 出 的 第 一 激发 态 的 波 函 数 一 致 
(3) 单 模 混 杂 光 场 ” 前 已 求 出 在 光子 数 表象 中 [参见 (5.4.36) 式 及 (5.4.38) 
式 下 面 说 明 |] 


》 


$= ciD (ee) | nO Cn, (5.5.57) 
于 是 即 得 出 


_1 1 -Ac 
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显然 其 值 亦 在 0 与 工 之 间 . 相应 的 特征 函数 不 难 通过 传 里 时 变换 求 出 .结果 为 


Xa(7) = er) (5.5.59) 

通过 xe 即 可 求 出 xw 和 xz ,它们 分 别 为 
/ Xw (1) = eZ) 9 ， (5.5.60) 
Xp(n) = en. (5.5.61) 

通过 傅 里 叶 变 换 不 难 求 出 
W(a) = ea (5.5.62) 
1 2 
(Cn + 五 

P(a) = se (5.5.63) 


我 们 看 到 在 这 种 状态 , P(a ) 是 一 个 行为 好 的 函数 ,无 奇异 性 而 且 恒 大 于 零 . 放 它 其 
有 准 概率 密度 的 意义 .这 种 高 斯 分 布 的 光 通 常 是 由 大 量 幅 值 相当 、 但 位 相 无 关联 的 
众多 波 包 所 合成 ,因而 具有 类 似 于 无 规 行走 或 布朗 运动 的 位 移 的 分 布 (两 者 的 位 移 
都 具有 高 斯 分 布 ). 这 种 光 的 强度 |a1? 在 零点 的 概率 最 大 ,强度 增加 时 ,概率 呈 指 
数 下 降 . 这 表明 它 是 一 种 品质 不 好 (强度 涨 落 大 ) 的 光 场 . 


5. 正 P 表示 


分 布 函数 在 量子 光学 理论 中 有 着 重要 应 用 ,因为 密度 算 符 o 所 满足 的 算 符 方 
程 可 以 转化 为 分 布 函数 的 偏 微分 方程 . 它 是 一 个 C 数 方程 ,比较 容易 处 理 . 当 所 研 
究 的 光 场 为 开放 系统 ( 即 与 周围 环境 有 相互 作用 ) 时 , o 所 满足 的 方程 通常 称 为 主 
方程 ( 见 §$6.4 和 $6.5). 通 过 主 方程 所 得 出 的 PP 表示、W 表示 和 Q 表示 的 偏 微 
分 方程 虽然 相似 于 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 ,但 并 不 一 定 是 真正 的 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 ， 
因 其 中 的 扩散 矩阵 并 非 总 是 半 正 定 的 0. 我 们 希望 能 找到 一 个 新 的 表示 , 它 所 满足 
偏 微分 方程 总 是 真正 的 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 ,具有 半 正 定 的 扩散 矩阵 .这 一 性 质 具 
有 重要 意义 ,因为 真正 的 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 能 转换 成 一 阶 的 随机 常 微分 方程 组 ， 
从 而 处 理 起 来 要 方便 得 多 (参见 Gardiner, Handbook of Stochastinc Methods, 1985; 
Walls and Milburn, Quantum Optics, 1995). 

下 PP 表示 就 是 为 适用 这 一 需要 提出 来 的 , 它 恒 取 正 值 ,从 主 方程 导出 它 的 演 
化 方程 是 二 阶 的 ,并 具有 正定 的 扩散 和 矩阵 ,因而 总 是 真正 的 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 . 故 


中 “一 个 厄 米 矩阵 或 实 对 称 矩 阵 是 半 正 定 的 充分 和 必要 条 件 是 其 本 征 值 过 0. 一 个 厄 米 矩 
阵 A 是 半 正 定 的 , 当 且 仅 当 存 在 一 个 矩阵 也 ,使 得 A= BiB. 一 个 实 对 称 和 矩阵 A 是 半 正 定 的 , 当 
且 仅 当 存 在 一 个 实 和 矩阵 B, 使 得 A= BB. 
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它 是 比 我 们 前 面 讲 过 的 其 他 表示 适用 范围 更 广 的 一 种 表示 . 

此 表示 最 早 由 Chaturredi, Drumond 和 Walls 于 1977 年 提出 来 ,但 未 给 出 其 存 
在 的 证 明 (J. Phys.A. 10,L187). 1980 年 才 由 Drumond 和 Gardiner 给 出 了 所 需 的 
一 般 性 证 明 (J. Phys. A.13,2353), 见 该 文 定理 4. 

正 PP 表示 函数 P(a,B" ) 与 p 的 关系 为 


= |PGe,p i | fag, (5.5.64) 
它 满足 归 一 条 件 
|PCa,p )PadB=1. (5.5.65) 


通过 对 (\5.5.64) 式 求 迹 即 可 证 明 上 式 . 比较 (5.5.64) 与 (5.4.43) 式 可 以 看 出 正 P 
表示 与 P 表示 间 的 差异 .另外 正 P 表示 亦 与 全 纯 表示 不 同 ,后 者 亦 常 不 满足 福 克 
尔 - 普 表 克 方程 .光子 算 符 正规 序 乘积 的 期 望 值 也 可 以 通过 正 P 表示 方便 地 表达 
出 来 : 


(ara")》 = | ep"P(a,p’ )d ad:B. 
一 般 说 来 ,(5.5.64) 并 不 唯一 地 确定 P(a,B8* ) ,于 是 我 们 可 以 选取 它 恒 为 正 
值 ( 见 下 式 ) ,这 时 它 才 称 作 正 P 表示 .在 上 述 Drumond 和 Gandier 的 文中 , 曾 给 出 
正 P 表示 的 一 个 表达 式 , 它 与 Q ) 只 差 一 个 函数 因子 


P(a,B8* ) = ee 人 p13). (5.5.66) 


由 于 Q 表示 二 pl etn 故 上 式 所 表达 的 P(a,8" ) 亦 恒 为 正 . 另 


外 ,由 于 正 P 表示 满足 真正 的 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 ,因而 只 要 初 值 P(a,B* ,to) 按 
(5.5.66) 式 取 为 正 值 ,从 方程 解 出 的 任何 时 刻 的 值 都 将 保持 为 正 . 
一 个 具体 的 应 用 例子 见 附录 E. 


6. 激光 场 的 近似 P 表示 


激光 场 并 非 单 纯 的 相干 态 |a). 它 与 1a) 的 差别 有 两 点 : 

(1) 它 不 具有 确定 的 相位 . 寿 将 a 写作 lcle , 则 在 激光 场 情况 ,9 不 具有 确定 
值 而 是 在 0 到 2x 内 随机 分 布 .在 耗 散 过 程 的 量子 朗 之 万 理论 中 这 是 由 于 涨 落 力 所 
引起 的 相位 扩散 导致 的 结果 ,参见 § 8.4. 

下 面 来 考察 当 一 个 相干 态 的 相位 0 变 得 完全 不 确定 时 ,密度 算 符 的 改变 . 

单 模 相 干 态 对 应 的 密度 算 符 本 为 
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0=| a)la |= el y， l aa ”| mn | 


V mln! 
一 ee 之 ， 天 | a ltaeim me | mn |. (5.5.67) 


当 相 位 9 在 0 到 2x 之 间 均匀 分 布 时 ,应 将 上 式 对 9 从 0 到 2x 积分 ,再 除 以 闻 , 结 
果 即 为 
六 = 到 | pd = 于 二 lal” | 2227 |. (5.5.68) 
这 是 一 个 统计 混合 态 , 算 符 a 在 该 态 的 期 望 值 为 零 ,但 光子 数 仍 服 从 泊 松 分 布 . 
(2) 它 还 释 加 有 一 个 噪音 光 场 . 
在 量子 光学 中 ,当然 亦 可 谈论 两 光 场 的 释 加 (不 是 指 同一 光 场 两 个 状态 的 符 
加 .参见 $5.3 第 一 小 节 中 的 思考 题 ) 并 给 出 释 加 场 的 表示 .对 于 两 个 类 经 典 的 量 


子 光 场 ,其 合 加 场 的 PP 表示 即 为 原来 两 个 光 场 P 表示 的 卷 积 . 设 原来 的 两 个 光 场 
的 忆 表 示 分 别 为 Pi(a) 和 P,(a), 准 加 场 的 PP 表示 即 由 下 式 表示 : 


P(a) = |Pi(a’)P,(o ao) 时 co (5.5.69) 

相干 光 场 的 P 表示 为 P; (ae)=862 (au - an) ,噪音 光 场 (混杂 光 场 ) 的 也 表示 

由 (5.5.63) 式 给 出 ,为 一 高 斯 分 布 函数 , 即 P,(a) = ,其 中 《n,) 为 噪 
音 光 场 的 平均 光子 数 , 一 般 为 一 个 小 量 , 于 是 按 (5.5.69) 式 即 得 出 

P(a) = se (5.5.70) 

即 中 心 点 移 到 u 的 高 斯 分 布 ,因而 是 一 个 恒 正 的 无 奇异 性 函数 .《n,) 愈 小 ,代表 噪 

音 光 场 愈 弱 . 当 (n,) 一 0 时 ,P(c) 一 字 (a - ao) .另外 ,不 难 求 出 ,总 光子 数 期 望 值 

(n)= |al’+(n,). 
如 果 ao 的 相位 0 又 是 在 0 到 2x 间 均匀 分 布 ,那么 还 应 将 上 式 对 9 积分 并 除 
以 2x. 利用 ele-eol /nm) 一 ee +le01 Yn,)-21on0 oe(0 0)/n,) 以 及 公式 L(x) = 


@ 简单 论证 如 下 : 当 光 场 为 类 经 典 光 场 时 ,其 P(a) 具 有 概率 密度 的 意义 , 即 P, (a ) 和 
P,(a” ) 可 看 成 是 第 一 、 二 个 光 场 的 振幅 分 别 为 a 和 a” 的 概率 密度 .这 样 , 两 光 场 秋 加 后 ,得 出 振 
幅 为 a + a 的 四 维 概率 密度 即 为 P(a )P,(a ). 将 它 乘 上 | a + a )《a + a | 并 进行 积分 ,就 


得 出 又 加 光 场 的 密度 算 符 为 p= |Pi(a’)P,(a’) [a ta )la +a |dada .再 令 a= a + 
a ,上 式 即 化 为 0 = |Pi(a)P,(a 一 ga )|a)la| 中 a 中 a. 由 此 即 得 出 (5.5.69) 式 . 
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二 | Ce d9 ,其 中 1,(x) 为 第 一 类 修正 的 贝 塞 尔 函 数 , 即 得 


P(a) = 一 人 eCal +la0 /An,) (5.5.71) 


这 束 是 所 要 推 求 的 激光 场 的 近似 P 表示 , 它 恒 正 (I, (zx) 的 正定 性 可 由 上 述 积 分 表 
达 式 看 出 ) 并 具有 良好 的 行为 . 由 (5.5.71) 式 计算 出 的 光子 计数 分 布 (photon 
counting distribution, 参见 $7.3) 能 很 好 地 拟 合 对 激光 光 场 的 实际 测量 结果 ( 见 
Freed and Haus, IEEE J. Quantum Electron. QE 2, 190 (1966), Magill and Soni, 
Phys. Rev. Lett.16,911(1966)) .此 结果 的 一 个 重要 不 足 之 处 在 于 , 它 不 能 反映 由 
于 相位 扩散 所 导致 的 激光 谱 线 宽度 (参见 § 8.6) ,因为 (5.5.71) 式 只 反映 了 相位 扩 
散 的 最 后 效果 


(&) = tr(& 0) = eaP(a)(a | 4&1 ay》= 0， 
而 未 涉及 其 衰减 率 ,而 谱 宽 正 与 该 因素 相关 . 


3 5.6 ” 纯 仿 经 典 电流 的 量子 辐射 场 ” 半 经 典 
理论 的 近似 性 问题 


以 上 各 市 我 们 讨论 了 光 场 相干 态 的 性 质 以 及 如 何 用 相干 态 来 表示 一 般 的 光 场 
密度 算 符 ,但 很 少 涉及 到 如 何 产生 相干 态 , 只 在 §5.5 第 6 小 节 中 提 到 激光 场 与 相 
干 态 光 场 的 关系 .本 节 将 阐明 ,一 个 经 典 的 交 变 电 流 所 产生 的 量子 辐射 场 即 为 标准 
的 相干 态 .本 节 的 第 二 个 问题 是 对 光学 中 通常 用 的 半 经 典 理论 ( 即 光 场 不 量子 化 ， 

只 对 原子 系统 采用 量子 理论 ) 的 近似 性 问题 进行 讨论 . 


1. 纯 态 经 典 交 变 电 流 的 量子 辐射 场 


本 下 仍 将 采用 作用 图 象 ,并 取 横 场 规范 ( 即 库仑 规范 ). 从 无 线 电 波 直 到 微波 波 
段 ,发射 电流 和 辐射 场 都 可 用 经 典 理论 描述 . 在 本 节 中 我 们 先 来 看 看 ,从 量子 场 论 
角度 , 纯 态 经 典 电流 的 辐射 场 是 怎样 的 .经 典 交 流 电流 设 为 j(x,t) 它 是 C 数 (不 
是 算 符 ). 纯 态 是 指 它 由 一 个 确定 的 矢量 函数 来 描写 而 不 是 由 一 组 矢量 函数 的 概率 
分 布 来 描写 . 

在 这 种 情况 下 ,相互 作用 哈密 顿 量 为 


让“ = 三 |] (x,1) :A (x,t)gz. (5.6.1) 
相应 的 运动 方程 是 
i 区 [| 2) = HH (4) 1 2). (5.6.2) 
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经 典 电流 情况 的 特点 在 于 , 本;, 中 只 含 光 场 的 算 符 ,从 而 状态 矢量 |z) 只 有 光 
场 的 自由 度 ( 不 含 电子 或 原子 自由 度 ). 纯 态 经 典 电流 在 t 到 :+ dz 时 间 内 所 产生 


的 d|z) = 去 diHs.(z)12) 将 相干 地 下 加 到 原来 的 |:) 上 ( 设 时 刻 光 场 为 纯 态 ) 


|t+dt)=|z) + 地 dt lt) | £). (5.6.3) 


这 样 ,只 要 当初 (1 =0) 光 场 为 纯 态 (包括 真空 态 ), 以 后 任何 时 刻 它 都 保持 为 纯 态 . 
量子 电流 的 情况 则 不 同 ,量子 电流 由 算 符 描写 . 态 矢量 | 1) 则 既 含 光 场 的 自由 度 也 
含 电 子 ( 或 原子 ) 的 自由 度 . 当 入,.(z) 作 用 到 |:) 上 时 ,一 般 说 来 不 仅 改变 场 的 状态 
也 会 改变 电子 (或 原子 ) 状 态 .对 于 “ 光 场 + 电子 系统 "来 说 , 1) + 寺 dterue(z)12) 虽 
然 是 纯 态 , 但 对 光 场 这 个 子 系 统 来 说 一 般 却 是 统计 混合 态 ( 参 见 $5.4 第 2 小节). 
具体 就 原子 发 光 来 说 , 设 初始 时 束缚 电子 处 于 激发 态 , 光 场 为 真空 态 ( 此 态 记 作 
1g% ,07) 到 上 时刻 时 ,束缚 电子 有 一定 的 概率 幅 牙 迁 到 基态 $1 ,并 放射 了 一 个 光子 
(此 态 记 作 | 四,1)), 于 是 
|2) = a(z)|$,,0) + 65(z)| #1,1)|. 
对 于 光 场 子 系统 来 说 ,其 + 时 刻 状态 将 由 密度 算 符 o (+) 表 示 ( 参 见 §$5.4 第 2 小 
市 ): 
p(t) = |a(z)|?|0)(0| + 6(2)1?11)1|. (5.6.4) 
此 式 明确 地 表示 出 光 场 处 于 统计 混合 态 .在 量子 电流 情况 ,只 当 ?在 系统 状态 中 的 
方差 为 零 (或 很 小 ) 时 ,所 产生 的 光 场 才 是 纯 态 (或 近 纯 态 )， 
对 于 经 典 电流 情况 的 个 “〈z)( 即 (5.6.1) 式 ) ,方程 (5.6.2) 是 可 严格 求解 的 . 
Glauber 给 出 了 它 的 精确 解 .根据 (3.2.33) 和 (3.2.36) 式 ， 


六 (zz ) = Te 二 fd lim es) 全 (dr tle A de .ec 二 2 全 (dz | 
Ai 一 0 
(5.6.5) 
其 中 t= to+jAt, 第 一 等 号 右 方 的 工 为 编 时 算 符 由 于 [H(t ), Hw( 坟 )] 为 一 
个 C 数 , 故 应 用 公式 (5.2.9) 可 将 (5.6.5) 式 右 方 第 一 、 二 个 指数 因子 合并 起 来 : 
edih, Bi le Ba tli C(t, 1), (5.6.6) 


其 中 
C(t,t,-1) 一 eXPp 282 元 dt de [Hal#’), Hia()] ， (5.6.7) 


为 一 个 C 数 相 因子 . 这样 我 们 完成 了 “(5.6.5) 式 右 方 连 乘 积 " 中 最 左 的 两 项 的 合 
并 . 仿 此 进行 下 去 , 即 得 
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信 。 1 fr 个 上 , 
U (£,10) = er el Rim (5.6.8) 


注意 ,(5.6.8) 与 (5.6.5) 式 中 间 一 式 相 比 ,已 消去 了 编 时 算 符 工 .相位 因子 gp(z) 由 
下 式 给 出 : 


p(t) = 一 bm], dt 随 dt [Hlt ), Hai(t ) | 


+| a | de [H(z’), H(t’) +: "|. 
为 了 求 出 (4) 的 紧 至 表达 式 ,我 们 将 上 式 对 t 微 商 : 


Bp)= 四 证 | dL), A + fae 0), al) + 


= 用 | dt’[ H(z), H(z”)]. (5.6.9) 
在 求 电流 的 辐射 场 时 ,通常 将 to 取 为 一 %, 由 此 得 出 
p(t) = 77| de 人 dz"[ 识 。(z) ,让 (2)]， (5.6.10) 


而 上 = 一 co 时 光 场 的 初始 态 为 真空 |0) ,于 是 由 (5.6.8) 式 得 
|t>= sexp| 去 | dt |d aj(x,7") .A (x,2) | (5.6.11) 


这 就 是 所 要 的 精确 解 .下 面 来 阐明 上 述 状态 为 光 场 的 多 模 相 干 态 .为 此 将 4A(x ,zt) 
按 平面 行 波 的 展开 式 (1.3.33) 代 人 上 式 的 指数 中 .结果 即 为 
1 


| ed | Far) “A (x,1) .= > [ebp lt) ~ aiBi (£)], 


(5.6.12) 


BC = i 证 | de [drj(rt) orem. (5.6.13) 
将 (5.6.12) 式 代 回 (5.6.11) 式 中 即 得 出 
2) = er TT es sO- eB) |0) = en?) TT IB C2)). (5.6.14) 


上 式 右 方 为 各 个 模 相 干 态 | 8 (1)) 的 外 积 .这 表明 总 体 光 场 为 多 模 相 干 态 .各 模 相 
干 光 场 的 “振幅 ”( 即 该 模 吸 收 算 符 a 的 本 征 值 )8.(z) 由 (5.6.13) 式 决定 . 它 正比 


经 典 电流 j(x,t ) 在 模 耳 数 志 joe* ix 上 投影 对 的 积分 (从 一 到 z) .此 积 
分 值 人 铺 大 ,该 模 的 振幅 就 愈 大 .值得 注意 的 是 在 这 里 各 模 相 干 态 的 本 征 值 B 是 随 


其 中 
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时 间 变 化 的 .如 果 在 :> 工 后 电流 为 零 , 则 把 在 上 > 人 以 后 即 保持 不 变 . 

以 上 得 出 辐射 出 的 光 场 为 相干 态 是 由 于 求 出 了 精确 解 . 如果 用 微 扰 论 来 计算 ， 
则 作 到 n 阶 微 扰 至 多 能 辐射 n 个 光子 ,不 可 能 得 出 相干 态 . 

在 经 典 电动 力学 中 ,两 个 电流 分 布 j (x,zi) 和 j““*(x,t)( 如 两 根 天 线 上 的 电 
流 ) 产 生 的 辐射 场 是 相干 的 , 即 两 个 源 产 生 的 A (x,z) 等 于 它们 各 自 产生 的 
AT(x,z) 和 A”“(x,t) 的 和 .在 这 里 ,经 典 电流 产生 的 量子 辐射 场 也 有 类 似 的 结 
果 . 因 为 当 j(x,z)=j 中 (x,t)+j 中 (x,t) 时 ,由 (5.6.13) 式 ， 

Be(t) = BE (t) + Be (tz). 
于 是 矢 势 A(x,z) 的 期 望 值 等 于 两 项 的 相干 秋 加 
(z|A x,t)|2) = (| A (r,t)|z) + (| AD (x,z)| zt, (5.6.15) 

其 中 


CGA) 1) = DY Be [BY (er + pew ], 
ks 


(£ | A®) (x, t) | 1) = — > “eu [BO (Je ie 十 人 CC- 这 "x+iat ] 


(5.6.16) 
如 果 用 两 台 均 工作 在 远离 鸭 值 之 上 的 激光 器 (A ,也 ) 来 代替 上 述 天 线 , 并 假设 
它们 都 产生 量子 相干 态 光 场 ,那么 按照 上 面 的 推导 亦 将 产生 相干 又 加 现象 ,从 而 出 
现 干涉 条 纹 . 如果 我 们 把 光子 看 成 是 量子 力学 中 的 粒子 ,那么 “从 两 个 激光 器 中 分 
别 发 出 的 ?两 个 光子 的 波 函 数 是 不 能 发 生 干 涉 的 (因为 量子 至 加 是 一 个 客体 的 两 个 
状态 或 几 个 状态 的 肆 加 ,二 个 客体 的 状态 是 不 能 受 加 的 ). 因 此 只 能 说 (用 狄 拉克 语 
言 ) :每 个 光子 是 部 分 地 从 A 激光 器 、 部 分 地 从 B 激光 器 发 出 的 .而 这 个 结论 对 于 
两 个 有 一 定 距 离 并 有 各 目的 运转 系统 的 激光 器 来 说 ,从 物理 上 是 比较 难 接受 的 ,但 
右 从 量子 场 论 的 观点 来 看 ,就 比较 容易 接收 了 .因为 客体 就 是 一 个 , 即 电磁 场 .激光 
髓 的 作用 是 将 场 激 发 到 某 个 状态 .上 述 干 涉 现象 就 是 同一 客体 (电磁 场 ) 的 两 个 状 
态 的 玖 加 所 造成 的 . 两 个 激光 器 所 产生 光 场 的 干涉 现象 20 世纪 60 年 代 就 已 在 实 
验 上 观察 到 , 见 Magyan and Mandel, Nature,198,255(1963);Pfleeger and Mandel， 
Phys. Rev.1$9 ,1084(1967 ) . 


2. 半 经 典 理论 的 近似 性 问题 


在 量子 力学 和 光学 中 , 半 经 典 理论 有 着 广泛 的 应 用 .所 谓 的 半 经 典 理论 是 指 对 
原子 (或 电子 ) 要 用 量子 理论 ,而 对 光 场 则 用 经 典 理论 .简单 的 半 经 典 理论 只 将 原子 
(或 电子 ) 作 为 动力 学 系统 , 光 场 取 为 已 知 的 经 典 函 数 .我 们 先 来 看 这 种 简单 的 情 
况 , 并 从 全 量子 理论 的 角度 看 它 的 近似 性 . 
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在 作用 图 象 中 , 半 经 典 理论 的 运动 方程 为 


丢 于 |?) = 和 (1)|2), (5.6.17a) 


让 co (2) =- 一 |? (zi (2 1) (5.6.17b) 


其 中 以 (x,z) 为 矢量 C 函数 .因而 及 (* 只 含 原子 算 符 , 态 矢 量 |z) 中 也 只 含 原子 自 
由 度 .情况 与 第 一 小 节 正 相反 . 

对 于 光学 中 所 常用 的 光 场 ,其 密度 和 矩阵 都 具有 P 表示 ,而 且 P(a) 具 有 良好 的 
行为 ( 恒 正 ,奇异 性 不 超过 8 函数 ) ,可 赋予 准 概率 密度 的 意义 , 这 时 我 们 可 只 讨论 
光 场 为 纯 态 相 干 光 的 情况 .一 般 情况 下 的 结果 只 需 将 纯 相干 态 光 场 的 结果 用 P(a) 
来 作 平均 即 可 得 出 . 

设 原 子 系统 初始 状态 为 | R,), 光 场 为 多 模 相 干 态 | ar}), {a | 代表 所 有 模 的 
a 值 的 集合 (参见 $5.2 第 4 小 节 ). 整 个 系统 初始 的 全 量子 状态 即 为 


[Ro, {as}) = |Ro)TID (Gas)l0) = D|Ro,0). ~ (5.6.18) 


上 式 中 的 10) 指 光 场 的 真空 态 ,D= [DD (a ), 其 中 让 (4) 为 (ks) 模 的 平移 算 符 
[参见 (5.2.11) 式 ]， 
方 (w ) = ee hs (5.6.19) 
在 全 量子 理论 中 ,系统 在 任何 时 刻 的 状态 可 用 作用 图 象 中 的 演化 算 符 表示 出 
来 ; 


1z) 一 U (#,t0) | Ro, {ar}) 一 1 + 请 | dnf) 


十 Ry), da| dif (1) Hal) 十 加 | Ro la, 1), (5.6.20) 


其 中 广 ;,(z) 为 全 量子 理论 中 的 相互 作用 哈密 顿 量 . 
用 (5.6.18) 式 中 的 算 符 DD 来 对 五 ,. 作 变换 : 
H(t) = 万 -让 (i)D. (5.6.21) 
其 中 矿 ',.(z) 为 变换 后 的 算 符 . 上 式 给 出 委 ,, (zt) = 记 委 (1)D…!, 将 它 代 和 人 到 
(5.6.20) 式 中 右 方 ,并 令 
12)” = D1|2), (5.6.22) 
则 |z) 的 演化 即 为 


/ 1 f 7 
= 1+ 证 | da 月) 
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1 i ty 和 人 ， 八 / 


= U’(z,t) | Ro ,0). (5.6.23) 
以 上 做 法 即 为 通过 么 正 变换 转 到 一 个 新 的 表象 . 在 此 新 表象 中 , 初 态 已 变 成 
| Ru ,0》 ,相互 作用 哈密 顿 量 已 变 成 个 ',.(z) .在 通过 新 表象 求 出 | ) 后 ,再 通过 DD 
的 作用 即 可 得 出 原来 的 |z》. 
下 面 来 求 入 ,,(z) 的 具体 形式 .不 难 证 明 :在 上 述 么 正 变换 下 ,a 平移 一 个 党 
数 ws , at 平移 一 个 常数 ax , 即 
Dia,D= Di(o )arD (or) = a +ak， (5.6.24a) 
DiatD= Di(o)atD (ac) = al + or. (5.6.24b) 
我 们 只 须 证 明 ($.6.24a) 式 , 因 (5.6.24b) 式 为 该 式 的 厄 米 共 罗 . 首先 , 石 为 各 个 模 
平移 算 符 方 (wu ) 的 外 乘 , 而 每 个 模 的 平移 算 符 与 其 他 模 的 < 相对 易 , 这样 就 得 出 
其 中 的 第 一 等 式 .下面 再 来 证 第 二 等 式 .为 书写 简便 , 略 去 脚 标 ks. 我 们 可 利用 
Baker-Hansdorff 公式 将 D(a) 和 DD '(a) 写 成 [参见 (5.2.9) 式 | 


D (a) = Be ee, (5.6.25a) 
Di(a) = ed ee er (5.6.25b) 

于 是 有 
Di(o)AD(a) = ee he. (5.6.26) 


而 对 于 任意 两 个 算 符 bp 和 b, ,有 下 述 公 式 (Baker-Campbell-Hausdorff 变换 ): 
eb1b,eb1 = 二 b, ~ ali ,2] + 710 2[6,,[bi, bp,]] +… . (5.6.27) 
取 其 中 bi=at! ,6b, = a , 即 得 出 


人 十 入 人 十 


ee ae” =ata. (5.6.28) 
此 即 (5.6.24a) 式 . 取 厄 米 共 恩 即 得 出 (5$.6.24b) 式 . 将 (5.6.24) 中 两 式 用 到 
(5.6.21) 式 ,其 中 外 (7) = 一 三 | 了 (x,z)A (x,z)gz. 我 们 就 可 以 求 出 自 和 5.(z)， 
结果 如 下 : 
‘lt) = 二 | x,t) 人 (zz 二 | 了 (ze 间 (xD 
(5.6.29) 
其 中 % (xi) 为 矢量 C 函数 
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A(x,t) = > a Se [ower + are ze | ($5.6.30) 
ks 


我 们 看 到 所 引入 的 么 正 变换 四-: 把 总 系统 初 态 中 的 量子 相干 光 场 变 成 了 真 
空 [ 见 (5.6.18) 式 ] ,而 同时 却 在 相互 作用 哈密 顿 量 中 多 出 了 原子 与 给 定 的 经 典 光 
场 % 相 作用 的 一 项 [ 即 (5.6.29) 式 右 方 第 一 项 ]. 此 项 即 半 经 典 理论 中 的 H(z). 

如 果 在 初 态 | R。,0》 随 后 的 演化 中 , (5.6.29) 第 一 项 不 重要 ,那么 | 刀 ) 中 原子 
自由 度 部 分 就 等 于 半 经 典 理论 中 求 出 的 | R(z))= 中 (t,to)Ro),U(z,to) 为 
半 经 典 理论 中 的 演化 算 符 . 态 矢量 中 光 场 部 分 仍 为 真空 ,没有 变化 ( 换 句 话说 ,在 略 
去 (5.6.29) 式 右 方 第 二 项 后 ,实际 上 可 将 光 场 自由 度 从 系统 总 状态 中 撤 开 不 管 ). 
在 这 种 简单 的 半 经 典 理论 中 , 光 场 只 作为 给 定 的 外 场 引起 原子 能 级 的 跃迁 . 

当 我 们 处 理 的 是 原子 由 于 受到 光 场 作用 而 跃迁 到 较 高 能 级 的 问题 (对 应 于 吸 
收 跃 迁 ) 时 ,在 最 低 的 微 扰 论 近似 中 ,(5.6.29) 式 右 方 第 二 项 对 S 矩阵 元 的 贡献 为 
零 . 于 是 全 量子 理论 [ 即 不 略 去 (5.6. 29) 式 右 方 第 二 项 ] 的 结果 ,就 与 半 经 典 理论 
[ 即 略 去 (5.6.29) 式 右 方 第 二 项 ] 没 有 差别 .这 表明 在 初级 微 扰 论 中 ,对 于 原子 由 于 
吸收 而 跃迁 到 较 高 能 级 的 问题 , 半 经 典 理论 总 给 出 正确 的 结果 ,并 不 要 求 | a | 大 . 
只 在 高 阶 微 扰 计算 中 两 者 才 有 差别 ,这 时 只 当 | a | 大 时 才能 忽略 (5.6.29) 式 第 一 
项 所 引起 的 修正 . 

对 于 原子 由 于 光 场 的 作用 而 跃迁 到 较 低能 级 的 过 程 (对 应 于 发 光 既 迁 )， 
(5.6.29) 式 右 方 第 一 项 所 贡献 的 S 矩阵 元 即 为 受 激 辐射 部 分 ,而 右 方 第 二 项 所 贡 
献 的 则 是 自发 辐射 部 分 . 半 经 典 理论 略 去 了 自发 辐射 的 贡献 . 

以 上 所 讨论 的 是 简单 的 半 经 典 理论 , 它 不 涉及 光 场 的 变化 .完整 的 半 经 典 理论 
是 把 (5.6.17) 式 与 经 典 电 磁 势 (x,z) 的 方程 联 立 起 来 求解 ,该 方程 中 的 电流 就 
采用 电流 算 符 7(x，,z) 的 期 望 值 .这 样 就 把 光 场 的 动力 学 也 包括 了 进来 ,人 们 可 以 
研究 光 场 的 变化 ,激光 的 半 经 典 理论 就 是 如 此 建立 的 , 它 的 主要 缺点 是 ,不 能 研究 
激光 场 的 量子 涨 落 . 

当然 , 若 光 场 不 存在 PP 表示 (如 特征 量子 光 场 ) 则 半 经 典 理论 将 不 适用 . 

最 后 我 们 指出 ,本 小 节 的 结果 还 有 一 个 重要 应 用 , 即 在 用 (量子 ) 相 干 光 场 抽 运 
( 泵 浦 ) 激 光 器 或 激发 原子 产生 共振 荧光 等 过 程 中 ,原子 和 抽 运 相干 光 场 的 作用 可 
通过 在 如 ,中 引入 “相应 的 经 典 光 场 " 与 原子 的 耦合 项 来 描述 .这样 需 要 研究 的 课 
题 就 只 是 原子 与 激光 模 (或 荧光 模 ) 间 的 量子 相互 作用 . 
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在 第 四 章 中 ,我 们 计算 了 各 种 电磁 作用 过 程 的 牙 迁 率 , 采 用 的 方法 是 S 算 符 
的 微 扰 论 .在 本 章 中 我 们 将 研究 一 些 基 本 的 原子 与 光 场 相互 作用 的 整个 过 程 ,以 及 
在 开放 的 情况 下 ,系统 所 满足 的 主 方程 . 

需要 指出 的 是 ,在 第 四 章 计算 牙 迁 率 时 ,我 们 并 不 是 像 在 经 典 物理 学 中 求 瞬时 
变 率 那样 , 先 考察 状态 在 At 时 间 中 的 变化 ,再 对 相应 的 改变 量 除 以 At, 并 最 后 令 
At 趋 于 零 .因为 在 量子 理论 中 ,这 将 导致 能 量 不 守恒 .第 四 章 处 的 做 法 是 ,考察 在 
一 个 长 时 间 ( 一 了 > 本) 后 的 变化 ,再 将 相应 的 改变 量 除 以 2T, 以 得 出 单位 时 间 的 
变 率 .最 后 并 令 Too. 此 外 ,在 第 四 章 中 ,我 们 还 只 计算 ( 非 零 的 ) 最 低 阶 结果 .在 
本 章 中 ,与 上 述 做 法 不 同 ,将 研究 的 是 一 些 原子 与 光 场 相互 作用 的 基本 过 程 随时 间 
的 演化 .这 些 过 程 在 量子 光学 中 也 具有 重要 的 意义 .为 外 ,在 量子 光学 中 , 腔 内 场 
( 它 具 有 离散 的 模式 ,因此 也 称 为 腔 模 场 ) 具 有 重要 的 地 位 .因此 在 最 后 一 扩 中 ,我 
们 也 顺便 研究 了 单 模 腔 内 场 在 腔 外 热 光驱 动 下 的 变化 .所 采用 的 仍 都 是 作用 图 象 ， 
并 为 简单 计 略 去 上 标 (7 了 ). 

量子 主 方程 是 研究 一 个 开放 系统 的 演化 的 重要 理论 工具 . 所谓 的 开放 系统 是 
指 它 与 其 周围 环境 (包括 真空 态 的 电磁 场 , 其 他 介质 等 ) 有 相互 作用 的 系统 , 它 通 常 
具有 广阔 的 能 量 谱 . 在 统计 物理 中 也 常 称 作 库 .在 本 章 的 后 两 节 , 我 们 将 通过 具体 
的 例子 对 主 方程 进行 介绍 .对 于 腔 场 ,从 它 的 主 方程 还 可 能 导出 相应 的 福 克 尔 - 普 
天 克 方程 和 随机 微分 方程 . 


$6.1 二 能 级 原子 的 自发 辐射 过 程 ” 马尔 可 夫 近 似 


二 能 级 原子 的 自发 辐射 是 量子 光学 中 最 基本 的 过 程 之 一 . 本 市 将 在 马尔 科 夫 
近似 和 旋 波 近似 下 研究 原子 和 光 场 状态 随时 间 的 变化 .并 求 出 辐射 场 的 谱 线 宽度 . 
这 种 宽度 即 光学 和 电动 力学 中 所 称 的 自然 宽度 ,并 由 此 引进 原子 能 级 本 身 宽 度 的 


1. 二 能 级 原子 ” 旋 波 近似 和 马尔 可 夫 近 似 


在 不 考虑 双 光 子 作 用 项 的 情况 下 ,按照 (3.1.49) 式 ,二 能 级 原子 与 光 场 的 相互 
作用 哈密 顿 量 可 以 写成 
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H(t) = ihS [al(t)a(t) {guar(t) + gual,(t)| 


— al(t)as(t) {giar(t) + gtat, (zt)}], (6.1.1) 
其 中 a, 和 a 分 别 为 能 级 1( 低 能 级 ) 和 2( 高 能 级 ) 上 电子 的 吸收 算 符 , ak 为 波 矢 
为 k、 偏 振 为 ， 的 光子 的 吸收 算 符 . 
在 (6.1.1) 式 中 ,有 两 项 是 明显 并 大 幅度 偏离 能 量 守恒 的 , 即 原子 从 低能 级 唉 
迁 到 高 能 级 同时 放出 一 个 光子 的 aiaj at, 项 ,和 原子 从 高 能 级 跃迁 到 低能 级 同时 
吸收 一 个 光子 的 etf ax wk 项 .此 两 项 称 为 反 旋 波 项 . 剩 下 的 两 项 称 为 旋 波 项 . 略 去 
反 旋 波 项 后 的 哈密 顿 量 
H(t) = i DLgsad(t (tan(t) ~ gial(t)aa(t) enlt)] (6.1.2) 
称 为 旋 波 近似 下 的 哈密 顿 量 . 在 耦合 常数 比 有 关 的 光 场 频率 小 得 多 的 情况 下 , 旋 波 
近似 是 一 个 很 好 的 近似 ,在 量子 光学 中 通常 都 采用 它 ,以 使 得 计算 简化 0. 
旋 波 近似 与 微 扰 近 似 有 相当 大 的 差别 . 微 扰 近 似 是 把 演化 算 符 按 耦 合 常数 展 
开 , 只 取 其 中 前 若干 项 , 它 并 不 对 矿 ;, 作 任何 近似 . 旋 波 近似 则 相反 , 它 去 掉 了 五。 
中 上 述 明 显 能 量 不 守恒 的 项 ,然后 试图 来 严格 求解 方程 .这 样 求 出 的 结果 将 含 耦合 
常数 的 各 次 短 , 从 而 可 导出 微 扰 论 所 不 能 求 得 的 结果 [来 看 一 个 旁 例 :用 微 扰 论 来 
计算 电子 和 质子 的 作用 ,无 论 到 哪 一 级 都 得 不 出 氨 原 子 的 束缚 态 ,但 采用 库仑 势 
( 它 是 一 种 近似 的 势 ,通常 称 作 单 光子 势 ) 来 求解 方程 可 以 相当 精确 地 求 出 束缚 
态 ]. 
在 量子 光学 中 ,对 于 二 能 级 的 原子 , 常 引入 “原子 状态 变迁 算 符 ”"o (1) 和 反 转 
数 算 符 os(z) ,它们 的 定义 如 下 : 
G+ (t) = at(t)a(t), 5 (t) = at(t)a(z), 
oa3(t) = Ni(t) - Ni(z). (6.1.3) 
这 种 近似 称 为 旋 波 近似 ,在 光 场 的 频率 比 耦 合 常数 g, 在 绝对 值 大 得 多 的 情况 下 
(这 通常 是 成 立 的 ) , 它 是 一 个 好 的 近似 .在 原子 状态 的 能 量 表 象 中 ,#1 和 $, 可 分 


别 表示 成 
0 1 
$1 一 | | $, 一 | | (6.1.4) 
1 0 


这 样 在 相互 作用 图 象 中 ,就 有 


g(t)=0o,0%:, 0 (= er’, (6.1.5) 


@ 但 在 某 些 特殊 情况 , 计 信 反 旋 波 项 反倒 有 利于 问题 的 正确 求解 .参见 附录 下 第 二 部 分 
“自由 激 子 的 超 辐射 “. 
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其 中 wo = 二 (Es 已 ). 相 应 于 (6.1.4) 式 ,5+ 和 5 - 的 表示 为 


和 0 1 和 0 0 
0. 一 | | 0_ = | | (6.1.6) 
0 0 1 0 
在 此 图 象 中 , c; 实际 上 与 i 无 关 . 即 
: 3 = | (6.1.7) 
O03 rt 一 O03 一 0 _ 1 。 。 41. 


它们 构成 的 全 部 的 三 个 分 量 . 
若 将 原子 能 量 的 零点 取 在 FE, 与 Ei 的 中 点 , 则 原子 的 哈密 顿 量 可 表示 为 


八 


H, = 地 ho ds (6.1.8) 
而 (6.1.2) 式 可 写成 
H(t) = iiD [go (tan(t) -gio (t)ak(t)]. (6.1.9) 


由 于 56, ,5_ 与 光 场 算 符 相 耦 合 , 故 有 时 也 称 作 是 原子 的 极 化 算 符 . 它们 与 cs 之 
间 满 足下 述 对 易 关 系 : 

[co,,o]=o， [oo ]=+2c，. (6.1.10) 

下 面 我 们 来 研究 二 能 级 原子 自发 辐射 的 过 程 . 令 |% ,0 表示 原子 处 在 上 能 级 、 

电磁 场 为 真空 的 状态 , | $, , 心 ?表示 原 子 处 在 下 能 级 并 有 一 个 光子 (其 波 矢 为 大, 偏 

振 为 ;) 的 状态 .这 样 ,在 旋 波 近似 下 任意 时 刻 “ 原 子 + 电磁 场 " 这 一 体系 的 状态 可 

表示 为 
1 1) = c(t) | $,,0)+ ciel) | $i,ks). | (6.1.11) 


如 果 没 有 旋 波 近 似 , 则 处 于 下 能 级 原子 可 以 再 放出 一 个 光子 而 跃迁 到 上 能 级 , 即 体 
系 可 从 态 | $1 ,ks) 变 到 |$, ,ks ,k's ,后 者 又 可 变 到 |g ,ks ,k's ,ks ),…. 由 于 测 
不 准 关系 , 这 些 能 量 大 幅度 不 守恒 的 态 存在 的 时 间 很 短 ,应 当 不 重要 .但 大 为 了 理 
论 严整 将 它们 都 考虑 进来 ,求解 将 变 得 十 分 困难 .即使 只 考虑 其 中 领头 的 一 \ 两 项 
以 考察 反 旋 波 作用 的 影响 ,计算 工作 量 亦 将 大 大 增加 . 而 采用 了 旋 波 近似 即 可 使 问 
题 的 求解 大 大 简化 . 

在 作用 图 象 中 ,c(t) 和 ci (zi) 满足 下 列 方程 (如 本 章 导 言 中 所 述 上 标 ( 了 7) 已 
略 去 ) : 


@ 更 完全 地 说 p" (x)c, 和 p(x)c_ 代表 原子 极 化 密度 算 符 ,其 中 p(z)= epi (x) 
xp, (x). 
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i FCrn lt) = ($, ,ks | H(z) | $,,0)C,(t), 
(6.1.12) 
1 人 Ca 人 1) 二 之 加 ;0 H(t) | $1, ks Cn (t). 
虽然 如 前 文 所 述 ,这 里 光子 的 能 量 并 不 一 定 要 等 于 E, 一 El 二 wo ,但 从 下 面 求 出 
的 结果 可 以 看 出 光子 的 能 量 亦 只 分 布 在 ji 的 附近 ,用 通常 的 语言 来 说 , 即 原子 
所 发 光 的 谱 线 具有 一 个 宽度 . 
利用 (6.1.2) 或 (6.1.9) 式 ,可 将 上 述 方程 化 为 


Che() 二 一 gk ei‘® “0C, (£) , 


(6.1.13) 
FC2(t) = = Dgue 四 oC (t). 
根据 初始 条 件 
C0)=1, Cuo = 0, (6.1.14) 
从 (6.1.13) 第 一 式 即 得 出 
Ci l(t) =- si|e oo) C, (4 ) dr”. (6.1.15) 
将 它 代 入 (6.1.13) 第 二 式 后 ,就 得 出 C,(z) 所 满足 的 一 个 微分 一 积分 方程 : 
人 Ca 人 =- | U(t ~ ) Ct) de’, (6.1.16) 
其 中 
U(t-t)= 2» | gs [se 0 (6.1.17) 


(6.1.16) 式 告诉 我 们 ,C, 在 :+ 时 刻 的 变化 率 不 仅 与 它 在 现时 的 值 有 关 , 还 与 它 在 
t 以 前 的 全 部 历史 有 关 . 函数 U(t --z ) 称 为 关联 函数 ,下 面 先 对 它 进 行 初步 的 讨 
论 .首先 , 当 把 光 场 的 归 一 化 体积 取得 很 大 时 ,对 大 的 求 和 可 转 成 积分 [参见 
(3.3.13) 式 下 ]j , 即 


> >| 去 sh = | 元 sw dud (6.1.18) 
其 中 w=kc. 其 次 ,按照 $4.1, 在 略 去 电子 自 旋 与 磁场 的 作用 项 后 由 


gs = Es" GlvVV, (6.1.19a) 
其 中 


@ 电子 自 旋 与 磁场 的 作用 项 虽然 对 (6.1.20) 式 中 wx(w) 的 较 高 频 部 分 有 相当 显著 的 贡 
献 , 但 对 C,(z) 和 Cii. (1) 的 影响 仍 不 大 ,除非 Z 很 大 的 情况 .参见 附录 B. 
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Gr =— £Negi VE dz (6.1.19b) 
于 是 
5 1g 1 = 5 G6) -| Gl’), (6.1.19c) 
人 代表 天 方向 的 单位 矢量 . 将 以 上 结果 代入 (6.1.17) 式 , 即 得 
U0) = | ue do, (6.1.20) 
其 中 
u(w) = #9 |( (|Gi|?— |n: Gl dd, w=ke (6.1.21) 


称 为 关联 函数 谱 岂 . 当 w 六 cja(a 标志 原子 的 半径 ) 时 ,e** 在 原子 范围 内 已 作 多 次 
振荡 ,使 Gi 的 值 由 于 被 积 函 数 的 正 负 相 消 而 大 大 衰减 .这 样 w(w) 在 w 一 c2 时 将 
趋 于 零 .另外 ,不 难看 出 wx(ow) 恒 为 正 ( 或 零 ). 


关联 函数 U(r) 并 可 表示 成 
U(r) = f(r)e”’, (6.1.22a), 
上 式 中 的 f(t) 为 w(o) 的 傅 里 叶 变 换 ， 
f(z) = | u (we dw. (6.1.22b) 


形式 上 ,上 述 积分 域 可 扩展 成 - co 到 co ,这 只 需 令 负 实 轴 上 x(o) 等 于 零 即 可 . 

从 (6.1.22b) 式 可 以 看 出 , 当 r=0 时 ,各 个 频率 的 x 在 积分 中 是 累加 的 ( 因 
u(w) 宇 0). 而 当 rt 关 0 时 ,由 于 相 因 子 e “作用 而 使 f(z) 的 值 下 降 .z 愈 大 上 述 相 
因子 随 w 的 振动 愈 快 , 相 消 效应 就 愈 严重 .这 样 F(r) 只 在 某 个 范围 0< r< r 才 显 


著 不 为 零 . r 称 为 关联 时 间 ,对 于 类 氢 原 子 , 估 计 关 联 时 间 = 的 量 级 为 二 
在 作用 图 象 中 ,已 从 C, (四 分 出 了 e- 到 估 因 子 , 因 此 C,(z) 的 变化 率 的 量 级 为 
爱 因 斯 坦 A 系数 y，, 即 衰减 时 间 的 量 级 为 1/74. 在 二 < 六 的 情况 下 , C; (z ) 在 


(6.1.16) 式 的 有 效 积分 范围 变化 很 小 ,在 t 大 于 <, 后 (如 上 所 述 ,在 整个 衰减 过 程 
中 ,从 0 到 = 是 一 个 不 显眼 的 小 区 间 ) C2(z') 可 作为 C,(1) 提 到 积分 号 外 面 : 


@ 在 c=0 到 (~ 记 范围 之 外 ,不 仅 | (7) | 的 值 降 得 很 小 ,而 且 快速 振 葛 因子 eo" 
(快速 是 相对 于 C, 的 变化 而 言 ) 也 起 到 压抑 从 x 到 的 积分 值 的 作用 ， 
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f(t) =— Ci) Ue -的 dz， (6.1.23) 

同时 :的 积分 下 限 可 以 扩展 到 一 ce ,于 是 有 

| U(t 一 六 )dts- | U(t—t)dt = | dt he dwu (w)e “oe) 
= dou(w)lnd(w 一 oo) -ip mE t >t,， 
(6.1.24) 
在 上 式 的 最 后 一 步 推 导 中 ,我 们 利用 了 
| so dt = | 。 一 并 wo 一 ow0 )zd7 

(woo) -ip sw (6.1.25) 


(参见 $3.4). 于 是 除了 最 初 的 极 短 时 间 (z 亏 zt. ),(6.1.23) 式 就 化 为 


FC2(t) = 一 (Fr + idw0) C(t), (6.1.26) 
其 中 
7 = 2ru (wo), Swo = 用 Ce) go, (6.1.27) 


上 述 近 似 实 即 为 马尔 可 夫 近 似 .数学 上 它 可 表述 为 
U(t—t)=— (y+2idw,)6(t— +), t—-t 宇 0 (6.1.28) 
即 每 个 时 刻 Cs 的 变化 率 只 与 该 时 刻 的 C, 值 成 正比 ,与 过 去 的 历史 无 关 . 
此 方程 的 解 可 以 立即 求 出 .加 上 初 条件 ,结果 即 为 


C(t) = 2Y Boot, (6.1.29) 
由 此 可 得 原子 处 于 上 能 级 的 概率 P,(z ) 将 随时 间作 指数 衰减 : 
P(t1) =| C(t)|*=e™*, (6. 1.30) 


其 豪 期 (寿命 ) 可 定义 为 


(6.1.29) 式 的 右 方 除了 因子 e-2* 以 外 ,还 有 一 个 振荡 因子 e az . 这 意味 着 
上 能 级 的 能 量 值 已 不 是 原来 的 E, ,因为 E, 所 对 应 的 振荡 因子 ee* 在 作用 图 象 
中 已 从 cs(z) 中 分 出 来 ,而 现在 其 中 又 出 现 了 新 的 振荡 因子 eo" ,表明 在 考虑 了 
原子 与 所 辐射 的 电磁 场 的 作用 后 ,能 级 有 一 个 附加 的 变化 (能 级 移动 ). 这 一 移动 也 
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因此 而 称 为 辐射 频 移 (或 称 兰 姆 频 移 ). 
从 (6.1.27) 式 ,我 们 看 到 常数 7 是 与 发 射 实 光 子 相 联系 的 [频率 等 于 wo 即 等 


于 十 (E, ~ Ei) 的 光子 常 称 为 实 光子 .这 种 发 射 又 称 为 实 距 迁 , 即 光子 实 实在 在 地 


发 射出 去 了 ] .物理 上 这 也 是 容易 理解 的 ,因为 实 牙 迁 才 导 致 上 能 级 布 居 数 P, 的 
衰减 .至 于 辐射 移动 yw 则 是 由 发 射 和 回收 各 种 频率 的 虚 光 子 所 贡献 的 [频率 不 等 


于 土 (E, ~ E) 的 光子 统称 为 虚 光 子 ]. 原子 所 发 出 的 虚 光 子 由 于 不 符合 能 量 守恒 


的 要 求 ,随后 将 重新 吸收 ,从 而 对 P, 的 减少 无 贡献 ,但 却 使 上 能 级 原子 在 部 分 时 
间 内 变 为 “下 能 级 原子 附加 一 个 虚 光 子 ”. 这 样 , 它 的 能 量 自然 地 会 有 一 个 改动 .但 
(6.1.27) 式 给 出 的 yw 乘 以 大 后 并 不 就 代表 能 级 2 的 实际 移动 ,因为 :1. 目 由 电 
子 也 有 类 似 的 能 量 改动 ,而 这 一 能 量 改动 (在 除 以 c 后 ) 已 归并 到 电子 的 质量 中 去 
(质量 重 正 化 ) ,因此 应 该 从 fw。 中 人 刨 除 .2. 二 能 级 原子 只 是 一 个 简化 的 模型 .原子 
实际 上 有 无 穷 多 能 级 .能 级 2 上 的 电子 还 可 发 射 虚 光子 而 峻 迁 到 其 他 能 级 上 去 , 包 
括 比 E, 高 的 能 级 (通过 反 旋 波 作用 ). 虚 光子 数 亦 可 不 止 一 个 .3. 这 里 作 了 旋 波 近 
似 .实际 上 精确 计算 兰 姆 移动 的 值 是 一 件 比较 复杂 的 事 ,已 超出 本 书 内 容 的 范围 . 


2. 关联 谱 函 数 和 关联 函数 


我 们 来 考察 由 (6.1.21) 式 所 表达 的 谱 函 数 .首先 看 “ 电 偶 极 子 ” 原 子 模型 的 情 
况 . 所 谓 偶 电 极 子 模型 具体 地 说 ,就 是 相 比 于 所 有 要 考虑 的 光波 波长 ,原子 半径 都 
小 得 可 以 忽略 ,从 而 原子 可 看 成 为 电 偶 极 子 .于 是 (6.1.96) 式 中 的 e** 可 取 为 1. 
从 第 四 章 (4.1.11) 式 即 得 G 的 表达 式 为 


2 2 
G: = 一 人 | 全 (4)2 ， (6.1.31) 


其 中 d = -ex 代表 电子 的 电 偶 极 矩 , Gy 对 大 的 依赖 只 表现 在 -天 中 .将 (6 1. 31) 
式 代 入 (6.1.21) 式 即 可 求 出 


QD” 兰 姆 与 卢 瑟 福 于 1947 年 测 出 了 氧 原子 2S 态 与 2Py 态 之 间 有 一 微小 能 量 差 .但 在 量 
子 力学 理论 中 两 者 能 量 是 简 并 的 .不 仅 用 薛 定 廖 方程 得 出 的 结果 是 如 此 ,就 是 用 相对 论 的 狄 拉 
克 方程 来 计算 也 是 如 此 .当时 实验 测 出 的 能 量 差 为 1X10 兆 周 / 秒 ( 以 普 朗 克 常 数 为 单位 ), 现 
在 更 精确 的 值 为 1057.8 焰 周 / 秒 .只 有 用 量子 电动 力学 的 辐射 频 移 才 能 解释 此 能 量 差 .采用 二 
级 微 扰 论 计算 出 的 值 为 1052 兆 周 / 秒 .更 细致 的 理论 计算 为 1057.9 非 周 / 秒 .理论 与 实验 值 符合 
很 好 .这 是 量子 电动 力学 理论 的 又 一 个 成 功 之 处 .附带 要 指出 的 是 ,Pastemark 早 在 1938 年 就 测 
出 了 同样 的 结果 ,但 未 受到 注意 . 
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2 2w¢ | (qd)», | 
ul(w) = fc -各 [ant 人 | 一 | Nn; * Cd )» ) = 一 本 。 
(6.1.32) 
再 将 上 式 代 入 (6.1.27) 式 ,就 得 出 点 模型 中 的 y 值 : 
4w0 2 _ 
7 一 3Fc3 | Cd) “三 7X,， (6.1.33) 


正好 等 于 (4.1.37) 式 所 给 出 的 爱 因 斯 坦 A 系数 ,也 就 是 电 偶 极 子 近似 下 的 自发 辐 
射 牙 迁 率 .这 样 (6.1.30) 式 也 就 是 说 P, (i) 的 衰减 率 即 为 爱 因 斯 坦 A 系数 . 
点 模型 的 谱 函 数 (6.1.32) 也 就 可 以 写成 


ul(w) = 


(6.1.34) 


Fo 
它 随 着 w 直线 上 升 . 

右 我 们 考虑 原子 的 有 限 大 小 , 即 不 略 去 Gi 中 的 e**, 则 当 w 大 到 一 定 地 步 使 
相应 的 波长 与 原子 直径 相当 或 更 小 时 ,由 于 cosk*x 和 sink*x 在 原子 范围 内 正 负 
交替 ,使 G 表达 式 中 的 积分 值 愈 来 愈 缩减 ,从 而 使 vx(w) 在 w 趋 于 无 穷 时 趋 于 
零 .对 于 最 简单 例子 :类 氧 原子 从 2P 到 1S 的 自发 辐射 (在 不 计 及 自 旋 效应 的 情况 
下 ) 包 得 出 OT B) 


u(w) = 全 站 工人 (6.1.35) 


(CU -4 
7 (1 ; wa ) 2Trcul (1 J. 1 ， 
C 16” CU0 


其 中 去 = 寺 + 元 ,al 和 a2 分别 为 1S 和 2P 态 的 原子 半径 

将 (6: 3. 35) 与 (6. 1. 34) 式 相 比 , 即 可 得 出 在 此 例 中 高 频 缩 减 因 子 即 为 

(+ 于 半 】 -Cl a) 当 如 六 1 时 , 它 以 (如 )-* 趋 于 零 .顺便 指出 若 在 

(6.1.35) 式 基础 上 作 马 尔 可 夫 近 似 , 所 得 出 的 y 按 (6.1.27) 式 为 
Ya 


后 
上 式 中 的 分 母 代表 原子 有 限 体 积 引 起 的 修正 . 


非 马尔 可 夫 的 关联 函数 , 按 (6.1.22a) 式 ,为 两 个 因子 的 乘积 ,其 中 f(t) 为 
x(w) 的 傅 里 时 变换 ,将 x(o) 用 上 式 代 入 并 进行 数值 计算 ,可 得 出 | J(r)| 具 有 峰 


(6.1.36) 


中 指 自 旋 磁 矩 与 光 场 中 磁场 的 作用 
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状 形态 , 峰 顶 在 原点 名 ,如 前 所 述 其 宽度 量 级 为 1/ wo. 
回 过 头 来 看 (6.1.16) 右 方 的 积分 , 按 (6.1.22) 式 它 可 表示 为 


| U(rt)C,(t 一 zr)dr 一 | newrca(t _ r)dr (6.1.37) 


我 们 可 把 积分 范围 分 作 峰 区 (所 1/wo) 和 峰 区 以 外 (直到 z) 两 段 .| C2(z)| 的 娶 期 可 
用 1/7。 来 标志 (即使 有 非 马尔 可 夫 修 正 ,差别 也 不 超过 百 分 之 几 十 ) ,在 lo 与 
1/Y4 的 比值 小 得 很 多 的 情况 , 峰 区 范围 的 积分 中 的 C:(z 一 75) 可 近似 取 为 C2(z) 提 
出 到 积分 号 之 外 . 剩 下 峰 区 外 的 积分 ,虽然 积分 范围 可 能 较 大 而 且 C2 (i 一 +) 的 绝 
对 值 随 着 z 的 增加 而 增加 ,但 一 方面 受到 | F(r)| 下 落 的 抑制 ,一 方面 又 受到 振 苏 
因子 e%' 所 引起 的 正 负 相 消 的 影响 ,在 ys/wo<<1 情况 下 ,终于 可 以 忽 去 , 叶 致 马 
尔 可 夫 的 结果 .在 类 和 氧 原子 的 情况 ,Ya/wo 正比 于 QZ , 故 只 在 2 很 大 的 情况 , 才 需 
考虑 非 马尔 可 夫 的 修正 .值得 指出 的 是 ,这 时 应 当 用 相对 论 的 狄 拉克 方程 来 求解 原 
子 的 波 函 数 .我 们 的 研究 表明 当 Z = 92 时 ,直到 上 为 S/ ya , 非 马尔 可 夫 修正 量 级 仍 
只 有 10“, 并 可 吸收 到 衰减 指数 中 (参见 附录 B). 


3. 光子 的 谱 分 布 原子 能 级 宽度 


我 们 先 来 计算 Ci (z). 在 马尔 可 夫 近 似 成 立 的 情况 下 ,将 (6.1.29) 式 代入 
(6.1.15) 式 , 即 可 求 出 


Ce =— gi| ao el (6.1.38) 
(wow 一 oo) 十 77 
在 上 式 中 ,So 已 吸收 到 wo 中 去 , 即 wo 代表 考虑 了 辐射 频 移 后 的 实际 值 . 


从 (6.1.38) 式 得 


2 

1 

op ab fe het aa 
ww) + - 


4 
(6.1.39) 
它 随时 间 的 变化 如 图 6.1.1 所 示 . 
以 上 结果 表明 ,对 于 确定 的 模 (k,s) ,状态 中 有 一 个 光子 的 概率 并 非 就 是 单调 
增加 的 &. 它 一 般 是 以 振荡 的 形式 趋 于 其 最 终 值 


@ ”由 于 x(w) 为 正 值 [ 见 (6.1.21) 式 ]. 故 当 t=0 时 ,了 (0) 即 为 u(w) 之 和 ,而 tr>0 时 ,不 
同 w 成 分 的 相位 互相 错开 [ 见 (6.1.22b) 式 ]. 由 于 彼此 相 消 而 使 f(r) 下 降 . 
@ ” 若 对 所 有 的 模 求 和 , 则 总 光子 数 将 等 于 1-e ” ,是 单调 增加 的 . 
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2 | gi 1” 
| Cn (%) | 三 


(w -wo) + 


[Cuas(D I | Ci © )F? 
2 


(6.1.40) 1 


将 上 式 乘 上 dk 范围 内 “k 取 什 的 数目 7d k"[ 由 
平面 电磁 波 满足 周期 性 条 件 而 得 出 , 见 (1.3.1) 和 图 6.1.1 光子 概率 的 比值 
(3.3.13) 式 ] ,然后 对 dQ2, 积分 .并 对 * 求 和 , 即 求 出 随时 间 z 的 变化 

在 CU 到 w 十 dow 范围 内 光子 的 概率 为 TI:o=owo 人 情况 I:o 和 oo 情况 


P(w)dw = 一 ze) du， (6.1.41) 
(o 一 mw0) 十 47 


它 表 明光 子 的 概 素 分 布 为 通常 的 治 伦 效 谱 形 因 于 一 一 了 一 科 上 关联 本 数 
由 一 0 六 十 元 和 
4 


谱 wu(w). 只 在 马尔 可 夫 8 近 似 中 ,并 对 原子 取 点 模型 以 及 将 w(w) 近 似 成 u (wo) 才 
化 出 常用 的 形式 (按照 (6.1.34) 式 ) 


P(wW)-= 工 ” (6.1.42) 


从 本 节 的 讨论 我 们 还 看 到 ,在 考虑 电子 与 电磁 场 的 作用 后 ,量子 力学 中 求 出 的 
原子 激发 态 一 般 不 再 是 定 态 ,而 是 一 个 衰变 态 ,也 就 为 亚 稳 态 . 其 波 函 数 除了 以 
e 训 (EE 中 已 包括 了 能 级 的 辐射 频 移 ) 振 荡 外 ,还 有 一 个 衰减 因子 。3”. 两 者 合 起 
来 可 写成 e 六 (5-39. 因此 我 们 也 可 以 说 衰变 态 具有 一 个 复 能 量 ( 一 方 科 ). 其 
实 部 描写 其 态 矢量 (在 苹 定 户 表 象 中 ) 随 时 间 的 周期 性 变化 ,而 其 虚 部 则 描写 其 寿 
命 (或 衰 期)r= 六 .如 果 把 e (5 各 关 作 伟 里 叶 展 开 , 则 可 以 看 出 其 能 级 有 -一 寓 
度 iy. 因此 我 们 也 可 以 说 衰变 态 具有 一 个 宽度 为 有 限 值 ( 非 零 ) 的 能 级 . 能 级 宽 
也 就 是 状态 能 量 的 不 确定 度 5E, 而 其 寿命 + 则 代表 该 态 存在 的 时 间 6z. 以 上 结果 
表明 

OE6z = 无 . (6.1.43) 
这 也 是 量子 理论 测 不 准 关 系 的 一 种 表现 . 

在 34.5 关 于 光 在 原子 上 散射 的 研究 中 ,曾经 提 到 :从 (4.5.22) 式 看 来 , 当 光 
子 能 量 jw 正好 等 于 某 个 原子 中 间 态 能 量 (E, ) 与 初 态 能 量 (E, ) 差 的 绝对 值 时 ， 
MD 将 发 散 . 在 考虑 了 原子 能 级 宽度 以 后 ,这 一 问题 即 可 解决 .因为 初 态 中 的 时 间 
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因子 已 变 成 e- 训 341 ,而 中 间 态 n 的 时 间 因子 已 变 成 ois“2W', 这样 该 项 对 
[Mi 2 的 贡献 就 等 于 
(Mi) = ew ea 
(BE + iw — E,) + (+7) 
从 而 共振 时 分 母 并 不 为 零 
下 面 我 们 就 一 个 简单 情形 对 共振 散射 项 的 截面 进行 估算 . 设 初 态 为 原子 基态 
(71=0), 中 间 态 7 为 原子 第 一 激发 太 且 不 性 庶 简 关 这 时 共振 散射 截面 为 


4 
ri -所 1(Ma), 1 = = 基色 7 | (ez * x)in(er * x)a 1°. (6.1.45) 


如 采 不 区 分 散射 后 光 子 的 信 报 情况 则 应 对 eps 求 和 , 结 采 为 


2 一 区 EE | (ea ， x)u| (| zl 一 | (nx 。 xz) | ). 
2 


对 Q, 积分 后 得 出 共振 总 截面 为 


32re w’ 2 2 
3f2 cy | (en ” X) 1 CX) 1 。 (6.1.46) 


再 设 原子 在 空间 的 取向 是 随机 的 ,进一步 对 x 的 取向 求 平均 ,就 得 出 


一 32 
mr， = 3 |x x) ,1 |”. (6.1.47) 


当初 态 为 基态 而 中 间 态 为 第 一 激发 态 时 ,y, 完全 由 |n) 习 11) 的 跃迁 决定 ,其 表达 
式 即 为 [参见 (6.1.33) 式 |] 


Ores 一 


- 和 un | 《xy |， (6.1.48) 


一 2rc- 
0 一 一 = 2xno, (6.1.49) 
we 


X 中 多 ,二季 ,5 的 值 要 比 汤姆 孙 散 射 鹤 面 大 许多 量 级 :上 式 中 的 x ”是 以 大 。 为 


半径 的 贺 截 面 ,而 汤姆 孙 57 的 量 级 则 是 以 xy2 , 即 以 “电子 经 典 半径 " 作 半 径 的 加 
截面 ， 


$6.2 单 模 光 与 原子 的 作用 ” 拉 比 振荡 和 缀 饰 原子 


在 本 节 中 我 们 将 研究 单 模 光 与 一 个 二 能 级 原子 间 的 相互 作用 ,并 且 假 定 两 者 
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共振 或 近 共振 . 首先 考虑 单 模 光 为 能 量 的 本 征 态 的 情况 .在 忽 去 原子 到 其 他 光 模 的 
自发 辐射 后 ,将 得 出 :初始 时 处 于 下 能 级 的 原子 可 以 完全 地 被 激发 到 上 能 级 ,然后 
又 降 回 到 下 能 级 ,从 而 在 上 下 能 级 之 间 来 回 振荡 . 这 就 是 通常 所 谓 的 拉 比 振荡 .在 
此 基础 上 我 们 将 引入 绥 饰 原子 态 的 概念 .其 次 考虑 的 是 , 强 相干 光 所 引起 的 拉 比 振 
荡 . 相 干 光 由 于 其 能 量 (或 光子 数 ) 并 不 取 确 定 值 而 有 一 个 分 布 ,将 会 导致 - 些 新 现 
象 , 即 布 居 数 差 的 拥 缩 与 复 起 . 

在 微 腔 中 (其 尺度 与 发 光 的 波长 同 量 级 ) ,由 于 腔 模 的 间隔 较 大 ,可 能 做 到 只 有 
一 个 模 与 原子 频率 相近 ,而 原子 与 腔 模 的 类 合 又 较 强 ? .这 时 容易 出 现 拉 比 振荡 和 
级 饰 原子 态 . 


1. 拉 比 振荡 

在 这 一 小 节 中 ,我们 考虑 与 原子 作用 的 单 模 光 场 为 光子 数 本 征 态 , 亦 即 能 量 为 
确定 值 的 情况 .通常 ,这 时 光 场 是 局 限 在 某 个 腔 内 ,但 也 可 能 是 有 限 的 行 波 波 列 . 设 
光 场 频率 为 w, 它 与 原子 的 频率 w= 二 (E, Ei) 相等 或 接近 .因此 我 们 只 考虑 原 
子 在 能 级 1 与 2 之 间 的 跃迁 . 光 场 与 原子 的 作用 仍 取 旋 波 近似 . 

设 初 始 时 原子 处 于 下 能 级 ,于 是 系统 (原子 与 单 模 光 场 ) 的 初 态 可 表示 为 
1$81 ,nn0).no 为 人 射 光 的 光子 数 ( 其 值 大 于 1). 在 旋 波 近似 下 ,此 态 只 能 跃迁 到 
1$8, ,no 一 1) , 若 自 发 辐射 到 其 他 光 模 可 忽略 不 计 , 则 它 又 只 能 跃迁 回 到 | $, ,6). 
从 而 系统 的 状态 在 任何 时 刻 就 是 这 两 个 状态 的 丢 加 , 即 

12) = A(t)|$,no —1)+B()|$, ,no). (6.2.1) 
相互 作用 哈密 顿 量 为 
Hi = iii(gno 4a- g%6, a). 
这 种 简化 的 模型 在 量子 光学 文献 中 常 称 为 Jaynes-Cumming (简称 J-C) 模 型 .在 作 
用 图 象 中 ,(6.2.1) 式 右 方 两 个 系数 的 变化 方程 为 
A(z) 一 二 《加 sm 一 工 | Hi.(z) | $1 ,7n0) 一 一 0 e “0 有 B(t)， 


SB(z) 一 ($1,no H(z) | $, ,no 一 1 = 0Oe “2A()， 
(6.2.2) 


D 对 于 腔 中 的 行 波 模 和 驻 波 模 , 电 偶 极 境 合 常数 分 别 为 | -\/ moon e-(q); | 和 和 


EY wosin9oe"(q)aa) | ,其 中 为 向 腔 的 体积 (其 至 是 模 分 布 区 的 体积 ,如 回音 亡 模 只 分 
布 在 圆 盘 腔 周边 附近 的 区 域 中 ). 由 此 可 见 腔 愈 小 ,耦合 傅 强 . 
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其 中 
0Q = Vnoga. (6.2.3) 


将 (6.2.2) 第 二 式 写成 A(z) = 厂 e**-%” 卫 B(z), 再 将 此 式 两 侧 对 + 作 一 次 
微 商 ,然后 代入 (6.2.2) 第 一 式 以 消去 后 A(:) ,就 得 出 


dB(1) —i(w — wo) FB() +|1 0 1°B(t) = 0. 


由 此 即 得 B(z ) 的 解 为 
B(z) = Bie2® “0)ttion: + Bel o0)riont, (6.2.4) 
其 中 
wr =A/ Fw 0) +10 1?, (6.2.5) 
B, 和 B, 为 待定 常数 . 


将 (6.2.4) 式 代入 (6.2.2) 第 二 式 , 又 可 求 出 A(z) 的 表达 式 : 


OW wo 


| 


(6.2.6) 
根据 初 条 件 
A(0) = 0， B(0) = 1, 
即 可 把 解 中 的 两 个 常数 B, 和 B, 确定 ,结果 为 
ea 62. 
将 上 式 代 回 (6.2.4) 和 (6.2.6) 式 ,得 出 
B(t) = e220) | coswet 一 2—(& 一 oo)sinwaz |， 
(6.2.8) 
A(t1) = 一 sinaat， 
从 (6.2.8) 式 即 得 原子 处 在 两 能 级 的 概率 分 别 为 
1 B(1)|!*=1- QO Sir wnt, 
/ (6.2.9) 
| A(1)1* = | 0 | sin wrt . 


2 
WR 
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此 式 表明 ,原子 在 上 能 级 的 概率 | A(i)1 将 周期 性 地 变化 , 它 从 零 先 升 到 最 大 值 
|Q1 /ua ,然后 又 开始 下 降 , 达 到 零 后 再 上 升 .在 共振 情况 下 , 由 (6.2.5) 式 最 大 值 
可 达到 1, 即 实现 全 反 转 . 

附注 :以 上 结果 与 光学 中 常用 的 速率 方程 所 得 出 的 结果 不 同 .该 方程 为 


d d 
TiNi = TN = AN + BW(wo)(N; — Ni). 


其 中 Ni 和 N; 为 下 能 级 和 上 能 级 的 原子 布 居 数 ,此 式 中 的 A 和 B 为 爱 因 斯 坦 两 个 系数 ， 
W(w) 为 激励 光 场 单位 体积 内 能 量 的 谱 密 度 . 此 方程 又 称 为 维 格 纳 - 韦 斯 科普 夫 方程 .利用 
Ni + NN; 二 NN, 上 方程 不 难 解 出 . N;(z) 的 稳 恒 值 为 NBW (wo)/[A +2BW (wo)]. 如果 初 始 时 
NN, =0, 对 任何 时 刻 的 N,(z) 都 将 小 于 N/2, 即 不 可 能 实现 反 转 . 

要 指出 的 是 ,上 述 速率 方程 适用 于 激励 光 为 “ 宽 谱 混合 态 ” 大 容量 光 场 的 情况 .在 此 条 件 
下 ,该 方程 可 从 原子 的 主 方程 导出 .对 于 本 节 所 讨论 的 情况 它 不 适用 [关于 速率 方程 的 推导 见 
$6.4(6.4.31) 式 ]. 


wr 称 为 拉 比 频率 , 它 的 平方 由 两 项 组 成 ,一 是 偏 谐 项 于 (w - wo)?, 另 一 项 是 


| QF. 当 w= wo 即 共振 时 ,wr 就 等 于 | Q1 从 而 与 / 如 成 正比 ,初始 光子 数 密度 念 


大 ,频率 | Q | 就 愈 高 ( 因 V 代表 光 场 归 一 化 体积 或 腔 体积 ) ,另外 | 0Q | 还 与 电 偶 极 
和 矩 在 偏振 方向 的 投影 成 正比 [参见 (6.2.3) 式 与 (4.4.14) 式 ]. 

在 共振 情况 ,上 下 能 级 布 居 数 的 差 为 ” 

| A(i) -1B(t)|*=1-2sir(l Q11)= cs21011), (6.2.10) 

即 在 +1 与 -1 之 间 简 谐 变化 . 

对 于 原子 初始 时 处 在 上 能 级 的 情况 可 以 类 似 地 处 理 . 差别 主要 是 0Q 的 值 等 于 
V no + 1g21 ,即使 初始 光子 数 为 零 , 仍 然 可 能 出 现 拉 比 振荡 . 换 句 话说 原子 自发 发 
射出 的 光子 还 可 以 被 吸收 回来 .这 种 情况 常 称 为 真空 拉 比 振荡 . 

如 果 光 场 为 行 波 脉冲 ( 亦 具有 确定 的 光子 数 ) ,原子 初始 时 处 于 下 能 级 ,而 且 脉 冲 光 与 原子 
共振 ,脉冲 持续 时 间 为 


A 
TT 3107 
则 按 (6.2.10) 式 当 脉 冲 过 后 即 可 实现 原子 态 的 完全 反 转 .这 样 的 脉冲 被 称 为 x 脉冲 .另外 , 若 脉 
冲 持续 时 间 为 


OD 宽 谱 混合 态 指 光 场 具有 比 原子 谱 线 宽度 大 得 多 的 频率 分 布 ,而 且 在 各 个 模 的 光子 数 表 
象 中 p 只 有 对 角 项 的 情况 ,大 容量 指 其 在 作用 中 状态 基本 保持 不 变 .另外 ,在 某 些 较 复杂 的 光学 
过 程 (如 激光 ) 中 , 光 的 谱 宽 并 不 由 发 光 原 子 布 居 数 衰 率 和 原子 退 相位 率 y, ( 见 $6.4 第 5 小 节 ) 
- 决定 , 见 § 8.6. 这 时 只 要 7y, 足够 大 ,也 会 导出 速率 方程 . 
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人 一 1 0 |， 

即 所 谓 的 2x 脉冲 ,那么 当 它 通过 原子 后 , 按 (6.2. 10) 式 原子 仍 回 到 下 能 级 , 即 不 从 光波 中 吸收 
能 量 .实际 上 在 原子 与 2x 脉冲 作用 的 前 半 阶 段 , 它 是 从 和 人 射 脉 冲 中 吸收 能 量 的 ,但 在 后 半 阶 段 
又 把 能 量 还 给 了 光 脉 冲 . 

原子 的 拉 比 振荡 已 在 实验 上 被 观测 到 ,其 至 是 在 no 很 小 的 情况 . 1987 年 德国 
Max-Planck 量子 光学 研究 所 观测 到 2. 5K 热 辐射 所 引起 的 处 于 激发 态 的 Rydberg 
原子 的 拉 比 振荡 (之 所 以 要 采用 Rydberg 原子 ,是 因为 它 的 电 偶 极 矩 较 大 ). 热 辐 射 
不 是 光子 数 本 征 态 ,但 在 2.5"K 时 ,共振 频率 处 的 平均 光子 数 约 为 2. 


2. 缀 饰 原子 


从 以 上 讨论 我 们 看 到 : 当 考 虑 了 原子 与 电磁 场 的 作用 时 ,| #8,no) 和 | $1 ,no 二 1) 
都 不 是 定 态 .那么 定 态 是 怎样 的 ?本 小 节 即 来 讨论 这 个 问题 . 仍 取 作 用 图 象 . 由 于 
1 8 ,no 和 | ,no +1) 在 旋 波 作用 情况 下 不 与 其 他 态 相 关联 ,故我 们 只 需 考 虑 这 
两 者 的 大 加 ,如 (6.2.1) 式 所 示 . 对 于 能 量 为 8 的 定 态 ,应 满足 方程 


下 (eo | 从) = GeiBor | 4)), (6.2.11) 


因为 eriao 1z) 为 相应 的 薛 定 刘 图 象 中 的 态 矢量 .从 (6.2.11) 式 得 出 作用 图 象 中 
的 定 态 满足 下 列 方程 ; 


让 六 7) = (6 ) 1). (6.2.12) 
再 令 
6, = 6— (FE, + nofow), 6p = 6— (E+(not+1)fow), 
(6.2.13) 
不 难 求 出 
A(z) =— 66A(z), 人 BT) = 一 二 3E5B(D)， (6.2.14) 
将 它 代 入 (6.2.2) 式 即 得 
-064A(t) =— Qe B(L), 
(6.2.15) 
一 068B(z) = Qe A(z). 
上 式 具 有 非 零 解 的 条 件 为 


86, 36 = f+ | 0 1’, (6.2.16) 
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而 由 (6.2.13) 式 
06a — 06B = fi(w 一 wo). (6.2.17) 
将 上 式 与 (6.2.16) 式 联 立 就 可 求 出 


S64 三 土 fcwp 十 地 一 oo ) ， 
| (6.2.18) 
6p 二 十 hwr 一 Fw 一 wo). 


将 (6.2.18) 式 代 回 (6.2.13) 式 即 求 出 8 的 两 组 解 为 


6 = 3(E, FE,)+ (ma + 天 ji + 二 色 土 ji ， (6.2.19) 


其 中 6 为 不 考虑 原子 和 光 场 相互 作用 时 两 
个 态 “|$,,no) 和 | $1 ,no+1) ”能量 的 平均 


值 , 即 施 ( + Es) + (ma 二) 和 .6 的 


2 

值 如 图 6.2.1 所 示 . ja 
有 了 386 (或 386) 的 值 [ 见 (6.2. 18) 2 

式 ], 代 入 (6.2.15) 式 又 可 把 A(z:) 和 B(z) 

定 出 ,再 由 (6.2.1) 式 即 可 得 到 相应 的 本 征 

态 . 这 两 个 本 征 态 即 我 们 要 求 的 定 态 . 它 不 

是 单纯 的 原子 状态 , 而 是 带 有 相应 的 光子 . 


6-—6o 


故 称 为 级 饰 原子 态 . 图 6.2.1 8-6 的 值 ( 粗 线 ) 随 。- wo 的 
下 面 只 列 出 w = wo 时 的 两 个 缀 饰 态 . 变化 图 
它们 为 | $8, ,no) 和 |$, ,no +1) 两 态 等 幅 值 (但 不 同 相位 ) 的 至 加 : 
= bn) ntl) J. (6.2.20) 


3. 阻尼 的 计 入 


在 前 面 的 计算 中 ,我 们 没有 考虑 原子 从 能 级 2 或 能 级 1 到 其 他 较 低 能 级 的 目 
发 辐射 (或 因 碰 撞 等 其 他 原因 所 导致 的 无 辐射 跃迁 ) ,以 及 光子 由 腔 内 的 递 出 .这 些 
因素 都 导致 |#, ,no) 和 | #1 ,no 二 1) 变 到 其 他 的 态 .在 本 小 节 中 ,我 们 将 通过 简单 地 
引入 阻尼 项 来 考虑 .这 时 方程 (6.2.2) 就 变 成 


A(z) =-— 7.A(7) — Q "eB(), 


B(z) =- 地 XB(t) + Qo-%0A (4). (6.2.21) 
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最 简单 的 求解 方法 是 寻求 
B(1) = Be (6.2.22) 
形式 的 特 解 .将 上 式 代 人 (6.2.21) 第 二 式 , 即 得 
A(z) =- 5(% + Fi JBe (6.2.23) 
再 将 上 述 两 式 代 人 (6.2.21) 第 一 式 , 即 得 出 非 零 解 的 条 件 为 
(+ Fi7 (+o -wo ti ) -1 QT = 0. (6.2.24) 
由 此 解 出 w 可 取 两 个 值 
ww, = 5(% — wo +iT,) + wk, (6.2.25) 
其 中 
WR = 4(o ~- wo +t+iT_.)+|0Q1°, 
rT, = 3(y, + 7,), r= 3(y, —»,). (6.2.26) 


注意 wx 与 (6.2.5) 式 定义 的 拉 比 频率 ws。 相 比 ,在 圆 括 号 内 多 了 一 项 iT_ ,因而 
已 成 为 复数 . 
B(z) 的 一 般 解 即 为 上 述 两 个 特 解 [分 别 取 (6.2.25) 式 中 两 个 w, 值 ] 的 线性 悉 
加 : 
B(z) = Be oot) tig: 十 Bed tig. (6.2.27) 


相应 的 A(z) 为 
A(z)= 5D[Bi(w ~ wo 十 1 了 _ 十 wp )eiwR: 
+ Bi(w -wo +iT.— 2wg)e re]e dm) (6.2.28) 


从 初 条 件 A(0)=1,B(0)=0 可 定 出 
i0 


Bi = 一 也， = 30 (6.2.29) 
在 w= wo 的 情况 下 ,A(z) 和 B(z) 的 表达 式 可 以 化 简 . 这 时 ， 
WwW’ RO 二 | (2 | a (6.2.30) 


即 wx 在 w= wo 时 的 值 ,或 者 为 实数 ( 当 |Q| > 二 丰 时 ,或 者 为 纯 虚 数 
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[ 当 | < 却 玉 时 ). 在 前 一 情况 ， 


， _1 . I 
A(z) 一 1 ot 十 O00 )e IT tanOo 一 有 7 》 
rT ZwRO 
l + 4 
B(1) = Ysinw te dT. (6.2.31) 
WW RO 


两 者 丝 为 衰减 的 振荡 ,上 下 能 级 布 居 数 之 差 等 于 
A(z) -1B() 1? = [1/ VI+ TI /dw |cos(2whot + 00)e rr’. 
(6.2.32) 
在 后 一 情况 ,B(t) 和 A(z) 都 不 再 振荡 , 因 (6.2.31) 式 中 的 wm 已 变 成 纯 虚 数 .前 
者 浓 称 为 强 耦 合 情 况 ,后 者 称 为 弱 耦 合 情 况 . 这 里 的 强 与 弱 都 是 相对 于 阻尼 差 六 
而 言 . 


4. 相干 光 场 引起 的 拉 比 振荡 、 雪 缩 和 复 起 
在 经 典 光学 理论 中 ,相干 光 场 引起 的 拉 比 振荡 具有 单一 的 振荡 频率 . 若 设 光 声 
为 Eocoswt , 则 在 共振 情况 下 , 拉 比 振荡 频率 即 为 二 Eo。*《d) .在 量子 理论 中 ,情况 则 


不 同 , 具 有 单一 拉 比 频率 的 人 射 光 场 为 光子 数 本 征 态 . 而 相干 光 是 不 同 光子 数 态 的 
登 加 ,因此 并 不 具有 单一 的 拉 比 频率 .这 使 得 相干 光 场 所 引起 的 拉 比 振荡 出 现 新 的 
特点 , 即 所 谓 的 “ 雪 缩 和 复 起 ”的 现象 .下 面 将 对 此 作 简 单 的 讨论 . 设 初始 时 原子 
处 在 下 能 级 , 令 f, 为 相干 态 |a) 中 含 数 态 |n) 的 概率 幅 : 


f, = rie “ ， (6.2.33) 
则 系统 的 初 态 即 为 
1t=0)= >f, 1 $1,n). (6.2.34) 


在 旋 波 近似 下 , 式 中 的 | ,n) 只 与 18,,n 一 1) 相 看 合 , 从 而 t 时 刻 系统 的 态 为 
12) = 2A,(t) 1 $n -1)+ >B,(t) | ,n), (6.2.35) 
其 中 系数 A, (z ) 和 B, (z ) 满 足下 述 方程 (我 们 只 考虑 共振 情况 ): 


FA lt) = QB(t), FB,(t) =- QA,(t), 
上 i (6.2.36) 
(2, =Vng, 


中 ”参见 Cumings,Phys. Rev. 140 A,1051(1965),Eberly 等 Phys. Rev. Lett. 44,1323(1980). 
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g 即 前 面 的 gy . (6.2.36) 式 是 一 组 互 不 关联 ( 指 不 同 ” 的 系数 间 互 不 关联 ) 的 二 元 
联 立方 程 .于 是 各 组 系数 A, (1) 和 B, (t) 都 以 自己 的 拉 比 频率 振荡 .这 样 就 有 
A,(t)= fsin|l Q, 1¢1, B,(t)= fcos| (0,1¢, (6.2.37) 
而 原子 处 在 上 ,下 能 级 的 概率 就 等 于 
P(t)= > A = > 1 fsin 10。 |， 


(6.2.38) 
Pi(t)= 1B(t) l= 2 1 fs lcs |Q,1t. 
两 者 的 差 等 于 
Pi(t)— P(t)= D1f l(cos | 0Q,1t -sin | 0,1|z) 
= >，| fl cos21 0Q,1t. (6.2.39) 


这 一 级 数 的 和 并 不 具有 简单 的 解析 表达 式 , 但 在 |a1” 大 时 ,可 对 求 和 作 近 似 处 理 . 

根据 泊 松 分 布 |f,1? 的 特点 , 当 |al 大 时 ,对 (6.2.39) 式 右 方 的 贡献 主要 来 目 
n 在 |al: 附 近 区 间 内 的 项 ,该 区 间 的 宽度 一 1a|. 于 是 我 们 可 将 2| 0, 1z = 
2Vnlglzs 中 的 Vn 在 n= |al? 处 展开 ,并 只 保留 前 三 项 


210 11X21 ga t+ lel tin-lal) -18 S$(n-lal). 
a 4|a| 


(6.2.40) 
上 式 右 方 的 第 一 项 即 相 干 光 经 典 拉 比 振荡 理论 中 的 单一 频率 项 . 由 于 重要 的 ”分 
布 在 |n 一 |al | 过 |a| 的 范围 , 故 在 振荡 早期 即 


lal>1, EE <l1 (6.2.41) 
时 @,(6.2.40) 式 中 的 第 三 项 可 以 忽 去 .这 样 (6.2.39) 式 就 化 为 
P(t)— P(t) = D1f, loosl21 gltt+ ee -1l a1)|. (6.2.42) 


另外 ,在 |al? 很 大 时 , 泊 松 分 布 |f,1? 可 用 高 斯 分 布 代替 .再 将 对 n 的 求 和 转 
化 为 积分 ,这 样 P(t) - P(t) 就 可 表 成 


Pi(1) — P,(t) = | er cos| 2 | ga ltt+ | 8 zx] 


1 
TT ~- 所 
V2Tr1aQa Q 


@ ”由 于 2(0Q,)z 为 角度 , 故 (6.2.40) 式 第 三 项 能 否 忽 去 ,不 仅 要 求 它 比 前 两 项 小 得 多 ,还 
需要 求 它 比 # 小 得 多 . 
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在 上 式 中 的 余弦 函数 按照 公式 cos0 = 六 (e* +e“”) 换 成 指数 函数 后 , 即 可 利用 高 
斯 型 函数 的 积分 公式 得 出 
P,(z) P,(z) 一 [ee 十 C2igrlt- 雪 ll ] 一 cos(2 | ga | j )e- sl th 


(6.2.43) 
此 式 表明 ,在 早期 (| g |v <1), 布 居 数 的 差 Pi (zt) - P:(z) 以 频率 2| ga | 振荡 ,与 


经 典 理论 相同 .但 当 ; 达到 以 后 即 出 现 明显 的 衰减 . 出 现 这 一 情况 的 道理 也 很 
简单 :(6.2.40) 式 的 第 二 项 与 n 有 关 , 从 而 会 使 不 同 ” 的 相位 角 21.0, | + 互相 错 
开 . 当 +; 达到 Te[ 时 ,对 于 重要 的 ,第 二 项 的 绝对 值 可 达到 1 的 量 级 (在 n- |al? 


= 土 |a| 时 ,正好 为 +1). 相 位 角 相 错开 的 结果 即 导 致 Pi 与 P, 下 降 [ 见 (6.2.39) 
式 ]. 

令 人 感 兴 趣 的 是 ,到 了 很 长 时 间 以 后 ,这 已 经 衰减 下 去 的 振荡 又 会 复 起 .为 此 
我 们 来 看 当 |g|:i 增 大 到 约 2x| a | 时 的 情况 (注意 (6.2.41) 式 现 已 不 成 立 ). 这 时 
(6.2.40) 式 第 二 项 的 值 约 为 (n 一 1a|’)2x. 从 而 不 同 的 项 之 间 相位 差 守 2xAn 
即 2x 的 整数 倍 . 于 是 cos2 10, | : 又 彼此 相 一 致 ,使 振荡 复 起 ( 注 : 第 三 项 这 时 过 
一 2 ,在 主要 求 和 范围 其 值 在 0 到 一 万 之 间 .虽然 已 不 能 忽略 ,但 不 至 
于 阻止 振荡 的 复 起 . Eberly 等 严格 的 计算 证 实 了 这 一 结论 ). 

上 面 所 描述 的 现象 就 是 布 居 数 差 值 振荡 的 南 缩 与 复 起 ,并 已 在 实验 上 被 观察 
到 .值得 指出 的 是 上 述 振荡 的 衰落 并 不 伴随 着 能 量 的 损耗 (与 通常 的 振动 不 同 ) , 因 
为 在 不 考虑 原子 与 场 相互 作用 时 ,|#,,n) 与 1$,,n 一 1) 能 量 相同 ,相互 作用 导致 它 
们 相互 转换 ( 即 布 居 数 差 的 振荡 ) ,因而 这 种 振荡 的 衰落 并 不 伴随 着 能 量 的 损耗 .是 
以 复 起 是 可 能 的 . 

由 于 上 述 地 缩 与 复 起 是 量子 理论 所 特有 的 , 它 体 现 了 与 经 典 理 论 的 差异 , 故 又 
称 作 量子 击 缩 与 复 起 . 


$6.3 强 相干 光 激励 下 的 共振 灾 光 


共振 奖 光 是 指 原 子 从 与 其 共振 的 入 射 光 中 吸取 能 量 再 自发 辐射 到 其 他 方向 的 
过 程 , 因 而 也 可 称 作 共振 散射 .在 $6.1 中 所 给 出 的 共振 散射 公式 适用 于 单个 人 射 
光子 的 情况 (可 推广 到 弱 入 射 光 ) ,而 从 上 节 的 讨论 我 们 知道 ,在 共振 的 强 光 作用 
下 ,原子 将 在 两 个 能 级 间 发 生 拉 比 振荡 . 当 拉 比 频率 12| 比 上 自发 辐射 率 大 得 多 时 ， 
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在 自发 辐射 的 半衰期 内 ,原子 已 在 两 个 能 级 之 间 振 荡 了 多 次 ,从 而 § 6.1 的 公式 不 
再 适用 .用 另外 的 话说 ,这 时 发 光 的 已 不 是 原来 的 原子 而 是 上 节 中 所 说 的 缀 饰 原 
子 .相应 地 , 谱 线 将 发 生 分 裂 .我 们 也 可 以 说 , 弱 光 的 散射 是 一 个 线性 过 程 , 在 强 光 
情况 则 出 现 了 非 线 性 的 效应 . 

在 通常 的 共振 荧光 的 理论 中 ,需要 用 的 准备 知识 比较 多 ,有 些 我 们 在 以 后 的 章 
节 中 才 会 讲 到 .这 里 将 采用 Haken 书 中 的 一 种 简单 处 理 ( 见 Haken, Light 第 一 着， 
256 页 ) ,虽然 它 有 欠缺 和 不 准确 的 地 方 ,但 仍 能 显示 此 过 程 最 重要 的 一 些 特征 .在 
本 节 的 最 后 ,我 们 将 对 通常 用 的 处 理 办 法 作 简 单 的 介绍 . 

另外 ,对 于 入 射 的 相干 光 场 ,有 一 种 替代 的 处 理 方式 ,我 们 在 $5.6 第 3 小 市 
中 已 作 过 介绍 ,为 学 习 方便 计 , 现 在 用 第 一 小 节 青 对 它 进行 一 些 说 明 . 


1. 对 入 射 单 模 相 干 光 场 的 替代 处 理 方 式 


设 入射 的 (ko ,so ) 单 模 相干 光 场 与 原子 共振 ,其 状态 矢量 记 作 | co( 脚 标 0 代 
表 (kso) 模 ) ,原子 初始 时 处 在 上 能 级 .这 样 系统 的 初 态 即 为 | 加 | co .相互 作用 哈 
密 顿 量 在 旋 波 近似 下 如 (6.1.9) 式 所 表示 .一 种 替代 的 处 理 办 法 是 把 原子 与 人 射 的 
相干 光 场 间 的 作用 放 到 户 , 中 ,使 系统 的 态 矢量 中 只 包括 原子 和 散射 光子 的 状态 . 
在 这 种 替代 的 处 理 方式 中 ,原来 的 初 态 | 思 ) | cy 就 化 为 | 加 10》, 其 中 107 代 表 光 
场 的 真空 态 ,而 相互 作用 哈密 顿 量 则 化 成 


‘= i DS [go (t)an(t) -gio (t)al(t)] 


十 讨 [goaa ， (zi)e oo 十 go ar o_ (t)e”’]. (6.3.1) 
上 式 中 的 第 二 项 就 代表 原子 与 人 射 的 相干 光 场 间 的 作用 .在 人 射 光 场 与 原子 共振 
的 情况 下 (ws = wo ) ,该 项 即 化 为 ih(goao; + go ao ) ,与 于 无 关 . 
这 两 种 表 叙 方式 我 们 已 在 $5.6.2 介绍 过 ,它们 之 间 为 么 正 变换 的 关系 .变换 
算 符 为 
D= eo “0, (6.3.2) 
即 §5.6 中 (5.6.27) 式 所 给 出 的 平移 算 符 ,其 中 a 与 ce 为 (ko,so) 模 的 光子 算 
符 , 关 于 从 (6.1.9) 式 通过 平移 变换 变 到 (6.3.1) 式 ,已 包括 在 $5.6 第 2 小 节 式 的 
推导 中 ,结果 即 为 
DiAr,.(2)D= (i). (6.3.3) 
方 ; 即 方 -: ,因而 上 式 也 就 是 (5.6.21) 式 .个 (zt) 和 理 '.(z ) 分 别 代 表 原 来 的 和 闪 
代 方式 中 的 相互 作用 . | 
如 果 我 们 采用 替代 的 方式 即 用 店 ” 计算 出 任何 时 刻 的 状态 |:z)》 ,再 通过 反 变 
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换 即 可 得 出 原 方式 中 的 态 |z): 
12) = D112).. (6.3.4) 
需要 指出 的 是 ,(6.3.1) 式 本 喘 并 没有 作 半 经 典 近 似 , 半 经 典 近 似 是 指 略 去 其 
中 右 方 第 一 项 的 情况 (参见 $5.6). 但 要 注意 ,在 求 出 |:)〉 以 后 需要 再 按 (6.3.4) 式 
作 变 换 才 能 得 到 原来 的 |z) .我 们 看 到 ,对 于 |:》〉 中 “未 发 射 荧 光 光 子 ” 的 项 以 及 发 
射 到 “ 非 人 射 模 ” 的 项 ,只 须 加 上 入 射 模 原 来 的 |ao) 即 得 出 1z) 中 的 结果 ,但 对 |z 》 
中 发 射 光 子 到 入 射 模 的 项 ,结果 就 比较 复杂 ,但 通常 人 们 只 对 发 射 到 “ 非 人 射 模 ”的 
亚 光 有 兴趣 ,所 以 这 一 复杂 结果 也 就 无 关 紧要 了 . 


2. 单 光子 近似 方程 组 和 拉 普 拉 斯 变换 群 


我 们 采用 (6.3.1) 式 所 表示 的 矿 ',, 来 处 理 并 将 略 去 其 上 的 撤 号 .该 式 中 第 一 
项 代表 原子 通过 发 射 或 吸收 一 个 光子 而 在 上 下 能 级 间 跃 迁 .而 第 二 项 则 是 通过 与 
经 典 场 (C 数 ) 的 作用 而 在 上 下 能 级 间 跃 迁 .相应 的 跃迁 链 图 如 图 6.3.1 所 示 . 


| 加 >|10> 162> 1 ks > [02> | ks, k's'> 
[91>10> [页 >| Asy> | 91> | ks, k's’> ... 


图 6.3.1 系统 的 跃迁 链 和 单 光 近 似 下 的 截断 


其 中 坚 线 是 通过 经 典 场 的 跃迁 , 它 可 以 导致 “光子 数 保 持 不 变 ” 的 拉 比 振荡 . 冬 
线 则 是 通过 发 射 或 吸收 一 个 光子 所 引起 的 原子 能 级 间 跃 迁 , 它 导 致 光子 数 改 变 的 
拉 比 振荡 .由 于 这 两 种 作用 的 同时 存在 ,使 得 暑 迁 链 是 无 穷 的 .所 请 单 光子 近似 就 
是 只 保留 含 一 个 散射 光子 的 项 ,因而 就 是 在 图 中 虚线 处 将 链 截断 外. 在 此 近似 下 ,| 
1 可 以 写成 


12)= c(t) | 轴 》10?+c 1 名》10)+ Pcin(t)e” "0 | 由》| ks) 


+ Dcyn(t)e” “0 | $,) | ks), (6.3.5) 
wo 为 原子 和 入 射 相干 光 的 频率 .我 们 在 上 式 中 从 ci (1) 和 co.(z) 中 分 出 一 个 因 
子 el “0 ,是 为 了 消去 c, (ia (i) 和 o_(z)at(z) 作 用 到 |:) 上 所 产生 的 相 因 
子 ,使 c(t)、cs(z)、crw (it) 和 co (i) 满足 的 是 常 系数 的 一 阶 微分 方程 组 ( 见 下 
式 ). 


@ ”对 于 这 一 近似 ,Haken 提出 的 理由 是 :由 于 辐射 率 小 , 含 多 个 光子 的 态 可 以 略 去 . 
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将 (6.3.5) 和 (6.3.1) 式 代 人 运动 方程 于 12)》 = 示 训 se(t)12)[ 如 上 所 述 ,此 处 
襄 即 (6.3.1) 式 中 的 店 ',] , 即 可 得 出 系数 c1.2(z) 和 c1,2,x (2) 满 足 的 方程 : 
c(t) = 一 goa c(t), 


cz) 三 一 goaci(t)+ Dgrcunt), 
ks (6.3.6) 


cunt) 一 一 io 一 mwo)ciR() 一 gkCc2() 一 go Q ct) ， 

p(t) -i(w — wo)can(t) + goaci, nt). 
这 是 常 系数 的 一 阶 线性 微分 方程 组 .可 以 方便 地 采用 傅 里 叶 变 换 或 拉 普 拉 斯 变换 
来 求解 .后 者 对 c(z) 等 在 :一 时 的 行为 要 求 比较 松 ， 只 要 能 找到 两 个 正常 数 M 
和 下, 使 得 在 0<t<% 区 间 

| c(t) 过 Me (6.3.7) 
成 立即 可 .另外 ,对 于 求解 初 值 问 题 , 它 还 特别 方便 . 
设 c(z) 的 拉 普 拉 斯 变换 为 C(f) ,后 者 由 下 式 定 义 : 


C(f) = | se(oDdz， Ref > (6.3.8) 


其 中 f 为 一 复数 , 它 的 实 部 应 取得 比 fo 大 ， 以 使 上 式 中 的 积分 收敛 .这 样 得 出 的 
C( 放 在 Ref>f, 的 区 域 中 正规 解析 (无 奇 点 ). 拉 普 拉 斯 的 北 变 换 为 


c(t) = a:|, Cf etdf, (6.3.9) 
其 中 已 取 为 一 个 实数 并 大 于 方 .如 把 ce(z) 和 C(/) 上 述 对 应 关系 记 作 
c(t) EC(f), (6.3.10) 
则 通过 分 部 积分 不 难 证 明 
do(t)» el0) + fC(7), (6.3.11) 


即 dc(t) 的 拉 普 拉 斯 变换 为 - <(0) + fC( 了 ). 这 样 就 把 初 信也 包括 进来 了 .一 个 对 
我 们 来 说 重要 的 特例 是 


e Fo Ref > Rea. (6.3.12) 


当 a =0 时 上 式 即 化 为 lc 了， 


下 面 即 对 (6. 3. 6) 式 作 拉 普 拉 斯 变换 ， 并 利用 初 条 件 C2 (0)=1,ci (0) = 
ci (0) = cz (0)=0. 所 得 出 变换 后 的 方程 为 


第 六 章 ”原子 与 光 场 相互 作用 的 过 程 ”开放 系统 的 主 方程 .247 . 
fC1(f) 一 一 go au C,(f), 
fC,(f) 一 工 十 goaC1(f) 十 > ,gukCik()， 
天 


fCunf\f) = 一 i(w 一 wo ) CR 人 一 gkC2z() 加 go a C2 (f), 
fC (ff) =-i(w — wo)Co nf) + goaCur (f). 


(6.3.13) 
这 是 一 组 代数 方程 ,其 解 不 难 求 出 .其 结果 为 
__ ga 
Ci(f) = flf+T(f)] +| goa | 
-| 
C,(f) flf+ T(f)| +| goa 上 
-- iseto-oo-i 
Ci,n(f) = [(w -wo —if) -| goal [fF + A(f) | goa 2]) 
2 gg0f 
Ce) To go PT AT grat] 
(6.3.14) 


其 中 


1 2 1 1 
nD- 23D sm (ot me) 
(6.3.15) 
在 我 们 所 讨论 的 情况 ,(6.3.9) 式 中 的 b 可 取 为 一 个 正 无 穷 小 量 e. 这样 反 演 的 积 
分 路 径 就 是 e -icoo>e + ico .在 进一步 的 处 理 中 ,PC 可 近似 为 一 个 与 了 无 关 的 
贡 数 (这 里 不 再 作 仔细 的 讨论 ) .在 |gox|< 入 oo 的 情况 下 ， 


有 一 入 + ibm， (6.3.16) 


其 中 ya 即 爱 因 斯 坦 A 系数 ,gw 如 8$6.1 所 述 为 能 级 的 辐射 移动 . 当 芽 近似 取 为 
稼 数 后 ,C1(f) ,Ca( 了 有 ) ,Cn《(f) 和 Cz, (f) 的 奇异 性 只 有 极点 .不 难 求 出 各 极点 
的 位 置 ,其 中 两 个 为 方程 

f+ITf+lgoal =0 (6.3.17) 
的 根 ,它们 是 


1 1 
f1=- 5T+ 下 有 一 goa | ， f2 三 一 


1 
及 一 下 三 一 | goa | 


(6.3.18) 
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男 两 个 为 (w 一 wo 一 if)” 一 1goal =0 的 根 , 即 

fs =-i(w — wo +| goa |), fi =-i(w — wo —| goo |). (6.3.19) 
不 难看 出 f; 和 f 的 实 部 都 小 于 零 , 因 此 它们 位 于 左 半 “ 复 平面 "内 ,而 fs 和 fs 位 
于 虚 轴 上 上 .这样 C1(f),C,(f),Ciw(f) 和 Cz,w (了) 在 Ref>0 的 区 域 疫 有 奇 点 .从 
而 反 演 公 式 (6.3.12) 中 的 5 可 以 取 为 正 无 穷 小 s. 

通过 分 项 公式 , C1(f) ,C2(f), Cun(f) 和 Cz, (有 ) 可 以 表示 为 


ch = HF + 


fF- Ff 
TR (6.3.20) 
Cn) = FIFRA 
C, 1.(f) = | 7 和 2 | ”43 十 7 44 


产 到 “也 f-fs 太太 
上 式 中 的 各 项 系数 可 通过 先 通 分 再 与 (6.3.14) 式 比较 而 确定 .这 里 不 仔细 列 出 . 利 
用 (6.3.12) 式 ,立即 可 以 得 出 : 
ci(t) = rue 十 riel2’, 
f 


c(t) = rel + 722e 2 ， 


(6.3.21) 
cups(t) = raell’ + razel2’ 十 r33€ 3 + rasel4’, 


CR 人) 一 raeln’ 十 rw el2; 十 re 十 ra el 。 


代入 (6.3.5) 式 中 即 得 出 |z). 

由 于 Refi 和 Re 六 都 小 于 零 . 故 (6.3.21) 式 中 er' 和 ex' 的 项 都 代表 瞬 态 解 . 
当 我 们 求 稳 恒 解 时 ,这 两 项 都 将 略 去 .这 样 , | 上 ) 的 稳 恒 解 中 都 只 剩 下 (6.3.5) 式 中 
后 两 项 ,其 系数 ci (t) 和 cz (t) 内 的 er’ 和 en' 项 也 将 略 去 .于 是 有 


| ci) ”=| 7'33 上 二 | 7'34 |” + 2Re(rarae “0"'), 
(6.3.22) 


| ean(t) |? =| ra |? +| ra | +2Re(rarae “"'). 
上 两 式 中 最 后 一 项 为 周期 性 的 交 变 项 , 若 对 时 间 平 均 , 则 该 项 为 零 . 这样 光子 在 各 
个 ks 模 的 分 布 为 中 


P，=1ra 12+lra +lra 十 | ra 用 . (6.3.23) 


四 当 我 们 求 散射 到 ks 模 (ks 隆 Koso) 的 光子 分 布 时 ,实际 上 作 不 作 变 换 (6.3.4) 并 不 影响 
结果 . 
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其 中 zx; 在 作 分 项 分 式 时 即 已 定 出 .代入 后 得 出 


| gy 1” U1 U2 
Pi = 1 cu 一 Cu 一 | a liu ww 一 on 一 pa| 一 ii 
8 TE74 一 | goa | ? 0 80 1 0 80 2 
U1 WU? “ 
ww—- wot|lgoal-iu ww +| goa |— iu, | (6.3.24) 
其 中 
1 /1 1 /1 
ul AY T1674 -| goa 上， U2 YA T5674 一 | goa 上 
(6.3.25) 
3. 结果 讨论 
我 们 来 看 弱 光 和 强 光 两 个 极端 情况 : 
(1) [goal < 于 4， (6.3.26) 


此 即 入 射 光 很 弱 、 相 应 的 拉 比 频率 比 自发 辐射 跃迁 率 小 得 多 的 情况 .可 以 期 望 这 时 
的 光子 分 布 与 自发 辐射 的 光子 分 布 相 似 .由 (6.3.25) 式 ,在 此 情况 下 
2 人 2 0 WU， 全 一 1, 
1 9 2 2 A? 
而 Wo 十 | gow| 也 可 以 近似 为 wo ,这 不 仅 因为 频率 移动 十 | goa [不仅 比 wo 要 少 得 
多 ,还 比 谱 宽 广 7。 小 得 多 ( 见 下 式 ) ,因此 将 掩盖 在 谱 宽 之 内 .将 以 上 结果 代入 
(6.3.24) 式 后 即 得 
| gy | 
P = 一 一 一 全 一， 
(w 一 Wo ) 十 下 多 

的 确 与 自发 辐射 的 分 布 相 同 ,也 与 经 典 的 洛 伦 效 振子 的 理论 结果 一 致 . 

(2) goa|>I (6.3.28) 
这 表示 强 光 情况 ,在 自发 辐射 的 半衰期 内 ,原子 已 在 上 、 下 能 级 之 间 振 荡 了 多 次 .这 
时 


(6.3.27) 


1 . 1 . 
ui -AYa4+t1| goa|, V2 人 一 可 加 1| go0l. 


于 是 


Ul U2 
WwW— wo—| goa |— iui wW— wo—| gg0a |— 1u, 
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2 
Ul 


U2 
w — wo + iyYa/4 ww -2| gl-2| go0a 1+iys /4 ” 


| goa | | goa | 
和 一 一 一 一 一 十 


(0 -w+ 0-w0 -21ge 1) + 起 
在 最 后 一 个 等 式 中 ,我 们 略 去 了 交叉 项 ,因为 它 相对 于 上 式 中 的 两 个 峰 为 一 个 扁平 
的 分 布 .同样 可 求 出 


2 


U1 U2 
WwW— wot| goa |— iui ww 一 co 十 | goa |— 1iu, 
| goa | | goa 时 
和 一 一 一 一 二 


(w 一 wo) + 让 六 (w wot+21goa |?+ 施 六 
将 上 述 两 式 代入 (6.3.24) 式 即 得 出 


1 | 2 
Pi | gy | | 加 2 一 一 一 一 一 一 


1 


二 
(w—-w—2|goa pre (6.3.29) 


人 20.， 我 们 看 到 ,在 强人 射 光 ( |goa| 沁 计 X4 情况 , Pu 频 谱 中 将 出 现 三 


个 峰 : 一 个 中 峰 位 于 we 处 ,两 个 侧 峰 距 主 峰 2| goa | ,其 高 度 为 主 
峰 的 一 半 . 
从 物理 上 看 ,出 现 三 个 峰 的 原因 是 :在 强 光 情 况 , 原 子 在 自发 
fe 辐射 发 生 以 前 已 形成 了 缀 饰 原子 . 因此 这 时 的 自发 辐射 实际 上 是 
缀 饰 原子 的 自发 辐射 .由 于 和 人 射 的 相干 光 场 中 ,光子 数 n 不 是 确 
“63.2 过 外 定 值 而 有 一 个 分 布 .对 于 每 个 ” 值 , 绥 饰 原子 有 二 个 能 级 ,其 差 值 
oe 在 共振 情况 为 210, . 相 邻 的 两 个 ”的 四 个 能 级 如 图 6.3.2 所 示 . 
这 样 , 缀 饰 原子 的 自发 辐射 就 有 四 种 跃迁 ( 见 图 ) ,形成 三 个 峰 (中 
峰 实 由 两 个 靠近 的 峰 合并 而 成 ) .再 由 于 .的 取 值 主要 在 |a1? 附近 , 故 三 个 峰 的 间 
距 为 2 | ga|. 
附带 指出 ,由 于 三 峰 的 出 现 可 看 成 是 原子 在 光 作 用 下 能 级 变动 的 结果 , 故 又 被 
称 作 是 动力 学 的 (或 交 变 场 的 ) 斯 塔 克 效应 . 
最 后 我 们 简单 地 说 明 一 下 上 述 简单 处 理 ( 单 光子 近似 ) 的 问题 .首先 ,在 相干 光 
场 驱动 的 情况 下 ,原子 发 射 的 光 场 内 含有 相干 散射 的 成 分 , 即 ( 五 ;不 为 零 的 部 分 ， 
而 以 上 计算 的 荧光 是 指 其 中 自发 辐射 的 部 分 ( 非 相 干 光 场 ). 相干 散射 部 分 在 单 光 
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于 近似 中 没有 包括 进来 (因为 对 单 光子 态 , 《EE =0). 其 次 ,就 以 荧光 部 分 而 言 , 上 
述 三 个 峰 的 位 置 是 正确 的 .但 三 个 峰 的 宽度 和 高 度 有 误差 . 下 一 小 节 我 们 将 简要 介 
绍 通常 的 理论 处 理 , 它 能 给 出 比较 准确 和 全 面 的 结果 . 


4. 通常 处 理 方式 简介 


通常 处 理 中 采用 经 典 相 干 场 描述 ,即将 入,, 取 作 (6.3.1) 式 的 形式 .第 一 步 ,类 
似 于 $6.1 的 作法 ,在 马尔 可 夫 近似 下 先 消去 光 场 的 自由 度 而 得 出 原子 密度 算 符 
( 它 描写 原子 的 状态 ) 所 满足 的 方程 (通常 称 为 原子 密度 算 符 的 主 方程 ,我 们 将 在 下 
一 节 中 推导 它 ). 第 二 步 ,从 上 述 主 方程 可 以 求 出 原子 算 符 的 期 望 值 : (o，, (1))》、 
《oa_(z)) 和 (os(z)) 以 及 它们 间 的 相关 函数 (a,(1)5, (1 )),1 和 m 取 +、3, 其 中 
的 算 符 为 海 森 伯 图 象 中 的 算 符 . 对 我 们 最 重要 的 是 (c, (z)o_ (1 )). 在 求 相关 函 
数 时 要 用 到 量子 回归 定理 .第 三 步 是 将 光 场 算 符 与 原子 算 符 联系 起 来 ,在 $6.1 第 
1 小 节 中 已 经 指出 c: 正比 于 原子 的 极 化 算 符 ,而 原子 所 辐射 的 电磁 场 算 符 与 原子 
的 极 化 算 符 之 间 可 通过 推迟 解 相 联 系 , 即 


五 (DCx ,7) = xm) x nd -二 (6.3.30) 
于 是 , 电磁 场 算 符 的 相关 函数 (Em (x, 1) :EE (x, ti) 将 与 
(3, (+- 匡 je- (:- 匡 )) 成 正比 .第 四 步 即 最 后 一 步 是 将 稳 恒 时 的 辐射 频谱 用 相 


应 的 电磁 场 相关 函数 的 傅 里 叶 变 换 表 示 出 来 . 这 两 者 间 的 关系 我 们 将 在 第 八 章 
$ 8.5 讲 功率 谱 时 给 出 . 

下 面 我 们 给 出 一 些 主要 结果 .首先 是 (c, (1))、《o_ (1)) 及 (6;(1)) 所 满足 的 
方程 .它们 是 ( 设 人 射 相干 光 与 原子 共振 , 拉 比 频率 用 0 表示 ,0 = |goa|) 


$9: (1) = - (F274 iw) (9D)+iDew(o())》， 
$0- (0)) = (B74 + iwo )(3- (2)) + iQe (G32)), 


£03)) 三 一 ya((o3(z)) 十 1) 十 2i0Q (eo (go, (+)) 一 eo (z))). 


(6.3.31) 

这 一 方程 组 通常 称 为 光学 布 洛 赫 方 程 组 . 其 稳 恒 解 为 
(51), = (6.)* =- 2i0 A ze", (6.3.32a) 
(63), =- 了 4 (6.3.32b) 


7 + 807 
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在 原子 辐射 的 总 强度 I 中 有 一 部 分 是 相干 散射 的 强度 Ju. 稳 恒 时 两 者 比值 


为 
1a) 
Ls (EE'™)., (oc, 0-_), 3(1 + (gs).) (74 + 80°) 
(6.3.33) 


在 弱 光 情况 此 比值 近似 为 1, 而 在 强 光 情况 (80? 六 73) 它 是 一 个 小 值 z 


如 前 所 述 ,散射 光谱 分 布 Two) 可 通过 相关 函数 (c, (zt)c_ (t+r)? 的 傅 里 时 
变换 求 出 ,在 强 光 极限 下 


2 
IT(w) co 一 wo) 十 六 一 一 一 一 全 一 一 
(w 一 oa 十 282) + (#7 ) 
Ya 3 Ya 


1% 
(oo) + (ww -207+ (FT) 


上 式 石 方 第 一 项 为 相干 散射 的 贡献 .后 三 项 为 非 相 干 散射 的 贡献 . 我们 看 到 ,三 个 
峰 的 宽度 以 及 相对 高 度 都 与 (6.3.29) 式 有 差别 . 


3 6.4 二 能 级 原子 与 热 光 场 的 作用 ”原子 运动 的 主 方程 


在 现实 中 ,原子 总 是 处 在 某 个 温度 为 T 的 环境 中 ,因此 它 将 受到 热 光 场 的 作 
用 . 热 光 场 既 能 激发 原子 到 较 高 能 级 ,也 能 通过 诱导 辐射 ( 受 激 辐 射 ) 使 原子 跃迁 到 
较 低能 级 . 热 光 是 一 种 大 量 模 式 构 成 的 混杂 光 场 ,因此 它 也 会 给 原子 的 运动 带 来 一 
定 的 无 规 性 .这 些 内 容 都 将 反映 在 原子 运动 的 方程 之 中 . 

原子 运动 的 主 方程 是 消去 热 光 场 后 原子 的 密度 算 符 所 满足 的 方程 .密度 算 符 
是 一 个 系统 状态 的 一 般 表示 (参见 § 5.4), 它 既 可 描写 统计 混合 态 , 也 可 把 纯 态 作 
为 特例 包括 在 内 .因而 在 量子 光学 中 , 常 采用 密度 算 符 来 描写 系统 的 状态 . 


1. 二 能 级 原子 主 方程 的 推导 
二 能 级 原子 的 密度 算 符 写成 矩阵 形式 共有 四 个 元 , p; = (i161j),i,j=1,2. 
如 $6.1 所 述 ,通常 用 c, ,c_ 和 cs 来 作为 二 能 级 子 的 力学 量 算 符 集合 ,其 中 5， 
称 为 布 居 数 差 算 符 , 它 在 状态 中 的 期 望 值 为 
(a3) = tr(p 03) = (21012)- (110611)= p02 pu, (6.4.1) 
而 c, 和 c_ 则 与 电 偶 极 和 矩 算 符 4 = - ex 相 联 系 :在 二 能 级 的 子 空间 中 ,8 可 表示 
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为 中 
d= D6 1d1 7) 1201, (6.4.2) 
从 而 又 可 写成 
d= (do +(d 5 (6.4.3) 
由 于 《o_)=tr(po_)=pw,《0;)=tr(po,)= py, 故 即 得 出 
(d) = (d)y on + (d)a p04. (6.4.4) 


设 原子 和 热 光 场 总 体 的 密度 算 符 为 or , 则 在 作用 图 象 中 oz 满足 的 方程 由 
(5.4.13) 式 表示 , 即 (如 本 章 导言 所 述 ,上 标 (了 ) 已 略 去 不 写 ) 


For(t) = 二 [A(t), br(t)), (6.4.5) 
其 中 站 (z) 在 旋 波 近似 下 可 写成 
H(t) = i#[o, (PCD)-c (of (2)], (6.4.6) 


VM (2) = Pgeanlt) = Darane™, 
o, (£1) = 0, eof 
将 (6.4.5) 式 对 时 间作 积分 ,得 
pr(t) = pr(0) + 示 | [f(t ), pre ) dr’, (6.4.7) 
再 将 上 式 代 回 (6.4.5) 式 ,结果 为 
6r(t) = 诗 [ 色 w(t) ,07(0)] -二 | [B20), [A ), pre ) ar, 


(6.4.8) 
此 方程 为 一 个 微分 积分 方程 , 它 与 (6.4.5) 式 等 价 . 
我 们 可 设 在 作用 开始 时 刻 (z= 0) ,原子 与 热 光 的 状态 之 间 没 有 关联 即 
or(0) = o (0)R, (6.4.9) 
其 中 p (0) 代 表 1 =0 时 刻 原子 的 密度 算 符 , 久 代表 热 光 场 的 密度 算 符 .将 方程 
(6.4.8) 对 光 场 自由 度 r 求 迹 , 其 左 方 即 为 (参见 (5.4.21) 式 ) 


(6.4.2) 式 右 方 可 以 改写 成 >) 17)(i1d1j)(j1, 再 利用 了 ) 1i)(il=1, 3)17)(j1= 
1 即 可 得 出 (6.4.2) 式 左 方 . 
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d ^ dy^ 
(B67(t))= £6 (2), 
(6.4.8) 式 右 方 第 一 项 在 对 光 场 求 迹 后 为 零 , 因 RR 在 光子 数 表象 中 只 具有 对 角 项 ， 
而 五 .将 吸收 或 放出 一 个 光子 . 这样 就 得 出 
| tr [A (i) ， [H(z’) ， pr(t’)]dz”. (6.4.10) 
热 光 场 是 一 个 容量 大 的 体系 ,属于 统计 物理 中 的 库 . 它 在 受 扰动 后 能 很 快 地 恢 
复原 状 .因此 可 以 假定 上 式 右 方 的 pr(z ) 可 近似 取 成 o(z )R .这样 得 出 的 结果 称 
作 玻 恩 近似 下 的 主 方程 (注意 :是 说 对 方程 作 了 玻 恩 近似 ,不 是 对 解 作 了 玻 恩 近似 ， 
这 是 很 不 相同 的 . 例如 库仑 势 是 单 光 子 交换 势 也 可 以 说 是 对 势 作 了 玻 恩 近似 ,但 从 
库仑 势 求解 出 的 原子 波 函 数 却 是 相当 精确 的 ). 在 将 (6.4. 10) 式 中 的 or(z) 用 
po(t)R、 站 (zt) 用 (6.4.6) 式 代 人 后 ,利用 5, ,5 与 全, 各 对 易 以 及 在 求 迹 号 下 
算 符 乘积 次 序 的 可 轮换 等 性 质 , 即 可 将 (6.4. 10) 式 化 为 
dp 10,0, 0020)os) 人 全 (0 人 (he 
+(oopo 人 人)-o po(t)5 DSS +h.c. 
+ (oo po(t) -oo po)S (Sz)), +h.c. 
+ (oor p(t) -op(t)o St)S (2)), + h.c}ldz’, 
(6.4.11) 
其 中 人 S(z) 三 个 (1)e%' = Dgwawe**%):, 脚 标 x 代表 只 对 光 场 自 由 度 求 期 户 
值 .由 于 RR 在 光子 数 表 象 中 只 有 对 角 项 , 故 
(S12)31(2)), = (全 (人 (#1)), = 0， 
另外 两 项 亦 可 求 出 为 


= 2 lg! (nr(w) + le ) =U (tt), (6.4.12a) 
其 中 nr(w) 代 表 ks 模 中 的 热 光 子 数 ,其 值 如 (5.4.34) 式 所 示 . 类似 地 有 
(人 (人 (1)),= 3) Daigr Qa ) ,ee 
2 5 ge i (0)e me 


三 UL 一 万 ). (6.4.12b) 
将 (6.4.12) 式 代入 (6.4.11) 式 即 化 出 在 作用 图 象 中 原子 的 主 方程 为 
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人 (z) =-[ |G o_ p(t) -0 0(t)0)U (tz) 
+ (o_o, 0 (ti) ~ 5， 0 (z)c_)UD(i —1)+h.c.ldz. (6.4.13) 
上 式 中 的 Ui(z 一 z) 和 U,(z 一 z) 称 为 关联 函数 , 它 将 t 时 刻 的 o (z) 变 化 率 与 + 
时 刻 的 o 关 联 起 来 ,因此 过 程 一 般 是 非 马尔 可 夫 的 . 
当 原 子 处 于 真空 场 时 ,nr (w)=0, 于 是 U,(t1 一 + )=0 而 Ui(z 一 ) 化 为 
$6.1 中 U(z 一 z). 实 际 上 ,在 室温 如 工 = 300"K, 对 于 光 频 w,nr(w) 守 10“ 是 
一 个 很 小 的 数值 ,也 可 以 略 去 . 


2. 马尔 可 夫 近 似 


由 于 热 光 (包括 工 = OK 的 特殊 情况 ) 具 有 宽广 的 频谱 ,使 得 关联 时 间 要 比 
20(z) 的 演化 时 间 小 很 多 个 量 级 .于 是 马尔 可 夫 近 似 可 以 成 立 .仿照 $6.1 中 的 处 
理 ,可 以 得 出 这 种 情形 下 ,关联 函数 可 以 化 为 

Utot)= [nr(wo) +1)y +2i(dw + Swo0)]d(t 一世) 

LU (一 tf’ ) = [nr(wo)Y 十 2idwo J6(z —z), 
其 中 y 和 Sow 如 (6.1.27) 和 (6.1.21) 式 所 示 . 5wl 与 温度 有 关 , 由 下 式 表 示 : 
= 9 | "(2)u(o) u(w) 


WW wo 


(6.4.14) 


(6.4.15) 


其 中 wx(w) 由 (6.1.21) 式 给 出 .将 以 上 结果 代 回 (6.4.13) 式 并 将 h.c. 项 明显 与 出 ， 
即 可 化 出 [nr(wo) 将 简写 成 nr | 


0 (1)= #7(n7 +1){2c_ 6 (t)o,—-o,0 0(t)-p(t)o,o | 
+ 方 Mirl20, P(t)0-— 6- or 10(t) -p(t)0. 0 
-i(F0%0 + dd )[o3,8 (2)]. (6.4.16) 


上 式 最 后 一 项 代表 频率 移动 . 因 若 回 到 薛 定 刘 图 象 (用 上 和 角 S 表示 ) , 主 方程 将 形 
如 


£05(#)= 37(nr +1)(29 p(t)G,— 6,0 p(t)— p(t)o, 0-) 
+ 1 yar(20, pS(2)o.— 0 3, ps(2) — ps(1)3. 3,) 


i wo [0,05 (2)]. (6.4.17) 


256 . 辐射 和 光 场 的 量子 统计 理论 


其 中 oo 已 并 人 了 23wy + 5wo (但 下 面 仍 将 用 wo 表示 ). 物 理 上 ,28wu 代表 热 光 引 
起 的 交流 斯 塔 克 效 应 .不 过 ,这 里 计算 的 值 并 不 准确 ,情况 同 go 相似 . 

为 了 说 明 (6.4.17) 式 中 各 项 的 意义 ,我 们 可 以 引入 原子 的 非 厄 米 哈密 顿 量 0， 
它 包括 了 阻尼 项 在 内 : 


让 -= 让 - 地 记 (Nr (ww0) + 1) yA Fi (ew0) yA, (6.4.18a) 
其 中 n, 和 mi; 代表 能 级 2 和 1 的 布 居 数 算 符 .在 2x 2 表象 中 它们 分 别 为 


和 1 0 人 和 和 0 0 和 人 和 
ns 一 = 0o,0.,， 171 一 =0o_0,. (6.4.18b) 
0 0 0 1 


到 , 在 2x2 表象 中 即 为 hwo53. 这 样 (6.4.17) 式 可 以 写成 
65(#)= y(nr(wo)+ 1)c- 0S(t)ai 二 ynr(wo)os ps(t)o. 
-T[A p(t) -05(7)A]. (6.4.19) 


回 看 (6.4.18a) 式 . Hs 中 的 第 二 项 代表 上 能 级 布 居 数 的 衰减 , 它 来 源 于 原子 的 自发 
辐射 和 受 激 辐射 .第 三 项 代表 下 能 级 布 居 数 的 衰减 ,来 源 于 原子 吸收 热 光 . 这 两 项 
都 是 反 厄 米 的 .至 于 (6.4.19) 式 右 方 的 前 两 项 则 是 代表 原子 状态 的 韧 缩 .其 中 第 一 
项 代表 从 上 能 级 到 下 能 级 的 韦 缩 ,第 二 项 代表 从 下 能 级 到 上 能 级 的 拥 缩 . 因 若 设 
0 = A 12)(21+ A 12)(1 1+ Ap 11)(21+ An | 1)(11, 

则 有 

o_ pes= Ap ll1)(1|, 6,056 = A 12)(21. (6.4.20) 
它们 分 别 使 |2)《2| 变 成 了 11)《1| ,使 11)《1| 变 成 了 |2)(2| .在 主 方程 的 量子 随机 轨 
迹 处 理 中 (6.4.19) 式 内 这 两 项 对 应 于 随机 性 地 光子 发 射 和 吸收 (参见 上 页 注 中 
Carmichael 的 书 ). 

圾 缩 代表 随机 发 生 的 作用 . 因 (6.4.19) 式 给 出 Ags = y(n7r +1)(s_ vA)05(o,VAL)+ 
yar(orV At) os (ovVAL) -让 [( 侣 At)0s- 0s( 侣 Ar)], 其 中 全 ,和 个 ;所 起 的 作用 与 
At 成 正比 ,而 志 缩 项 c, VAz 和 ovVAz 则 与 VAz 成 正比 ,犹如 统计 物理 课 中 无 规 行走 的 
结果 . 


3. 《cy 和 (cc ) 的 解 
将 c; 和 o ,分 别 乘 到 (6.4.17) 式 上 再 求 迹 , 即 可 得 


@ 参见 Carmichael, An Open System Approach to Quantum Optics. 
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S03) =— 7 (2ar(wo) + 1)(63), + 1], 
(3.), = 一 |[ 方 7(277(oo) +1) iwo |(31),, (6.4.21) 
(3.), _ 7 (2nr( wo) + 1)+ jwo | (5 
由 此 求 出 
(9), = (00 + TI) ri 


八 八 八 ， 1 Nw 
(0.), = (0 (2))* = (0, oe CT 0 )， 


(6.4.22) 
稳 恒 时 (t= co), 有 
(a >)。 一 (a_)。 一 0 ， 
和 1 (6.4.23) 
(os)% = 277r(wo) 十 工 
_ 人 ^ 人 ^ 1 人 ^ ^ _ 
(6.4.23) 第 二 式 即 (nn,)。 一 《ni1)w = 3570 FI’ On) + 1 )o0 1 即 
得 出 
(za < nr (wo) 
将 nr(wo) 的 表达 式 [ 见 (5.4.34) 式 ] 
nr (wo) Ti ! 
eT —1 
代入 后 ,(6.4.24) 式 又 可 表示 为 
(nny) 。 
一 玉 6.4.25 
(N17)% ( 


与 统计 物理 要 求 的 值 一 致 .我 们 再 来 查看 一 下 《ns), 和 (ni), 随时 间 的 变化 .由 
(6.4.21) 第 一 式 和 (nn,), + 《ni1), ==1 即 可 得 出 


F(R2)s =— y(n7(w0) + DR2), + Yar(wo) (m1),. (6.4.26) 


上 式 右 方 第 一 项 代表 由 于 上 能 级 的 自发 和 受 激 辐 射 而 导致 的 (n,), 减少 ,而 第 二 
项 代表 由 于 下 能 级 对 热 光 的 吸收 而 导致 的 (n,), 增加 .该 方程 亦 可 写成 
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(Na) 二 一 7Y[(2727(oo ) 十 1)《z2 》， 加 nr(wo)], 
SR), =— YL(2ar(w0) + DCR), 一 (二 (oo) +1)]. (6.4.27) 
此 式 表明 ,7。》, 是 衰减 还 是 增长 取决 于 它 是 大 于 还 是 小 于 -25(9) 对 于 


Nr(wo)t+1 


nr(wo)+1 


(mm )，, 则 是 取决 于 它 是 大 于 还 是 小 于 5 CI. 两 者 超过 (或 不 足 ) 部 分 ,都 以 
e eroo 9 衰减 , 即 具 有 相同 的 训 率 y(277r (wo) +1): 


人 _ 人 nr (wo) -7Y(27m (wow )+1)z nr (wo) 
Cn2), = (G2 DA7(w0) FIle 3A7(w0) FI 
zw) +41 jw) + (6.4.28) 
人 _ 人 NT\ WO 十 -7yY(27(ow )+1)z NT\ wo 
《za 本 (7 2 元 r(wo) 十 工 c YT 2A7 (wo) FI 


这 些 结果 都 是 可 预想 到 的 . 此 式 表 明 , 车 (ns), =0, 则 (nn,), 在 任何 时 刻 都 小 于 
1/2. 


4. 同时 还 与 相干 光 作用 的 原子 的 主 方程 


如 果 原 子 在 与 热 光 (环境 ) 相 作用 的 同时 , 又 与 “和 它 共振 ”的 单 模 相干 光 场 相 
作用 , 则 (在 经 典 干 光 表 叙 下 ) 系统 的 哈密 顿 量 中 还 有 一 项 讨 (goa 8，- 
gt a* 6_), 如 $6.3 所 述 .我 们 将 此 项 记 作 个 ,这样 在 主 方程 中 将 多 出 一 项 -二 
Hi,o]=[(goao ,一 gt a*o_),0]. 于 是 主 方程 将 形 如 ( 仍 在 作用 图 像 中 ) 


d ^ 1 信 入 1 一 入 人 入 信 入 信 人 入 入 
元 = 一 天 [Epo 十 FY(nr(wo) 十 1)(20. O Or Or oO oO O G+ 0_) 


八 八 八 八 


+ yr(w0)(20. po -0 o, CO ~ Oo- 0 ). (6.4.29) 


证 明 就 不 再 详 列 了 . 如 果 环 境 并 非 热 光 而 是 任何 其 他 具有 宽广 频谱 的 大 容量 混合 
态 光 场 ,其 密度 算 符 o, 如 下 所 示 : 


0， = > >)P, (ks) | nbn 1, 
我 们 只 需 将 (6.4.29) 中 的 nr(wo) 换 成 一 般 的 n(wo) 即 可 ,n (wo ) 代 表 频 率 为 wo 
的 单 模 中 的 平均 光子 数 .可 由 上 式 计算 出 . 当 库 为 真空 场 时 ,只 需 令 (6.4.29) 式 中 
的 nr(wo)=0. 
如 有 果 采 用 苇 定 刘 图 象 ,并 将 nr (wo ) 换 成 一 般 的 n( wo), 相 应 的 原子 主 方程 即 
为 
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d ^ 。 和 和 ， 入 八 八 
和 bs = 一 元 [( 丫 + 名 ),bs]+ 方 y(n(w) 上 +1)(25- pso+— Gro ps 


八 八 八 人 八 八 


— pso+ o- + (wo)(20, pso-— o_o ps— pso. ca) 


(6.4.30) 
其 中 H; = 入 (goaerimso -goes ). 如果 没有 广 谱 混 合 态 的 光 场 ( 指 
n(w)==0) 而 只 有 相干 光 , 则 从 (6.4.30) 式 可 以 导出 布 洛 赫 方程 (6.3. 31) 式 ,其 中 
(cs (zt)) 和 《os(z)) 即 为 tr(os os(z)) 和 tr(o36s(z)). 反 过 来 车 没 有 相干 光 , 则 
可 从 (6.4.27) 式 导出 爱 因 斯 坦 的 速率 方程 (也 称 为 维 格 纳 - 韦 斯 科普 夫 方程 ) 结 果 


即 
GND, =— Na) = Thi (wo) (Ra) 一 (个 》) + yf) (6.4.31) 
dr 1/t di“ "27+ NnT\ wo Nn271 721 /， yy \n27),, .4. 


与 $6.2 中 (6.2.9) 式 下 所 列 的 速率 方程 一 致 :在 忽略 原子 有 限 大 小 的 情况 下 ,7 
就 是 爱 因 斯 坦 A 系数 ,nr(wo)Y 就 代表 热 光 情况 下 的 受 激 辐射 系数 ,因此 也 就 等 
于 该 方程 中 的 W (wo)B. 


讨论 : W(wo) 即 (4.1.29) 式 中 的 和 7(w ) 代 表单 位 体积 单位 周 频 中 的 热 光 能 量 即 W(wo) = 


十 时 ,其 中 "一 葵 代 表 周 频率 .而 从 上 面 给 出 的 rr(w)A= Wwo)B 和 A,B 的 表达 式 所 求 


出 的 W(wo)= Rr (ew0) hoo ,并 不 出 现 参 量 V. 此 结果 与 We) = 二 | 


积 V( 它 的 取 值 有 任意 性 ) 亦 出 现在 4U/dy 中 :由 中 站 dh = 5 


w dw = ave dy ,从 2Ve 是 (下 7 = Var (wo)™ 2 


5. 退 相位 效应 中 


从 (6.4.21) 式 我 们 看 到 ,由 (6.4.6) 式 所 描述 的 原子 与 库 的 相互 作用 ,同时 造 

成 原子 布 居 数 的 改变 和 跃迁 算 符 (o , ) 的 衰减 . 男 有 一 种 原子 与 库 量子 间 的 作用 ， 

它 通过 原子 状态 相位 的 无 序 化 使 (o , > 衰减 但 不 改变 原子 的 布 居 数 . 例如 原子 与 库 

量子 间 的 弹性 散射 (在 固体 中 常 表现 为 原子 与 声 子 间 的 弹性 散射 ). 相应 的 哈密 顿 
量 可 表示 为 

Hi = i Dgybibio ot+h.c. (6.4.32) 


@ 参见 $8.2 第 一 小 节 . 
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其 中 5b, 为 库 量 子 吸收 算 符 .在 二 能 级 原子 情况 (n, + ns =1) 此 项 作用 除了 使 原子 
的 跃迁 频率 有 一 修正 以 外 ,还 在 主 方程 中 附加 一 项 


EM AY $s — 0). (6.4.33) 
不 难 证 明 此 项 将 使 二 (5 。 》， 中 增加 一 衰减 项 - 加 (9。 ),, 从 而 在 原子 的 自发 辐射 


中 贡献 一 个 附加 谱 线 宽度 ,但 对 了 (3) 没有 影响 . 
如 果 原 子 运动 不 限于 在 这 两 个 能 级 之 内 , 它 还 可 迁移 到 其 他 能 级 , 则 (6.4.32) 


式 造成 的 退 相 位 项 将 为 
da 1 人 入 入 人 信 人 入 1 八 人 和 个 人 个 个 个 
叶 ) = 7P (2n2p n2 — n20— 0 72) 十 F578 (2n1p ni1— np- pni). 
Pp 


(6.4.34) 
在 许多 情况 下 ,这 种 退 相位 率 yp 的 值 要 比 y 大 得 多 . 


$6.5 热 光 驱动 下 的 单 模 腔 场 ”量子 主 方程 
入 元 尔 - 普 朋克 方程 和 随机 微分 方程 


激光 的 全 量子 理论 是 量子 光学 中 的 重要 问题 .特别 是 近年 来 发 展 的 微 激光 器 ， 
量子 特征 更 为 显著 .激光 腔 内 的 场 不 仅 与 原子 相互 作用 ,而 且 与 腔 外 的 热 光 场 或 真 
空 场 ( 它 可 作为 热 光 场 的 一 个 特殊 情况 ) 相 互 作用 .这 就 使 得 单 模 腔 场 与 腔 外 热 光 
场 的 作用 也 成 为 量子 光学 的 基本 问题 . 借 此 问题 ,我 们 可 给 出 腔 场所 满足 的 主 方程 
以 及 相应 的 量子 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 和 随机 微分 方程 . 


1. 单 模 腔 场 主 方程 


设 单 模 腔 场 的 吸收 和 发 射 算 符 为 < 和 af+ ,频率 为 w,, 它 与 腔 外 热 光 场 的 作用 
可 以 采用 下 述 入, 描述 


H(t) = 和 [guat(t)au(t) 一 ga (t)al(z))], (6.5.1) 
其 中 ak 和 中 代表 腔 外 热 光 场 的 算 符 . 如 令 
T(t) = guan(t)， (6.5.2) 


@ 推导 可 仿 前 进行 , 亦 可 参见 Carmichael, An Open System Approach to Quantum Optics， 
p.28 


第 六 章 ”原子 与 光 场 相互 作用 的 过 程 ” 开 放 系统 的 主 方程 .261 . 


则 六 (zt 可 表示 成 与 (6.4.6) 式 相 类 似 的 形式 .仿照 原子 主 方程 的 推导 ,同样 可 以 
得 出 腔 内 场 模 的 密度 算 符 o 在 作用 图 象 中 满足 的 主 方程 为 


是 (0 =— {LAP -aa U(r 7) 
t+a(laip (tt) ato (t)a) Ut — 1) +h.c.]Jd’. (6.5.3) 


关联 函数 LU 一 z) 和 Us(i 一 z) 具 有 与 (6.4.12) 式 相同 的 形式 . 
在 马尔 可 夫 近 似 下 ,上 式 可 以 化 成 (在 5w。 并 人 到 wo 中 以 后 ) 


fe (1)= «(nr +1)(24a p(t)at ~ ata p(t) -p(t)ata) 


+ Fr (22P (A aaD (人 (DG20， (6.5.4) 


其 中 aoat 代表 腔 场 减少 一 个 光子 所 导致 的 状态 地 缩 ,而 2102 代 表 腔 场 增添 一 个 
光子 所 导致 的 状态 地 缩 . zz 为 nr (wo ) 的 简写 .我 们 可 以 仿 §6.4 第 2 小 节 引 入 
雪 ;; ,这 时 (6.5.4) 式 右 方 第 一 项 内 后 两 项 就 代表 腔 外 热 光 场 (以 及 真空 场 ) 引 起 的 
腔 场 耗 散 作用 ,而 第 二 项 内 后 两 项 代表 热 光 场 对 腔 场 的 激励 作用 . 

马尔 可 夫 近 似 成 立 的 条 件 的 是 系统 (在 这 里 就 是 腔 场 ) 与 库 ( 腔 外 热 光 场 ) 的 作 
用 是 广 谱 的 .具体 要 求 如 下 :将 库 的 谱 宽 (在 w。 周围 ) 用 0Q 标志 ,并 用 g 包 表示 “ 热 
光 场 的 归 一 化 体积 取 为 4 3 (有 = 名) 频率 为 we 时 "的 耦合 常数 , 则 马尔 可 夫 近 


似 成 立 的 条 件 是 :1g |/w。 和 |g 中 /0 都 是 非常 小 的 值 .对 于 较 高 Q 值 光 学 腔 ， 
此 条 件 是 满足 的 . 

我 们 来 求 (a ) 的 变 率 .将 a 乘 在 (6.5.4) 等 式 两 侧 并 求 迹 .利用 “在 求 迹 中 算 符 
乘积 的 顺序 可 以 轮换 ”的 性 质 以 及 对 易 关 系 


[a,at] =1, 
从 (6.5.4) 式 即 可 求 出 (a》, 满足 的 方程 为 
d /^ 1 /~ 
jz 2) = 一 地 K(a),. (6.5.5) 


上 式 右 方 不 仅 是 (6.5.4) 式 中 的 反 厄 米 项 贡献 的 ,还 包含 状态 南 缩 项 贡献 的 结果 . 
从 (6.5.5) 式 立即 解 出 


(4), = (Qe 2*. (6.5.6) 
若 补 入 振荡 因子 e-%! 即 为 (4)be '%'-3* .值得 注意 的 是 , (2 ) 的 衰 率 与 nz 无 关 
(请 对 比 (4.27) 式 ). 


(6.5.6) 式 并 不 表示 腔 内 光 场 将 消失 到 零 , 因 为 (a) 只 代表 它 的 相干 部 分 . 相 
干部 分 的 光子 数 平均 值 由 (a1) (4) 表示 , 它 以 衰 率 « 减少 到 零 .为 了 求 出 该 模 光 场 
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总 光子 数 的 变化 ,我 们 需要 求 卫 (214), .将 414 乘 到 (6.5. 4) 等 式 两 侧 再 求 迹 , 结 
果 得 出 
Carta), — (Aa), + ni. (6.5.7) 
上 式 右 方 第 二 项 (kn7 ) 是 从 主 方程 中 第 二 个 状态 韧 缩 项 中 出 来 的 . 
由 (6.$.7) 式 即 得 ,在 稳 恒 时 
(ata ys 一 nz, 
与 热平衡 的 要 求 一 致 .在 任 一 时 刻 (ata》), 的 值 为 
(ata), = ((atay — nr)e” + nz. (6.5.8) 
它 的 意思 是 “(ata y, 与 稳 恒 值 ”的 差 以 为 速率 指数 式 地 衰减 .如 果 初 始 的 光子 数 
《a1a)o 为 零 . 上 式 就 代表 热 光 对 腔 模 的 激励 过 程 . 
非 相 干 成 分 光子 数 为 总 光子 数 (a1a), 与 (a1), (a), 之 差 .其 值 可 表示 为 
(ata) ~ lal),la), = [(ata) — lal) laoJe” +nr(l -ee”). 
(6.5.9) 
第 一 项 代表 其 初始 值 的 衰减 ,第 二 项 代表 热 光 的 馈 入 . 


2. 量子 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 


在 经 典 的 非 平衡 态 统计 物理 中 , 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 具有 重要 的 地 位 , 它 给 出 
概率 分 布 函 数 随时 间 的 演化 .对 于 量子 光 场 ,利用 §5.4 和 §5.5 中 所 给 出 的 分 布 
函数 ,也 可 从 密度 算 符 的 主 方程 得 出 它 所 满足 的 偏 微分 方程 .在 其 扩散 矩阵 为 正定 
的 情况 下 , 即 为 量子 福 克 尔 - 普 朗 克 方程 . 

在 P 表示 存在 的 情况 下 ,将 2 = |@aP(ae; 1) 1 a)《a 1 代入 (6.5.4) 式 所 


表示 的 主 方程 中 ,并 利用 


alay(al= alay(a 1， alalat=a’ |a)(ol|, 
a la)(al= (+a )l aal, a)(a a= (Fr +a)la)el, 
at+ | a) la | a = ( 半 +e (Fe) a)la | ， (6.5.10) 


即 可 将 主 方程 中 的 算 符 a 和 ai 转化 为 对 P(a,a* ,z) 的 微 商 (和 乘 以 常数 ) .在 前 
文中 ,|a) 是 用 a 的 本 征 值 a 来 标志 的 ,但 它 的 表达 式 中 实际 含有 a 和 a* [参见 
(5.2.6) 和 (5.2.8) 式 及 下 文 的 (6.5.11) 式 ] .同样 ,P(a) 作 为 p 按 |a)(a| 展 开 的 
系数 ,也 含有 a 和 a* ,例如 见 (5.5.53) 和 (5.5.63) 式 .在 (6.5.10) 式 的 微 商 中 , 即 
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将 a 和 a" 作为 独立 的 变数 0.(6.5.10) 后 三 可 通过 |a》《a| 的 下 述 表达 式 来 证 明 : 


| alal=e™ ee |0(0le®. (6.5.11) 
将 (6.5. 10) 式 代入 主 方程 (6.5.4) 式 后 再 通过 分 部 积分 , 即 可 把 微 商 运算 从 | a》 
(a | 转移 到 尸 表 示 函 数 上 .P 函数 如 上 所 述 , 现 也 已 表示 成 c,e ”和 上 的 函数 .这 样 
得 出 的 热 光 驱动 腔 场 P 表示 的 量子 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 即 为 


2p(asa' st) = |2LaPlasa' st)] + ar[a’ P(asa" ,t)]| 
+ pnz Pasa" st) (6.5.12) 
通常 也 写作 
9 x kio 9 x 
jiP (ee st) = | + Fre + 2nr For |Ple, « 2). 
我 们 来 看 (6.5.12) 式 的 解 . 设 初 始 时 光 场 为 相干 态 |ao) 即 
Pl(a,a’ ,0) = F(a — a0), (6.5.13) 
则 相应 的 解 即 为 


2 


Pp(asa* ,1) = ye ， BC = Nr(1 -0e*). (6.5.14) 
我 们 看 到 这 是 一 个 高 斯 型 分 布 .中 心 点 在 
ga = ave i”, (6.5.15) 
随 着 时 间 增 加 ,a 从 ao 衰减 到 原点 .衰减 的 速率 为 地 ,与 37 无 关 . 


B(z) 代 表 二 维 分 布 的 宽度 . 按 (6.5.14) 式 ,初始 时 该 宽度 为 零 ( 这 时 (6.5.14) 
式 化 为 (6.5.13) 式 ) ,最 后 增加 到 nx .相应 地 ,PP 表示 最 后 值 为 
P(a,a” ,co ) — ee ， 
即 单 模 热 光 的 结果 [参见 (5.5.63) 式 ]. 
我 们 看 到 8(z) 与 nz 成 正比 ,因而 应 来 自 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 中 的 扩散 项 ( 即 
(6.$.12) 式 右 方 最 后 一 项 ). 知 无 此 项 , 则 有 


Playa’,t) = ¥ (a -aeze)， (6.5.17) 


(6.5.16) 


对 应 于 纯 态 | aoe 2 ) 。 


@ 复数 c= ai +iaz 实际 上 含有 两 个 独立 变量 w: 和 a, ,a 和 w 为 这 二 个 独立 变量 的 组 
合 , 于 是 a 和 wa 可 作为 独立 变量 来 微 商 . 
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从 解 (6.5.14) 同 样 可 求 出 光 场 的 相干 成 分 和 非 相 干 成 分 . 首先 求 a 对 o 的 平 
均 , 它 也 就 等 于 a 对 P(a,a* ,z) 的 平均 : 


(a), = triP(a,a”™ ,f)a| aXMXa | da = |aP(asar ,t)dia, (6.5.18) 
而 由 (6.5.14) 式 ,不 难看 出 
| 一 were)PUa as* ,tda = 0. 


从 上 两 式 即 得 出 
(2》 = ave 2", (6.5.19) 
与 (6.5.6) 式 一 致 .于 是 相干 成 分 光子 数 从 其 初始 值 | ao1? 以 速率 x 衰减 到 零 : 
(a1),(a), =| ao l?e™. (6.5.20) 


总 光子 数 的 期 望 值 亦 可 通过 (6.5.14) 式 求 出 ,结果 与 (6.5.8) 式 亦 一 致 . 

最 后 ,我们 指出 ,如 果 初 始 时 光 场 并 非 处 于 纯 态 | ao), 但 只 要 其 P 表示 存在 ， 
就 不 难 从 解 (6.5.14) 构 造 出 相应 的 解 .但 车 初 态 不 存在 P 表示 , 则 须 采用 其 他 表 
示 了 畏 数 的 福 克 尔 -普天 克 方 程 ,例如 Q 表示 的 方程 即 为 


js [a” Q(a,a” 大) 


于 Q(aia: ,t) = 本 lee ,大 ) ] 十 


+ k(nz 十 1) 本 ~Q(a,a  ,t). (6.5.21) 
即使 在 zz =0 的 情况 下 ,其 扩散 项 (上 式 最 后 项 ) 也 不 为 零 . 
3. 随机 微分 方程 


我 们 先 把 (6.5.12) 式 中 的 变量 换 成 实 变量 c; 和 a, ,其 中 a 和 a, 分别 为 a 
的 实 部 和 虚 部 .利用 


9_139 i109 jr 19 
da 2aa 2 aa,’ 9a” 209a 29a (6.5.22) 
Qa 三 al 十 1a2， Q 一 Q] 一 lay ， 


即 可 将 (6.5.12) 式 化 成 


9 
FzP oi, 02t) = 本 生 [aiP(a， a2,t)] 十 本 Fe- [aaP(a1, 02,t)] 
/9 2 
+ 本 Cr 2 jjP(aaa (6.5.23) 


这 时 扩散 矩阵 D 的 表达 式 为 
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D= $e (6.5.24) 


它 是 一 个 正定 的 矩阵 . 

根据 随机 过 程 的 理论 , 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 (6. 5.23) 等 价 于 下 述 随机 微分 方 
程 必 ( 由 于 这 里 的 福 克 尔 - 普 朗 克 方程 是 从 作用 图 象 中 的 主 方程 化 出 来 的 , 故 相应 
的 随机 微分 方程 中 不 出 现 自由 振动 项 ): 


Ce 一 一 本 aa(t) + Tine), 


-一 过 oo(D + pe). (6.5.25) 


其 中 ni1(t) 和 n2(z) 为 随机 数 , 满 足 
(nm(t))=0, 《72()) = 0， 
(ni(t)n(t )) = 06(t —£). (6.5.26) 


因而 人 (+) 代 表 随机 涨 沙 作 用 项 , 正 是 它 引起 a 变化 中 的 无 规 性 . (6. 6.25) 


式 右 方 第 一 项 则 为 阻尼 项 . 
(6.5.25) 式 的 解 不 难 求 出 , 它 等 于 


mt) = ai(0)e 条 + | 生态 (dt 


a2(t) = as(0)eY ry S| ei? nm (t )dt”. (6.5.27) 
通过 将 它 代 入 (6.5.25) 式 亦 可 直接 验证 .从 (6.5.27) 式 即 可 看 出 , 右 方 第 一 项 代表 
a;(z ) 的 平均 值 , 即 

(ai (1)) = a; (0)e ?7, (6.5.28) 
而 (6.5.27) 式 右 方 第 二 项 代表 涨 落 作 用 所 导致 的 对 平均 值 的 偏离 . 
利用 (6.5.26) 式 还 可 从 (6.5.27) 式 求 出 


(a’(1))= ai(0)e ”+ de’| dete tN ne ) yle)) 
0 0 
Q@ 在 我 们 讨论 的 情况 ,扩散 矩阵 D 为 常数 矩阵 与 ai ,as 无 关 [ 见 (6.5.24) 式 ], 因 此 对 应 


的 随机 微分 方程 不 区 分 是 Ito 型 还 是 Stratonovich 型 .否则 同一 个 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 将 对 应 两 
个 随机 微分 方程 . 


: 266 ， ”辐射 和 光 场 的 量子 统计 理论 


= a(0)e™ + ST| ed = ol0)e ”+ $ar(1 -ee™). 


于 是 有 
(a* (t)a(t)) = (a?(t) + a2(t)) = a’ (0)a(0)e” + nr(1—-e"). 
(6.5.29) 
(6.5.28) 和 (6.5.29) 式 与 (6.5.6) 和 (6.5.8) 式 一 致 . 
这 种 理论 表述 形式 的 一 个 重要 优点 是 ,可 直接 求 出 双 时 平均 值 : 
(ai(ti)a(t2)) = a;(0)a, (0)e 272) 


+ | ， dj dtae (h(E) D2)) 


= ai(0)a; (0)e 2 


+ $cir| der | dt’e Fe dd 一切 
在 进一步 计算 第 二 项 时 ,要 区 别 t1 >t, 和 t,>ti 两 种 情形 . 当 zi >> is 时 ,要 先 对 
1 积分 ,以 保证 对 每 个 1z', 都 位 于 刀 的 积分 范围 (0 一 zi ) 之 内 .然后 再 对 7, 积 


分 ,这 样 得 出 的 结 采 为 


Cai(t1)a;(t2)) 一 ai (0) a; (0)e Z(t) 十 Fnrdse sn- (1 一 e “2),ti > zt2 . 


(6.5.30a) 
反 过 来 ， 当 ty 之 上 时 ， 要 先 对 t 2 职 分 ， 结果 即 为 
ai (ti)a;(t2) ))》 = ai (0)a (0)e 24072) 十 Snr eZ Al(1—e”™ ),t2 > iti, 
(6.5.30b) 


在 稳 恒 阶 段 (与 六 二 , 疡 六 二 ), 则 结果 可 统一 地 表 为 (下 脚 码 S 代表 稳 恒 值 ) 


(ai(t1)a;(t2))s = Fnrdye 人 2%, (6.5.31) 
这 时 只 与 t1 -zt 的 绝对 值 相关 . 双 时 平均 值 (6.5.30) 称 为 a; 与 a; 之 间 的 一 阶 相 
关 函 数 . 相关 函数 是 量子 光学 中 的 重要 概念 ,我 们 将 在 下 一 章 作 较 详细 的 讨论 . 
最 后 顺带 指出 ,对 于 二 能 级 原子 ,虽然 也 可 定义 相应 的 特征 函数 如 
XN = tr(p et +e"30er- ). (6.5.32) 
再 通过 主 方程 求 它 所 满足 的 方程 : 


9 ao je* 人 ip 个 。 弃 9 
Fn = (Pe +G7 :69 | 
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最 后 利用 分 布 聘 数 P(w,u” ,v) 与 XN(&€,&” ,7) 间 的 傅 里 叶 变 换 关 系 求 出 P(wu,u”， 
v) 所 满足 的 方程 ,其 形式 为 

FP = L (uu 元, 元 人 ， 
但 由 于 o_ 、c，\cs 遵从 的 代数 与 c \at 遵从 的 代数 不 同 , 上 式 右 方 含有 v 的 无 穷 
次 微 商 .从 而 难于 处 理 . 只 是 对 于 大 量 原子 的 集合 ,在 大 N(N 为 原子 数 ) 的 极限 
下 , 才 可 以 引入 近似 的 只 含 二 阶 微 商 的 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 . 
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测量 在 光学 中 具有 重要 地 位 ,光学 中 一 些 重要 的 物理 量 实际 上 是 根据 测量 来 
定义 的 ,一 些 重要 的 概念 也 是 联系 着 测量 来 引入 的 . 光 强 和 相关 函数 就 是 这 样 的 例 
子 . 相关 函数 在 经 典 光 学 中 就 已 引入 ,用 来 描述 光 场 的 相干 和 统计 性 质 . 在 量子 光 
学 中 也 可 以 定义 类 似 的 量子 相关 函数 . 在 本 章 中 我 们 将 着 重 讨论 一 阶 和 二 阶 量子 
相关 函数 的 物理 意义 . 从 “光子 关联 ?的 角度 来 看 , 光 场 可 分 为 “光子 群 聚 型 ， 随机 
散布 型 ”和 “ 反 群 聚 型 "三 类 .最 后 一 类 是 量子 光学 中 所 特有 的 ， 经 典 光 学 没有 相应 
的 情况 , 因而 这 类 光 场 将 称 为 特征 性 量子 光 场 . 挤 压 相干 态 (squeezed coherent 
state) 也 是 一 种 重要 的 特征 性 量子 光 场 ,在 本 章 中 我 们 将 予以 专门 的 讨论 . 

本 章 将 限于 自由 光 场 ,在 量子 理论 部 分 将 采用 作用 图 象 . 


S7.1 光 场 一 阶 相关 函数 和 光 强 测量 的 量子 理论 


杨 氏 干涉 实验 是 光学 中 最 基本 的 实验 之 一 .通过 它 我 们 可 以 得 到 光波 波长 光 
束 的 相干 长 度 (或 相干 时 间 ) 、 光 场 的 横向 相干 范围 等 方面 的 知识 .我 们 将 说 明 杨 氏 
干涉 就 是 与 光 场 的 一 阶 相关 函数 相 联 系 . 光 的 干涉 主要 涉及 光 场 相位 的 相关 .经 典 
光学 中 光 的 相干 性 通常 只 限于 相位 的 相干 ,因而 将 完全 由 一 阶 相关 函数 决定 . 

在 本 节 中 我 们 将 对 一 些 具体 光 场 的 一 阶 相关 函数 进行 计算 . 

光学 实验 多 半 都 离 不 开光 强 的 测定 , 因而 我 们 在 说 明 经 典 光学 中 光 强 的 定义 
以 后 还 将 讨论 光 强 测量 的 量子 理论 .通过 量子 光 强 定义 与 经 典 光 强 定义 间 的 对 应 
关系 ,就 可 以 从 经 典 一 阶 相关 函数 过 渡 到 量子 一 阶 相关 函数 ， 


1. 经 典 光学 对 光 场 的 统计 性 描述 ” 光 场 的 瞬时 强度 


在 经 典 光 学 中 , 光 场 也 分 纯 态 和 统计 混合 态 . 纯 态 光 场 指 矢 势 或 电场 强度 为 一 
个 确定 的 时 空 函 数 .这 里 的 “确定 性 ”是 相对 于 “随机 性 ”而 言 . 换 句 话说 ， 纯 态 光 场 对 
应 于 某 个 确定 的 A (x, i) 或 E(x,1). 混 合 态 光 场 是 指 有 一 系列 A, (x,z) 
或 E,(x,t), 各 以 一 定 的 概率 P, 出 现在 光 场 中 . 因而 混合 态 光 场 将 用 一 个 经 典 的 
统计 系 综 来 描述 .形式 上 ,我 们 也 可 把 纯 态 光 场 看 作 混合 态 光 场 的 特例 ， 即 标号 / 
员 取 一 个 值 .这 样 在 数学 上 可 以 统一 地 处 理 ,只 是 最 后 作物 理 讨论 时 再 加 以 区 分 . 

首先 ,我 们 来 考察 经 典 光学 中 光 场 在 x 点 时 刻 的 强度 I(x,t) 的 意义 .虽然 
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它 是 瞬时 强度 ,但 并 不 简单 地 就 用 瞬时 能 流 密度 大 忌 (x,t) 表 示 , 因 为 其 中 将 出 现 


以 光 振 动 频率 的 变化 ,这 种 频率 太 高 ,以 这 种 频率 变化 的 瞬时 强度 不 具有 测量 上 的 
意义 .在 许多 情况 下 , 它 也 不 是 我 们 所 感 兴趣 的 物理 量 . 
为 了 定义 光学 中 实用 的 T(x,z) ,我 们 将 把 五 (x,z) 对 上 作 傅 里 叶 展 开 . 并 把 
E(x ,zt) 表 示 成 
E(x,t) = E(x,t) + E(x,t), (7.1.1) 
其 中 E(x,z) 代 表 正 频率 部 分 [ 即 含有 e “(w>>0) 因 子 的 各 项 的 和 ], E(x,t) 
代表 负 频 率 部 分 [ 即 售 有 e”(w>>0) 因 子 的 各 项 的 和 ]. 由 于 E(x ,i) 实 函数 , 故 有 
E(x,t) = E(x,t)”, (7.1.2) 
因此 
E(x,t) = 2ReE'" (x,t). 
在 经 典 光 学 中 , 纯 态 光 场 的 瞬时 强度 的 定义 为 


I(x,t) = 7 )(x,t). E(x,t). (7.1.3) 
它 是 二 EE (x, t)， E(x,zt) 中 除去 了 以 光 频 交 变 的 成 分 “让 -(E™: E'”) 和 


匡 (E'",E'))" 后 的 结果 .不 难看 出 由 (7.1.3) 式 定义 (x,t) 仍 像 明 时 能 流 密度 


一 样 保持 其 恒 正 性 . 
对 于 单 频 的 光 场 ,这 样 定义 的 强度 了 将 不 随时 间 变化 .例如 平面 行 波 情况 ,E 


二 Eoeocos(k*'x 一 wt), 按 (7.1.3) 式 相应 的 I 就 等 于 吉 - -Eo , 而 在 驻 波 情况 五 = 


peo(cosk*x)(coswt ) ,相应 的 I 为 志 - -Eocos "x. 对 一 般 情况 ,虽然 了 是 z 的 函数 


但 变化 要 比 光 频 振动 慢 得 多 .在 下 面 讨 论 光 强 测量 的 量子 理论 时 ,可 以 看 到 实测 的 
光 强 正好 与 (7.1.3) 式 的 值 相对 应 [参见 (7.1.38) 式 ]. 
对 于 混合 态 光 场 ,相应 地 有 


I(x,t) = > h(x,t)P, = (Kx,t)), (7.1.4) 
其 中 


K(x,t) = ED (x,t)* Ei (x,t), (7.1.5) 


取 期 望 值 是 对 该 混合 态 的 统计 系 综 作 平均 ,因而 T(x ,t) 是 指 系 综 平均 的 强度 . 
作为 例子 ,我们 先 看 具有 确定 波 矢 上 和 偏振 方向 e 的 自由 行 波 , 但 其 振幅 具有 
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一 定 的 概率 分 布 . 对 于 每 个 振幅 值 , 电 场 E'** 可 表示 为 


EW (xt) = a i Ea eri |. (7.1.6) 


我 们 用 振幅 参数 a( 它 是 一 个 复数 a= ai + iaz ) 来 代替 1 作为 E'“ 的 指标 , 设 它 在 
wu 一 o 平面 中 有 一 个 概率 分 布 P(a). 令 a=daidas, 则 相应 的 T(x,t) 即 为 


1(x,1) = 各 | 中 saP(a) ED (xD . E(x,t) 


_ | da | a 2P(a)， (7.1.7) 


其 值 与 x,i 都 无 关 , 并 等 于 能 流 密度 的 周期 平均 值 . 
如 果 波 矢 上 和 偏振 e 的 取 值 并 不 确定 ,而 有 一 定 的 分 布 ,结果 仍然 相似 .这 时 
指标 1 将 包括 (k,s ,a)，,s 为 偏振 指标 , P, 可 写成 Pe (c) ,相应 地 有 


I(x,t) = £|D YP )ED (x,t): EW (x,t)da, (7.1.8) 
其 中 EL (x,z) 仍 由 (7.1.6) 式 表示 .上 式 同样 可 化 成 
I(x,t) = 等 习 |fepudo) lal*lkl, 


仍然 是 与 x ,t 无 关 的 常数 . 
但 若 E'* (x,t) 是 各 个 (k,s,a) 平 面 波 的 相干 释 加 ,情况 就 不 同 了 .这 时 
E'" (x,t) 可 表示 为 


Ef (x,t) = Dani Zhe ro ， (7.1.9) 


其 中 {a | 为 所 有 a 构成 的 一 个 集合 . 厂 。 每 个 集合 fs | 出现 的 概率 为 P(|as}), 则 
相应 的 光 强 即 为 


Tx,t) = Pew)) El ) (zt 五 人 (zt (7.1.10) 


这 时 光 强 [一般 将 与 x,t 有 关 . 也 就 是 说 ,如 果 每 个 纯 态 成 分 的 百 ” (x ,t) 为 不 同 
频率 的 波 的 相干 大 加 ,TI 将 会 是 时 间 的 函数 . 


2. 杨 氏 干涉 实验 和 一 阶 相关 函数 
我 们 仍 在 经 典 光 学 的 范畴 内 来 讨论 . 先 看 人 射 波 为 纯 态 单 色 平面 波 的 情况 . 当 


四 关于 (7.1.6) 式 方 括号 内 的 系数 取 值 参见 (1.3.33) 式 . 
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该 平面 波 投射 到 带 有 两 个 狭 颖 的 屏 上 时 ,如 图 7.1.1, 由 波 _、 
的 衍射 效应 ,在 后 屏幕 上 x 点 上 时 刻 的 E,' ,可 表示 为 前 


一 一 > 


屏 大 上 两 个 狂 维 ( 设 位 于 x 和 xo) 处 在 =: 一 轩 和 一 | 


Xl 


一 一 > 


t= 一 尝 时 刻 的 光 场 的 到 加 . 即 > 
E(x,t) 一 BIE'M(xi,ti) + BE‘ (x, ,t,), 
(7.1.11) ”图 7.1.1 杨 氏 干涉 
其 中 8, 和 B, 为 x 的 缓 变 函数 .于 是 后 屏 上 x 点 上 时 刻 的 实验 示 吾 图 
衍射 光 强 为 
T(x,t)= 1B Tc)+1B | I(x,,t,) 
+ 区 | Ap | (ReE') (xi ,ti) E(x,,t,)) 。 
由 于 1(x1,t1) 和 和 I (x,, ts ) 等 于 常数 I. 故 亮 纹 和 上 暗 纹 主要 由 [ReE”) (xi1， 上 1 )。 
王 导 (xz)] 决 定 .对 于 统计 混合 态 的 人 射 平面 波 ,只 须 对 上 式 作 系 综 平 均 , 绪 有 果 
即 为 
L(x,t)= (| B11+| Bp, 1)(7) + 二 | B1B, | REO (x1,t1) * EY (x,t,)). 
(7.1.12) 


我 们 将 光 场 的 一 阶 相关 函数 定义 成 下 述 3x3 和 矩阵: 

GY (xiytisX1,t1) = (EE (x1,t1 ) Ei" (xz ,1)), (7.1.13) 
由 上 可 见 它 是 描述 光 场 相干 性 的 一 个 重要 物理 量 , 杨 氏 干涉 实验 中 的 条 纹 可 看 作 
是 它 的 一 个 具体 显示 .我 们 并 定义 一 阶 相关 度 为 
CC GY (xi,tiyx’1,t1) 
ST T(xisti) Tx, 1) 


四 GY (xi,tisx 1,t1) 


和 7 7 7 7 》 
VG(CZi 3XI ED)GCCOX ist 1 SX 1,t1) 


yxi ,LX 1 ,£1) 一 


(7.1.14) 
其 中 
GV (xi,tisx i1,t1) = ZIG (Xi tx1, 1), (7.1.15) 
即 一 阶 相 关 函 数 三 个 对 角 元 的 和 . 光 场 强度 T(x ,z) 将 正比 于 G(x,t;x ,1): 
I(x,t) = FG (x,tsx,t). (7.1.16) 


由 于 y 中 消除 了 强度 大 小 的 影响 ,其 值 更 能 反映 光 场 的 相干 程度 .从 (7.1.13) 和 
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(7.1.14) 式 可 以 看 出 |y" | 委 1. 
3. 统计 稳 恒 的 平行 光 ”强度 的 频谱 分 布 


统计 稳 恒 光 场 是 指 其 每 个 纯 态 成 分 的 光 强 可 能 是 时 间 的 函数 [如 (7.1.10) 式 
情况 ], 但 经 过 系 综 平均 后 却 又 化 成 与 t 无 关 的 常数 .具体 条 件 参见 下 文 . 
平行 光 场 具有 确定 的 传播 方向 ,我 们 可 以 取 该 方向 为 x 轴 ; 这 时 (7.1.9) 式 即 


» ! ， Qk A V Cs > MM 。 


式 中 的 V 为 光子 的 归 一 化 体积 (尽管 行 波光 场 并 不 是 局 限 在 固定 的 空间 内 ). 设 
V= 1 , 则 的 取 值 为 


k= A, n= 1,2,. (7.1.18) 
由 于 光 场 是 统计 混合 态 ,因而 计算 GD 要 作 系 综 平均 : 
Gram= DD ow adore i, 
相应 地 , 光 强 可 表示 为 
I(zx,t) = FG (ztsr,t) = > Vww (ara )et tio), 


统计 稳 恒 的 了 应 与 1 无 关 , 这 就 要 求 
(axa ) = arap) OW. (7.1.19) 
代 回 T(z ,z) 中 即 得 


到 x 
与 此 相应 GY (zi | ;XT1 ,t1 ) 化 为 


/ 27h x iewr 
GV (zi,ti;z1,t1) 一 全 2 aia)e ， 
ks 


r== (7.1.21) 

我 们 看 到 GO 对 zi、t1、zi、t1 的 依赖 全 都 通过 单一 的 变量 7. 
(7.1.18) 式 中 工 的 值 是 人 为 取 定 的 ,如 果 将 它 取得 足够 地 大 ,这 样 上 两 式 中 
对 的 求 和 都 可 化 为 对 的 积分 .由 于 w 的 取 值 为 , 故 do 范围 内 的 状态 数 


即 为 雹 _dw .这 样 稳 恒 光 场 的 强度 和 一 阶 相关 函数 就 可 表示 为 
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I = | I(w)dw, (7.1.22) 


27 


GV (zi,ti;x,t,) 二 GV(r) = I(w)e” dw, (7.1.23) 
0 


其 中 r=t1 -ty 二 (zi -x2)， 而 


I(w) = Fh > aio) = 一 5 > (ako) (7.1.24) 


称 为 光 强 的 谱 密 度 ,其 值 已 与 工 无 关 , 只 与 横 截 面 A 有 关 ( 这 是 合理 的 ). 
从 (7.1.23) 式 通过 反 演 即 得 出 


I(w) = | G(r)e dr, w > 0. (7.1.24a) 
47 -~ 
此 式 亦 可 写成 


I(w) = zz| (EO (x) EN (zr 0 Ne dt, w >0. (7.1.24b) 


它 表 明 ( 统 计 ) 稳 恒 光 的 强度 谱 等 于 一 阶 相关 函数 的 傅 里 叶 变 换 ( 除 常数 元 外 ) .此 


结果 与 涨 落 理论 中 的 威 纳 - 享 钦定 理 相 当 ( 参 见 8$8.5), 在 $6.3 第 4 小节 中 也 已 
提 到 ( 见 (6.3.30) 式 下 面 的 第 四 步 ). 反 过 来 ,只 要 测 出 稳 恒 光 场 的 谱 密度 Tow ) 就 
可 通过 (7.1.23) 式 求 出 其 一 阶 相关 函数 G (r). 下 面 来 看 两 个 例子 . 

对 于 洛 伦 兹 谱 型 的 稳 恒 准 单 色 波 ( 即 有 谱 宽 的 详 线 )， 


I(w) (7.1.25) 


= 


代入 (7.1.23) 式 求 积分 时 ,形式 上 可 将 w 的 积分 限 推广 为 从 - co 到 + co( 因 Two) 
在 |w 一 wo| 大 时 ,以 (w 一 wo)? 趋 于 零 ) .这样 即 可 用 回路 积分 来 计算 G…(r). 结 果 
为 


GO(r) = < e027 (7.1.26a) 
相应 的 一 阶 相关 度 为 
y(t) = error -27 (7.1.26b) 
由 此 可 见 当 |r| > 之 使 得 e371" <<1 时 ,相干 性 即 消失 .因而 子 称 为 相干 时 间 ( 对 
同一 点 x 的 光 场 而 言 ) , 竺 称 为 纵向 相干 长 度 (对 同一 时 刻 的 光 场 而 言 ). 我 们 看 到 
谱 宽 与 相干 时 间 有 着 密切 的 联系 . 


.274 . 辐射 和 光 场 的 量子 统计 理论 


再 看 具有 高 斯 谱 型 的 准 单 色 稳 恒 光 场 , 它 的 强度 详 为 
Jo 


eo0) 1272 ， (7.1.27) 
V 2TYXY 


I(w) = 
由 此 可 求 出 
G(r) 一 2TJ eeor- 二 7 ， 
“ (7.1.28) 
yt (rr) 一 Gio0 rr . 
与 洛 伦 效 谱 型 的 结果 相 比 ,在 |r| 小 时 (y1r1<1), 此 处 yY” 的 绝对 值 与 1 偏离 较 
小 ,但 在 |t| 大 时 (yir| 污 1)Y” 的 绝对 值 衰减 较 快 . 


4. 光 强 测量 的 量子 理论 


光 强 测量 是 光学 中 最 基本 的 测量 ,在 许多 光学 实验 中 都 要 测量 光 的 强度 .从 物 
理 上 看 ,所 有 光 强 测量 都 基于 光 与 原子 (分 子 ) 或 介质 的 作用 , 亦 即 通过 原子 或 介质 
吸收 光 所 产生 效应 的 强 弱 来 度量 光 的 强度 . 在 本 节 中 我 们 将 从 量子 理论 的 角度 来 
考察 这 种 测量 ,并 以 光电 效应 为 例 来 作 具 体 讨论 .相应 的 检测 器 就 是 光电 管 或 光电 
放大 管 .通过 这 一 讨论 ,将 自然 地 导出 量子 光 强 的 定义 . 

光电 效应 是 指 原子 或 介质 在 吸收 光子 后 放出 电子 的 效应 .以 原子 为 例 , 就 是 其 
中 的 束缚 电子 在 光 的 作用 下 跃迁 到 连续 谱 的 状态 .实际 测量 的 是 这 种 目 由 电子 的 
产生 率 .作为 简单 的 理想 情况 ,我 们 设 检 测 器 中 只 有 一 个 原子 . 

设 被 检测 的 是 准 单 色 的 纯 态 自由 光 场 |R ,初始 时 原子 处 于 基态 | #8). 于 是 整 
个 系统 的 初 态 就 是 | 加 )|R). 我 们 先 来 求 :通过 光 吸 收 ,系统 跃迁 到 | #〉|R') 的 概 
率 ,其 中 | 和 加) 表示 原子 某 个 离 化 态 ( 具 有 连续 能 谱 ), 从 而 打出 的 电子 可 被 检测 ， 
| 尺 ) 为 光 场 任 一 个 状态 . 

如 本 章 引言 中 所 述 , 我 们 将 采用 作用 图 象 来 处 理 . 在 电 偶 极 近似 下 ,相互 作用 
哈密 顿 量 可 取 为 0 


A,.(1) =- E(x,t).d (i) (7.1.29) 
其 中 x 代表 原子 所 在 位 置 ,4d(z) 为 原子 的 电 偶 极 算 符 : 
2 (1) = [$Cx%)(- ex’ )$ (x st) (7.1.30) 


(7.1.29) 式 具有 电 偶 极 子 与 电场 作用 能 的 形式 . 


@D 本 来 在 电 偶 极 近似 下 ,全 (1) = 一 二 (x,t) (4 时 妆 ), 在 略 去 全 微 商 项 后 即 化 为 
(7.1.29) 式 . 
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在 一 级 微 扰 近似 下 ,从 初始 到 t 时 刻 ,系统 跃迁 到 | 网)| 尺 7 状态 的 概率 幅 为 


Cor (t) = 未] 多 | 《及 | Ha(t’) | $,) | 及 dz 
- 下 | (BR | EY Cx ) | RG》 er’ dz’, (7.1.31) 


其 中 wu = 天 ( 瓦 -已 )，(0)u = | 如 (x )(- ex') 和 (x )dz'. 由 于 此 过 程 是 光 
子 吸收 过 程 , 故 (7.1.29) 式 中 的 只 取 其 中 的 Em. 对 上 式 取 绝对 值 平方 ,得 
| GC, (#1) 1* = Dd) ds) de | dR | EO (Cx,2) | R’) 
(R’ | E(x,t’) | Re . 
在 实际 测量 中 并 不 测定 | R) 态 , 因 此 应 对 所 有 | R') 态 求 和 .并 可 把 求 和 范围 扩 
大 到 光 场 全 部 状态 ( 因 对 “无 贡献 ” 的 态 | R' ),《R | Em (x,t) | R) 自动 等 于 零 ) 
再 利用 > | R')(R“ 1= 1, 即 得 出 从 零 到 + 时 刻 原子 激发 到 和 的 概率 为 


Pp,(1) = 5 da) de dr 
(RI ENDO(x,t)EN (x,t) | R)e'’ OO . (7.1.32) 
另外 ,最 后 测量 的 是 光电 流 ( 或 光电 子 的 数目 ) 加 只 须 是 原子 离 解 态 并 不 区 分 
具体 是 哪个 状态 ,因此 我 们 还 要 对 所 有 连续 谱 区 的 原子 态 求 和 . 如 将 表征 各 的 状 
态 参 量 取 为 (EE , as ) ,os 代表 除 能 量 以 外 的 所 有 其 他 参量 ,那么 我 们 应 对 as 求 和 
对 E, 积分 (也 就 是 对 ws 积分 ) ,结果 可 表 为 
P() = 在 | do PBs (ou )| dz dz 
(RI ED(x,t E(x,t’) | Re , (7.1.33) 
其 中 j 握 B (ww ) 代 表 去 (91)%(Q,)w 对 ao 求 和 后 再 乘 上 单位 角 频 率 中 连续 谱 能 级 


的 数目 , fir 代表 原子 的 离 化 能 , ww 为 检测 频率 的 上 限 ( 如 电 偶 极 近似 的 频率 上 
限 ) ,从 而 wi 到 ww 为 检测 器 的 测量 范围 . 

设 入 射 光 场 的 谱 宽 为 7, 它 比 检测 范围 ww - wi 小 得 多 ,而且 不 处 在 测量 范围 
的 边缘 区 域 (这 是 通常 使 用 检测 器 的 条 件 ). 在 这 种 情况 下 ,频率 积分 的 实际 范围 只 


是 从 ww 一方 7 到 w+ 方 y, 其 中 w 为 人 射 光 的 频率 .这 时 By (wu ) 可 作为 By (。) 提 


到 积分 号 的 外 面 (因为 Bp, 是 ws 的 缓 变 函数 ). 于 是 对 wu 的 积分 即 可 近似 地 求 出 ， 
结果 为 2x6(t 一 t) .再 对 万 积分 就 将 (7.1.33) 式 化 为 
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P(t) = £5By(w)| de’(R | EO(Cx,t ED x, ) | R). (7.1.34) 
从 而 光电 子 的 发 射 率 
W(t) = AP(t) = £ 5B, (wo) (RI EN (x,t) EN (x,t) | R). 


(7.1.35) 
对 于 各 向 同性 的 检测 器 (例如 实际 上 检测 器 中 有 大 量 原 子 . 这 时 对 原子 平均 后 检测 
器 即 为 各 问 同 性 的 )， 


Bi(w) = Blw)6,, (7.1.36) 
(7.1.35) 式 即 化 作 
W(#) = Bl(w)I(x,t), (7.1.37a) 
其 中 
I(x,i) 三 让 (R | EO(x,t) : EV (x,t) | R). (7.1.37b) 


它 就 代表 通过 光电 子 发 射 率 来 度量 的 量子 光 强 .检测 器 的 灵敏 度 和 频谱 啊 应 特性 
则 反映 在 检测 系数 8(w) 中 .(7.1.37b) 式 正 是 (7.1.3) 式 的 量子 对 应 . 

在 以 上 讨论 中 ,被 检测 的 光 场 假设 为 纯 态 ,如 果 它 是 统计 混合 态 , 则 应 将 上 面 
所 得 的 结果 作 系 综 平均 .这 样 (7.1.35) 和 (7.1.37b) 式 化 为 


W(t) = DAC EO(x,t EV (x,t)], (7.1.38a) 


I(x,t) = #u[p E(x) ， EM (x,)]. (7.1.38b) 


0 代表 光 场 的 密度 算 符 . 如 果 是 单 模 光 场 ( 模 函 数 为 e'*，(x,zt)), 而 且 P 表示 存 
在 , 则 有 


I(x,1) = en (x): a (zz)| a lalPla). (7.1.39) 


5. 一 阶 量子 相关 函数 和 光 场 能 量 的 谱 分 布 


从 经 典 光 强 与 量子 光 强 间 的 对 应 关系 ,我 们 即 可 从 经 典 的 一 阶 相关 函数 得 出 
量子 一 阶 相关 函数 外. 
Gi (x1,t1; X11 = tr[o EO (xi,t) EY (x ,1)]. “(7.1.40) 


@” 虽然 在 本 章 我 们 只 讨论 自由 电磁 场 情况 ,但 定义 式 (7.1.40) 可 推广 到 一 般 情况 .只 须 
将 和 全 (+) 都 取 为 海 森 伯 图 象 中 的 算 符 .人 “和 分别 指 合 吸 收 和 放射 算 符 的 部 分 . 
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在 杨 氏 实验 中 ,既然 观测 的 是 光 强 分 布 ,在 量子 理论 中 ,干涉 条 纹 就 将 由 一 阶 
量子 相关 孙 数 来 确定 ,情况 与 经 典 理 论 相 似 . 

一 阶 量子 相关 度 y “的 定义 也 可 从 经 典 定义 过 渡 过 来 ,只 需 将 经 典 的 相关 函 
数 和 光 强 换 成 量子 相关 函数 和 光 强 即 可 . 

我 们 在 第 3 小 节 中 曾 就 稳 恒 的 平行 光束 讨论 了 光 强 的 谱 函 数 与 经 典 一 阶 相关 
了 呐 数 间 的 关系 ,此 关系 在 量子 理论 中 仍然 成 立 ,只 须 将 各 经 典 值 对 应 成 量子 值 即 
可 .下 面 我 们 来 给 出 一 般 的 自由 光 场 (不 一 定 是 平行 光束 也 不 要 求 是 稳 恒 的 ) 能 量 
的 谱 函 数 与 一 阶 量子 相关 函数 间 的 关系 . 


一 般 光 场 能 量 U 可 表示 为 tt(U p), 其 中 各 = yo .在 将 “对 的 求 和 ” 
化 成 积分 后 ,有 
VV 3 人 
U = ys 2 ki (NY, (7.1.41) 


其 中 
(nx) 三 tr(zako ). 
在 自由 场 情况 ,(z > 和 U 都 是 与 无 关 的 数 . 
(7.1.41) 式 可 以 写成 


U = | ulw)de, (7.1.42a) 


u(w) = Ss ho 3 5) | dQ), (7.1.42b) 


u(w) 称 为 光 场 能 量 的 谱 函 数 . 
利用 EE 中 (x,t) 和 EE'*)(x ,i) 按 平面 波 的 展开 式 ,不 难得 出 


[B(x,2) E(x,t)dz 一 27 》 fon ge ie( 人 全 。 (7.1.43) 
ks 
同 (7.1.15) 式 一 样 定 义 G(xi,ti;xi,ti) 为 GH (xis,ti;x1,t1), 利用 
(7.1.43) 式 即 得 出 
去 | GO (zirt)dez = 去 | (E(x,t) * EM (r,s) dz 
一 = Dhol nie)e it (7. 1. 44) 


像 (7.1.41) 式 一 样 将 对 求 和 化 成 积分 再 利用 (7.1. 42b) 式 就 得 出 我 们 所 要 的 
结果 : 
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去 | GO tix,t dx = | u(w)e "dw. (7.1.45) 


此 式 表明 ,对 于 任意 的 自由 光 场 ,G(x,t;x,t ) 体 积分 的 传 里 叶 变换 与 光 
场 能 量 的 谱 函 数 u(w) 成 正比 (比例 常数 为 2r). 

最 后 ,我们 对 一 阶 相关 度 的 取 值 作 进一步 的 讨论 . 首先 来 看 具有 固定 偏振 的 单 
模 光 . 对 于 这 种 单 模 光 , 信 (PCx , 引 中 只 合 一 项 aee (x)e ,其 中 es (xz) 表 示 
其 空间 分 布 .我 们 将 证 明 : 无 论 s* (x) 是 怎样 的 函数 ,也 无 论 光 场 是 纯 态 还 是 统计 
混合 态 , 一 阶 相关 度 y (xi ,ti;x1i ,ti) 的 绝对 值 都 等 于 1. 这 也 是 |y” | 的 最 大 可 
能 值 . 

对 于 单 模 纯 态 (包括 相干 态 ,光子 数 本 征 态 …),， |) 可 表示 成 > cv | n), 于 是 


GV (xi,ti;xX1,t1) 一 Dycica Cm | El (xi,t1) E(x1,ti1) | n) 
= cmc m | atal n)e (xi)e xi) 41) 
= ne (xi)e (x’)e 1. (7.1.46) 


其 中 对 = > 和 1 c, 上 .相应 地 
I(x,t) = FG (x,t ts;x,t) = ne (x)e' (x). (7.1.47) 


因为 e‘“'(x) 与 0 和 直上 疝 式 这 人 由 

YY (xtiyxi,ti) = = e141), (7.1.48) 
上 式 所 给 出 的 YD (x ,zi ;x’ ,ti) 的 绝对 值 确 为 1.(7.1.46) 式 的 一 个 特例 是 |)= 
1n). 尽 管 光子 数 本 征 态 |n) 任 何 时 刻 的 相位 是 随机 分 布 的 ,但 按 以 上 的 讨论 仍 可 


产生 杨 氏 干涉 .这 意味 着 其 不 同时 间 的 相位 值 具 有 确定 的 关联 , 即 其 差 值 是 确定 
的 ,不 是 随机 的 . 


对 于 单 模 混合 态 ,p = Dom | m) ln | ,类 似 地 可 得 出 
GV Ci) = pm m | OCxi,t)* EV x,t) | n) 
= ne (xi)e (xi)e""’), (7.1.49) 
与 (7.1.46) 式 的 差别 仅 在 于 ,这 里 的 元 = 3》\np, .因而 同样 可 得 出 (7.1.48) 式 . 


利用 Schwarz 不 等 式 ,可 以 一 般 性 地 证 明 ( 具 体 证 明 从 略 ) 
| yy 0 | 过 1. 


这 意味 着 1 是 17y9 | 的 最 大 可 能 值 .通常 把 | yY "|=1 的 光 场 称 为 一 阶 完 全 相干 光 
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场 .上 面 的 讨论 表明 ,具有 确定 偏振 基 矢 的 单 模 光 场 ,不 论 模 函数 e‘*’ (x) 为 何 形 
式 也 不 论 它 是 纯 态 还 是 统计 混合 态 ,都 是 一 阶 完全 相干 的 . 

再 来 看 一 个 较 一 般 的 情况 , 设 |a) 为 E(x,zi) 的 本 征 态 ( 即 多 模 相干 态 ), 其 本 征 值 为 
ae'*'*(x,t)e, 即 

EV (x,t) | a) = ae" (x,t)e | a), 
其 中 ei (x,z) 只 含 正 频 项 的 闪 加 (但 不 必 是 单一 频率 ). 当 a 的 值 具有 一 个 分 布 , 即 光 场 的 密 
度 算 符 为 
0 = |P(a) aa | 中 ca 

时 , 它 的 一 阶 相关 度 的 绝对 值 也 等 于 1. 证 明 同 前 ,不 再 重复 .读者 应 注意 这 里 所 讨论 的 情况 与 
第 3 小 节 中 稳 恒 的 准 单 色光 在 物理 上 的 差别 :在 这 里 , 光 场 &‘* (x,zt) 是 由 形 如 ae 人) (x,t)e 
的 成 分 所 构成 ,其 中 所 有 成 分 在 时 空 分 布 上 是 相似 的 , 即 都 正比 于 e‘* (x,t)e, 只 是 a 的 取 值 
不 同 .每 个 成 分 始终 都 是 一 阶 相干 的 (无 论 : 与 1 相差 多 大 ) ,导致 了 光 场 总 体 也 是 一 阶 相干 的 . 
第 3 小节 (7.1.25) 式 以 下 讨论 的 情况 则 不 同 . 它 相 应 的 成 分 是 有 衰减 的 单 色光 ,但 光 场 整体 却 
又 是 稳 恒 的 ,这 意味 着 整个 光 场 是 由 许多 互 不 相干 的 有 限 长 的 波 列 所 组 成 .每 个 (衰减 的 ) 波 列 
自己 是 一 阶 相干 的 ,但 因 只 有 有 限 的 尺度 , 它 与 随后 的 所 有 波 列 就 不 相干 了 (因为 这 些 波 列 系 
由 “彼此 相同 但 又 互 不 相关 ”的 原子 所 发 射 ) 这 就 导致 了 GD (7) 或 yo (zr) 随 着 r 的 增 大 而 
减 小 . 


8 7.2 ” HanburyBrown-Twiss 实验 和 高 阶 相关 盯 数 


不 难看 出 , 光 场 的 相干 统计 性 质 不 能 完全 由 它 的 一 阶 相关 度 来 确定 .例如 单 模 
相干 态 |a) , 单 模 光 子 数 态 | n) 和 单 模 混 杂 态 |n) 都 是 一 阶 完全 相干 的 ,但 它们 的 
相干 统计 性 仍 有 相当 大 的 差别 .这 表明 需要 引入 高 阶 的 相关 函数 和 相关 度 更 完全 
地 来 描述 光 场 的 相干 统计 性 质 . 其 中 最 重要 的 就 是 二 阶 相关 函数 . 

20 世纪 90 年 代 后 期 HanburyBrown 和 Twiss 进行 了 一 种 新 的 相关 测量 一 一 
光 强 之 间 的 关联 性 测量 . 它 与 二 阶 相关 函数 相 联系 . 这 种 测量 能 将 单 模 相 干 态 , 单 
模 光 子 数 态 和 单 模 混杂 态 区 分 开 来 . 

本 节 还 将 介绍 光子 关联 测量 的 实验 及 相应 的 量子 理论 . 


1. HanburyBrown-Twiss 实验 和 经 典 二 阶 相关 函数 


HanburyBrown-Twiss 实验 (1954 一 1957) 除 了 它 的 多 方面 应 用 性 价值 之 外 ,还 
是 量子 光学 的 一 个 葛 基 性 实验 . 它 和 激光 的 产生 标志 着 量子 光学 这 门 分 支 学 科 的 
创始 . 

杨 氏 实验 从 量子 力学 的 角度 即 可 理解 : 它 显示 的 是 一 个 光子 采取 两 条 可 能 路 径 的 概率 幅 之 
间 的 干涉 .HanburyBrown-Twiss 实验 给 出 的 应 是 不 同 光子 之 间 的 关联 (这 在 随后 的 光子 计数 检 
测 的 实验 中 更 明确 地 显示 出 来 ) ,因此 比较 自然 的 是 从 量子 场 论 的 角度 来 理解 : 即 客体 是 场 , 光 
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子 只 是 其 量子 性 质 的 表现 由 . 
| 六 HanburyBrown-Twiss 实验 的 装置 如 图 
| | 7.2.1 所 示 . 在 此 实验 中 一 个 ( 准 ) 单 色光 源 
光电 放大 器 1 所 产生 的 稳 恒 平行 光 , 通 过 半 透 镜 分 成 两 
2 个 光束 ,并 调节 使 两 者 强度 相同 . 一 束 通过 
光电 放大 器 工 , 另 一 束 通过 光电 放大 器 工 
来 分 别 测 定 其 瞬时 强度 , 然后 都 送 到 关联 
器 求 出 其 关联 值 . 后 来 还 用 光子 计数 逢 和 
图 7.2.1 HanburyBrown-Twiss 实验 装置 图 数字 关联 器 重复 了 这 一 实验 ,表明 所 测定 
的 强度 关联 就 是 光子 流 密度 间 的 关联 . 
由 于 两 束 光 所 经 历 路 径 的 长 度 工 , 和 工 , 不 同 , 因 而 上 述 实验 所 测定 的 关联 代 
表 原 光束 在 两 个 时 刻 强 度 Kx,ti) 和 .Kx,t,) 间 的 关联 即 ( 风 xz,t1) 风 x,ts)), 其 
中 Kz,t) 由 (7.1.5) 式 所 定义 . 
为 简单 起 见 , 设 实验 中 的 平行 光 具 有 固定 的 偏振 方向 .这 时 经 典 的 二 阶 相关 销 
数 的 定义 为 


光电 放大 器 三 关联 器 


(2) ” /7 / 
G(xiti, Trt; Titi , T2t2 ) 


= (EO (rt)E (zt)E (rt EE (xt;)), (7.2.1) 
2 
因而 (zi ,ti1) RX, t2)) 就 等 于 7 G” (ziti, zat2; riti, Tr2t2). 


下 面 我 们 先 来 计算 强度 相关 函数 (X zi ,ti1) 久 x2ts)) 在 多 模 混 淋 光 场 中 的 值 . 
对 于 具有 确定 偏振 的 平行 平面 光 , 在 纯 态 情况 其 电场 函数 的 一 般 表达 式 为 


E(xz,t) = Dali /Ae |. (7.2.2) 


它 由 集合 1a 所 标定 , 故 可 记 作 Eis1 (x,t). 

在 §5.5 中 ,我 们 曾 讨论 过 单 模 混 杂 光 场 .在 那里 只 有 一 个 参量 a, 但 它 不 是 
一 个 确定 值 而 具有 一 个 概率 分 布 . 该 概率 分 布 由 高 斯 误差 函数 (5.5.63) 式 来 表示 
现在 考虑 的 是 多 模 混杂 光 场 ,这 时 (7.2.2) 式 中 的 各 个 a 是 互相 独立 的 随机 变量 ， 
其 分 布 函数 都 具有 (5.5.63) 式 的 形式 .因此 集合 iai | 出 现 的 概率 即 为 


P(fwh = ILP(c)， P(w ) = ye (7.2.3) 
中 对 于 Pqlcegor 和 Mandel 实验 所 显示 的 用 两 个 激光 器 所 发 出 的 光 来 产生 杨 氏 干涉 


(Phys.Rev.159,1084,1967) ,比较 自然 的 也 是 从 量子 场 论 来 理解 , 即 光 场 是 由 它们 共同 相干 地 
激发 的 .光子 是 这 种 激发 场 的 量子 .这 些 情 况 也 表明 ,量子 光学 的 理论 基础 是 量子 场 论 . 
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其 中 《ni ) 为 给 定 的 参数 ,代表 随机 变量 w 绝对 值 平方 的 平均 值 , 因 


(lasl” = |& apa,) ws| = | | ax 2 Km) 2 os d la, | 


- rs), ze dz = (n,). (7.2.4a) 
当 & 尖 有 时 ,由 于 各 个 w 是 互相 独立 的 随机 变量 , 故 有 
(ay ,ar ) 二 0. (7.2.4b) 


将 (7.2.2) 式 代入 (zx) > Z1 ) RZ > ts ) ) 即 得 
(MII ,£1 ) Rx, ,t, )) 二 i 2 agag ora ) V ao 
X expli(k — k’)zri 二 i(R — k”)z, 
—-i(w—w )ti—i(w — w )t,]. 
根据 同样 的 理由 ,只 当 (k”=,k”= ) 或 (pk" = ,k”=) 时 《arajay ,ai) 才 不 为 
零 ,于 是 得 出 


Ai,t1) Az2,t2)) = 和 ww | a ar (Le +1], 
(7.2.5) 
其 中 
r= tz x2). (7.2.6) 


(7.2.5) 式 方 括号 中 的 第 一 项 对 应 于 (k” = ,k”=) 的 情况 ,而 方 括 号 中 第 二 项 
对 应 于 (k” = 有 ,k” = ) 的 情况 . 
(7.2.5) 式 右 方 可 改写 成 


和 (wk a ee ) (ow ai | )e™") 
+t (Dw a1))( Dw (lar 17))], 
再 利用 (7.1.20) 和 (7.2.21) 式 即 可 将 (7.2.5) 式 化 为 z 
(AZX1,t1) RT ,ty)) = 6 | GY (zxistisr,ts) | + PP. (7.2.7) 
并 可 写成 [利用 (7.1.23) 式 ] 
Axi Az2st2)) = | do| do To) Tw )e + PP, (7.2.8) 


其 中 r 由 (7.2.6) 式 确定 ,T 代表 (Kx ,1)) ,参见 (7.1.4) 式 . 
(7.2.7) 和 (7.2.8) 式 表明 ,对 于 稳 恒 的 偏振 混杂 光 , 强 度 关联 函数 完全 由 它 的 
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一 阶 相关 函数 Gm (zi ,ti ;zy ,ts) 或 I(w) 确 定 . 它 对 (zi ,ti) 和 (zs ,zs) 的 依赖 通 
过 单一 变数 r 来 表现 . 
到 此 为 止 ,我们 没有 对 频谱 I(w ) 的 形式 作 任何 假定 .对 于 洛 伦 效 谱 型 的 准 单 
色光 ,将 I(w) 用 (7.1.25) 式 代入 即 得 
〈. 允 了 ti Nz,t;)) = TP’(e”"™ +1). (7.2.9) 
用 (7.1.26a) 式 代入 (7.2.7) 式 自然 亦 得 出 同样 结果 . 按 (7.2.1) 式 下 文 所 述 , 上 式 
亦 即 


2 
GoO(r) = EP +1). (7.2.10) 


C 


对 于 高 斯 谱 型 ,利用 (7.1.27) 式 ,相应 的 结果 为 
Az i) Azt) = G07) = Fler TD (7.2.1) 
从 (7.2.9) 和 (7.2.11) 式 ,我 们 看 到 不 论 是 洛 伦 兹 谱 型 还 是 高 斯 谱 型 , 当 (zx1 ,1) 
=(z2,t2) 即 +=0 时 , 泥 杂 光 场 的 (了 ) 都 等 于 27? 即 2( 力 ,而 当 r 六 六 时 ， 


( 双 了 ai, 三) 双 za ,ts)) 阅 了 .后 一 结果 的 意义 比较 显然 , 它 说 明 当 r 很 大 时 ,上 述 准 
单 色光 的 zx1,i1) 与 多 x ,ts) 之 间 已 无 关联 .关联 时 间 同 样 是 (7.2.26) 式 下 文中 


说 的 相干 时 间 六 .前 一 结果 的 含义 是 :Kx ,i) 的 测量 值 有 涨 落 ,而 且 是 正 关联 的 ， 


即 第 一 次 测量 值 大 时 , 紧 接 着 的 第 二 次 测量 值 也 大 ;反之 第 一 次 测量 值 小 时 .第 二 
次 测量 值 也 小 ,导致 (了 ) 大 于 ( 仿 * 中 . 

这 样 , 稳 恒 的 \ 准 单 色 的 混杂 光 场 的 谱 宽 7 ,无论 从 一 阶 相关 函数 或 二 阶 相关 
函数 来 看 都 具有 相关 时 间 ( 或 称 相 干 时 间 , 关 联 时 间 ) 倒 数 的 意义 . 

仿照 一 阶 的 情况 ,我 们 定义 二 阶 相关 度 为 


2 G2 ( f 1 : i 1) 
(2) Pp / J C 1L1，2L235 过 11 之 272 
7 (Tt Tt Tt Xt) = 一. 
7 4 v T(Zziti)T(Czzt)TCZ1t1)TCZ2zt2) 
(7.2.12) 


在 (zx1t1)= (ziti),(zx2)= (zzts) 的 情况 下 ,yY 只 是 单 变量 r 的 函数 .对 于 洛 
伦 兹 谱 型 的 稳 恒 混杂 光 场 ,由 (7.2.10) 式 ， 

y(t)=e”"+1, (7.2.13a) 
而 对 高 斯 谱 型 情况 


@ 例如 4 取 两 个 值 3 和 1 的 情况 ,(Z) 一 士 (3+ 卫 )=5, 而 (从 =(33+) =4. 前 者 比 后 
者 大 . 
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yor)=e rr +1. (7.2.13b) 
图 7.2.2 所 示 的 Arrecki 等 的 实验 结果 与 (7.2.13) 式 符合 很 好 . 


yO (7) 


图 7.2.2 二 阶 相关 度 的 实验 值 与 理论 值 的 比较 
I .高 斯 型 混杂 光 场 . [ .相干 光 场 


对 于 严格 的 单 模 平 面 波 ,其 频率 取 单一 值 we ,从 而 Y=0( 关 联 时 间 趋 于 %)， 
相应 的 混杂 光 场 的 yx” (r) 将 恒 等 于 2. 
我 们 再 来 看 经 典 光学 中 的 平行 偏振 相干 光 场 , 它 对 应 于 (7.2.2) 式 中 所 有 的 
a; 都 取 确 定 值 ,从 而 E'm (xz,t) 为 一 个 确定 的 时 空 函 数 , 于 是 
GO (zxiti , T2t2 3 T1t1, TX2 t2) 
= EDO(rt)ED (rt )E (rt EE (rt) (7.2.14a) 
由 (7.2.12) 式 ,相应 的 二 阶 相 关 度 的 绝对 值 恒 为 1: 
| YH (riti,s rt riti, rty) |= 1. (7.2.14b) 
二 阶 相 关 度 或 者 强度 关联 度 (《Kzxiti) 久 zts))1T) 对 区 别 光 场 的 量子 统计 
性 质 有 着 重要 的 作用 . 例如 对 于 具有 确定 偏振 基 矢 的 单 模 光 场 ,如 上 广 所 述 ， 
yb | 都 等 于 1. 因 而 它 不 能 区 别 混杂 光 场 和 相干 光 场 .强度 关联 度 就 不 一 样 了 ,对 
于 单 模 混杂 光 , 从 (7.2.9) 式 可 以 得 出 0 


(多 Ziti) Kx2ts) TIT = 2， (7.2.15) 
而 对 于 单 模 相 干 光 场 ,由 (7.2.14) 式 可 得 出 i 
《: 允 iti ) Axat2) TI = 1. (7. 2. 16) 


这 表明 通过 强度 关联 测量 即 可 将 它们 区 别 开 来 . 
以 上 考虑 的 是 偏振 方向 为 固定 的 情况 . 如 果 偏 振 方向 不 固定 ， 则 (7.2.1) 式 应 


@ 注意 ,这 里 是 讨论 偏振 方向 固定 的 情况 ,否则 结果 会 不 同 参见 Mandel, Proc.Phys. 
Soc.81,1104(1963) ,或 Loudon,The Quantum Theory of Light, § 3.10. 
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推广 为 


(2) 
Gi (ziti ， TCT21> ;X11 ,2 ‘£» ) 


二 (E;™ (zi1t1)E;" (Za £2 ) EY (x1t1) Ey (x2t2)). (7.2.17) 


2. 光子 关联 测量 量子 相关 函数 


上 一 小 节 是 从 经 典 光学 的 角度 来 讨论 的 ,在 定义 量子 相关 函数 以 前 ,我 们 先 从 
光电 子 检测 的 角度 来 考察 光 强 的 关联 测量 . 

设想 用 ”个 全 同 的 单 原子 检测 器 分 别 置 于 xi ,x ，,…, x, 点 来 进行 关联 测量 ， 
光 场 仍 设 为 自由 场 . 每 个 检测 器 在 吸收 一 个 光子 时 即 产生 一 个 光电 子 , 情况 如 
$7.1 所 述 .我 们 现在 要 求 的 是 ,z 时 刻 每 个 检测 器 都 检测 到 光子 的 检测 率 .为 此 ， 
采用 $3.2 中 的 演化 算 符 U(z,0) 来 作 理论 计算 (下 式 中 的 总。 为 作用 图 象 中 的 算 
符 ): 


U (1,0) = y ji |， dt1*: | duT[Ha (1 ) Hs (ta) H(t)]. 
(7.2.18) 
在 这 n 个 检测 器 相距 为 宏观 距离 的 情况 下 ,它们 之 间 的 相互 影响 可 以 忽略 ,入 ,, 就 
是 各 个 原子 通过 跃迁 电 偶 极 矩 与 所 在 地 点 x 的 E 相 作 用 , 即 
lt) =— DRY,) :AD() + he. (7.2.19) 
站。(z) 第 一 项 代表 原子 吸收 一 个 光子 而 从 基态 跃迁 到 激发 态 ,并 将 记 作 间 #)(z)， 
这 样 在 最 低级 微 扰 中 ,吸收 ”个 光子 的 牙 迁 矩阵 元 (FT(z,0)1i》 只 有 一 项 : 
FO,0) 1 = i) a de TF A G2) A (4) 1 人， 
(7.2.20) 


将 HH0(z) = 一 Dh,) “ 49)(z) 代入 并 展开 后 , 共 得 出 n* 项 ,但 其 中 许多 
项 对 应 于 某 些 原子 多 次 吸收 光子 而 另 一 些 原子 不 吸收 光子 的 情况 .显然 ,这 些 项 对 
于 我 们 要 计算 的 概率 P, (z)( 每 个 原子 都 吸收 一 个 光子 的 概率 ) 无 贡献 . 真正 有 贡 
献 的 为 a" 中 的 n1 项 ,对 应 于 个 原子 分 别 出 现在 让 人 (zt,)… 自 4 (z) 中 位 置 的 
不 同 排列 .考虑 到 不 同时 刻 的 让 (z) 是 相互 对 易 的 (因为 自 () 中 所 含 光子 的 算 
符 只 是 吸收 算 符 ,而 且 是 在 作用 图 象 中 ) ， Wh 2.20) 式 中 的 编 时 算 符 下 可 以 除 


去 .这 样 n! 项 的 贡献 相同 ， 从 而 将 该 式 右 方 的 二 T 因子 消去 ,使 (了 | D(z,0) 1 让 只 
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有 下 面 (7.2.21) 式 右 方 所 示 的 一 项 .其 中 \R | 代表 系统 末 态 4f | 中 的 光 场 部 分 ， 
| RR) 代表 系统 初 态 | i) 中 的 光 场 部 分 ,各 个 原子 的 末 态 指标 分 别 为 51 ,pa2 ，…p。， 
原子 的 初 态 都 是 基态 a , fiw 为 第 1 个 原子 末 态 能 量 与 初 态 能 量 的 差 值 . 


FIOG0 1 = 5 (FE) dae) Yo 


. J2 ′ ”2 
ps, 


x | dts| ac]| ds, (R’ | EW (xit) EW (x2t2) 

E(x,t,) | R)eY, (7.2.21) 
上 式 中 的 jj 为 天 量 的 分 量 指标 ,各 个 万 都 要 从 1 到 3 求 和 . 

像 上 节 一 样 ,将 | 《f 1 U (z,0) 1 i) |? 对 所 有 的 光 场 末 态 | R') 求 和 ,再 利用 
》 ,1 R')《R” |= 1 就 得 出 z 时 刻 n 个 原子 分 别 路 迁 到 状态 2 ,65,,…,b 的 概率 
P 。…s 《zt) ,其 中 对 光 场 的 依赖 在 于 因子 
{as | dr] das) ae | ae x 
(R | EW (x1t1)EW (x2t2)" 
EO (xts) ED (x ) ED (x2t2) E(x,ta) | R). 

同上 节 相 似 ,在 光 场 为 准 单 色 光 ( 宽 度 为 7) ,原子 检测 器 是 各 向 同性 的 并 具有 宽 的 
频带 的 情况 下 , 取 测 量 时 间 + >> 过 ,并 对 原子 所 有 的 末 态 求 和 ,结果 得 出 


Po- (Pan 
(R | ED (xit) ED (x2t2) 
EO (xts) E(x) ED (x2t2) E(x,t,) | R) 
一 p(w)| dts| de] di,(R NY (x1t1) I (xoty) I (x,t, ) | R). 
(7.2.22) 
其 中 B(w) 为 上 节 定 义 的 检测 系数 [参见 (7.1.33) 式 下 及 (7.1.37) 式 ] ,NN 代表 正 
规 编 序 符号 ,w 为 准 单 色光 的 频率 , 风 x,t) 由 大 E(x,t)" 忆 (x,t) 定 义 . 
以 上 结果 可 推广 到 各 个 检测 器 的 检测 时 间 间 隔 彼 此 不 同 的 情况 .这 时 只 需 将 
t; 的 的 积分 限 从 统一 的 (0,t) 换 成 (0,1%). 
在 作 上 述 代 换 后 ,再 对 各 个 妈 ' 作 微 商 ,就 得 出 ” 重 符合 检测 率 
W(xitiyxtay Kt) = (wR | NY (x ) I (x2ts) I (x,t,) | R). 
(7.2.23) 
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多 ”didta…dzi 代表 各 个 检测 器 分 别 在 ti 到 zi 二 dii,ts 到 z+ dts,…t 到 
tf, + dt 时段 内 都 测 到 一 个 光子 的 概率 . (7.2.23) 式 表明 该 概率 正比 于 量子 强度 的 
相关 函数 .需要 指出 的 是 ,在 量子 强度 的 相关 函数 中 , 算 符 -K(xt ) 乘 积 的 前 面 有 正 
规 编 序 算 符 NN. 
以 上 讨论 并 说 明 ，HanburyBrown-Twiss 实验 所 给 出 的 实验 数据 
《 久 ziti) 久 zztz)) 应 等 于 量子 理论 中 的 (RIN 3(zxiti) 了 (zxztz)|R), 而 不 是 
(R|Y(z1t1) Hx2ts) |R). 
当 人 射 光 场 不 是 纯 态 而 是 统计 混合 态 的 时 候 , 像 上 节 一 样 只 需 用 密度 算 符 的 
迹 来 代替 对 态 |R) 的 平均 , 即 
W(xitiy xatas, Kata) = Pw)trlo NI(xiti) I (x2t2)°"* (xt )]. 
(7.2.24) 
从 上 述 讨论 我 们 看 到 , 光 强 关联 测量 确 是 与 杨 氏 干涉 实验 不 同 的 新 型 实验 , 它 
正比 于 多 个 光子 检测 中 的 关联 . 
当然 ,我 们 也 可 用 一 个 检测 器 来 作 关联 检测 ,这 时 xi = x =… 震 x ,W(ti， 
t2，… ,tt )dt1dt，…di, 代表 该 检测 器 在 三 一 三 +dti,to>t2+dt2 ,tot + dt 
都 检测 到 一 个 光子 的 概率 .值得 指出 的 是 ,在 这 里 我 们 并 不 过 问 : 在 ti + dt 一 己 ， 
t2+ dz- 一切 +di li 一 坟 等 区 间 内 是 和 否 也 可 能 检测 到 光子 . 因而 
W(t ,tz ，,…,zt,) 是 一 种 非 排 它 性 的 概率 密度 ,相应 的 测量 亦 称 为 单 举 性 关联 测 
量 .另外 还 有 一 种 排 它 性 的 概率 密度 ,相应 的 测量 称 为 遍 举 性 关联 测量 ,我们 将 在 
$7.4 中 加 以 讨论 . 
根据 以 上 讨论 ,我 们 定义 ” 阶 量子 相关 函数 为 


(n) 


7 (Xitis Kat2 ss Kntn SX1L1X2 ta" Xntn ) 
二 tr[p ED (xit) ED (x ta) 
ES (xsta ) ES xis) ES x3)" ED xis)]. (7.2.25) 
注意 到 上 式 中 电场 算 符 是 正规 排序 的 .因此 当 o 的 P 表示 存在 即 
p= | Eard oP la, 2, ,ai) | ailsyQ2) "sO a1 ,02s Op | (7.2.26) 
时 (其 中 | ai ,as,…, as) 代表 多 模 ( 共 个 模 ) 相 干 态 ) ,将 它 代 人 (7.2.25) 式 后 ,所 
给 出 的 结果 即 与 概率 密度 为 P(al ,… ,ai ) 的 经 典 n 阶 相关 函数 完全 一 致 . 
由 (7.2.24) 式 定义 的 n 重 符合 检测 率 与 “各 个 (xizti ) 等 于 (xjt; ) 时 ”的 G'" 成 
正比 : 


W(xit , X22, Xt, ) 
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一 p(w) (去 | GO (xit1s, Xntn Xit1 ,Xntn )- (7.2.27) 


其 中 G™ = >) Gp.jj 
仿 前 ,n 阶 量子 相关 度 定义 为 
(Xe 
CY GY (xt Xt X1tl, ,Xt ) 
= [| 7.2.28 
( 寺 | T(x1t1)°** T(xts) T(x1t1)°"" T(xX,t) ( ) 
在 单 模 场 情况 ， y' 对 时 空 坐标 的 依赖 可 以 分 出 来 . 设 模 函 数 为 e““*(x ,i), 则 有 
n (-) (+) / vv 和 人 ,入 1、 人 
(m) 一 8 Xi) (Hh) lvlp (a)"a"] 
“ 1 E "(xt,) 。 E(xti)e' (Xi ) "E£ er [tr(p aia)]" 


(7.2.29) 


于 是 在 偏振 方向 固定 的 情况 下 ， 
| 7 1= tr[o(at)ra]/[tro ata]”. (7.2.30) 
若 将 p= pw | m)《m“ | 代入 上 式 , 即 得 出 


| ye | = Dm(m 一 1)…(7a 一 7 十 1) pll Dj mpmm ]”. (7.2.31) 


因而 | 7" | 完全 由 p 的 对 角 元 或 光子 数 的 分 布 所 决定 . 

在 上 一 小 节 中 曾 按 经 典 理论 比较 了 稳 恒 的 单 模 混 杂 光 场 和 相干 光 场 在 
(zx11 和 =(z1t1),(z2ti)= (zz 如) 情况 下 的 二 阶 相关 度 Y (7). 量 子 理论 对 这 二 
个 y 中 (7) 计 算 的 结果 与 经 典 值 致 .这 里 再 补充 单 模 光 子 数 本 征 态 | a) 的 二 阶 相 
关 度 结果 ,这 种 态 是 经 典 理论 中 所 没有 的 .从 (7.2.30) 式 不 难得 出 其 结果 为 
1 
它 的 值 比 相干 态 的 值 还 要 小 , 当 n=1 时 甚至 为 零 .关于 这 一 结果 的 物理 意义 我 们 
将 在 下 节 中 讨论 ， 


$7.3 条 件 检测 率 ” 光 子 群 聚 及 反 群 聚 和 光子 计数 问题 
条 件 检测 率 是 指 在 特定 条 件 下 检测 到 光子 的 概率 ,通常 是 指 在 已 检测 到 一 个 


光子 或 几 个 光子 情况 下 再 次 检测 到 光子 的 概率 .因而 它 将 反映 两 次 被 检测 光子 之 
间 的 相关 性 .按照 这 种 检测 结果 可 把 上 述 光 场 分 别称 为 光子 群 从 态 、 随 机 分 布 态 和 


| yY2(t)1=1-— (7.2.32) 
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反 群 聚 态 忠 . 其 中 反 群 聚 性 是 特征 量子 光 场 才 可 能 具有 的 ,是 量子 光学 研究 的 主要 
诬 题 之 一 .我 们 将 结合 混杂 光 场 ,相干 光 场 和 光子 数 本 征 态 光 场 来 阐明 这 三 种 状态 
的 舍 义 .光子 数 的 统计 分 布 是 光 场 的 十 分 重要 的 性 质 ,在 本 节 中 我 们 还 将 对 光子 数 
分 布 的 测量 问题 进行 简要 的 讨论 . 


1. 条 件 检 测 率 


我 们 来 考察 一 个 检测 器 在 与 和 所 + r 两 个 时 刻 对 稳 恒 的 准 单 色 平 行 光 进 行 “ 符 
合 检测 ”, 并 假定 光 场 具有 固定 的 偏振 方向 .由 (7.2.27) 式 ,相应 的 二 重 检测 率 为 


WoO(t,tit+rt) = PF(w) 人 GO(r) (7.3.1) 


根据 上 节 的 说 明 , W(t ,二 +r)didtz 代表 该 检测 器 在 t; 附近 dt 时 间 内 
和 ti +t 附近 dzs 时 间 内 都 检测 到 一 个 光子 的 概率 .我 们 定义 二 重 的 条 件 检测 率 
(或 称 二 重 的 关联 检测 率 ) P2 (zr ;1 十 z) 如 下 : 

WO (tsti + rdiidts = [WO(t)da [PO (st + rdts], (7.3.2) 
其 中 Wm (zi ) 为 单 重 检测 率 亦 即 $7.1(7.1.38a) 式 所 定义 的 WW(z, ) (在 这 里 它 实 
际 为 一 常数 ). (7.3.2) 式 右 方 第 一 个 因子 W (zi)dzi 为 在 二 附近 Ai 时 间 内 检 
测 到 一 个 光子 的 概率 .第 二 个 因子 P(t ;ti +zr)dt 即 代 表 在 i, 时 间 已 检测 到 
一 个 光子 的 条 件 下 ,在 ti +r 附近 dt 时 间 内 又 检测 到 一 个 光子 的 概率 . 因此 
P(ti;ti+7T) 称 为 (二 阶 ) 条 件 检测 率 , 它 的 值 不 仅 与 第 二 次 检测 时 间 + r 相 
关 , 也 与 上 次 检测 时 间 i 有 关 . 按 (7.1.37)、(7.2.12) 式 有 


WY (zt1) = B(w)], G2 (rt) = 4 12 (1), (7.3.3) 


再 由 (7.3.1) 和 (7.3.2) 式 , 即 可 得 出 
P” (三 和 +r) = Blo)IyO(T) (= WO()7O(r))， (7.3.4) 
它 与 第 二 次 检测 时 刻 (如 + rz) 与 六 的 差 值 r 相关 ,因而 与 W (zi +zr) 不 同 [ 这 里 
所 研究 的 光 场 是 稳 恒 的 , W(t + rz) 就 等 于 B(o) 刀 .我 们 看 到 P2 (zi ;zi +zr) 中 
多 了 一 个 因子 “二 阶 相关 度 ”y (r). 当 二 阶 相关 度 Y(t) =1 时 如 相干 光 场 情 
况 ,P (ti;t1+7) 才 等 于 W(t+7) 即 8(w)T. 这 时 第 二 次 检测 结果 与 第 一 次 
检测 结果 没有 联系 . 
类 似 地 ,如 果 考 察 同一 个 检测 器 的 > 重 符合 检测 率 W'” (fi 二 Tt 十 (nn 一 1)7z), 在 
我 们 所 研究 的 稳 恒 光 场 情况 , 它 实际 与 t 无 关 , 只 与 差 值 = 及 nn 有关, 因而 可 记 作 页 (zr). 按 


@ ”这 并 不 是 一 种 严格 的 说 法 , 因 光 子 是 光 场 的 作用 量子 ,并 不 是 在 光束 中 分 布 的 粒子 .所 
谓 群 到 和 反 群 聚 等 实际 是 就 测量 的 结果 而 言 . 
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照 (7.2.27) 式 
WOw(r) = p"(w) (££) Gm(r)， (7.3.5a) 
我 们 同样 可 定义 ” 阶 条 件 检测 率 PP (三 ,三 +r…) 石 +( 一 1)zr) 为 
PY ptitetit (nom1)r) = Wr)/W” (rz). (7.3.5b) 


不 过 通 当 不 大 用 到 这 种 n >2 的 结果 . 
2. 混杂 光 场 的 高 阶 相关 函数 ”光子 群 聚 态 


为 描述 多 模 混 杂 光 场 ,我 们 用 {z} 表 示 各 个 模 光 子 数 的 集合 (ma zz，…， 
7 ,…). 于 是 稳 恒 的 多 模 混 杂 光 场 的 密度 算 符 可 表示 为 


p= 习 P(zh) 1 ia) 
= 2 Plnisn2s ns) ny) | 72》 | 13 入 《1 | hnz | (ns | *…, 
(7.3.6a) 
其 中 Pin1 为 各 个 模 的 几何 分 布 的 乘积 : 
"1) = I cir) (7.3.6b) 
此 密度 算 符 用 P 表示 为 
p= | talP(lal) 1 talel (7.3.7) 
其 中 下 la = la a ,而 
P({el) = JI ye (7.3.8) 


上 式 与 (7.2.3) 式 一 样 .在 这 里 (z 代表 光子 数 算 符 n, 的 期 望 值 . 由 (7.3.6) 和 
(7.3.8) 式 可 见 , 对 于 混杂 光 场 .只 要 知道 了 各 个 模 的 光子 数 的 期 望 值 ,就 可 以 完全 
确定 它 的 密度 算 符 .从 而 各 阶 的 量子 相关 函数 也 就 随 之 确定 . 

在 光 场 为 偏振 具有 固定 方向 的 平行 光 的 情况 ,各 个 模 由 它 的 频率 w 所 标定 . 
换 句 话说 模 指标 / 就 是 ,而 “给 定 (n,)” 相 当 于 给 定 强 度 的 频谱 1(w) .这样 ,偏振 
具有 固定 方向 的 平行 混杂 光 场 的 任意 阶 的 相关 函数 都 可 由 TI(w) 确 定 .其 G"” 的 
具体 函数 形式 由 Glauber 给 出 名 ,结果 如 下 : 


(n) / /7 / /7 / /7 
G ” (zitis Taty sr 1 at Tt ) 


QD Glauber,Phys.Rev.131,2766(1963). 
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= >， GV (zit1, XI TI1)G'Y (zt , X2 TT, )* “GV (zits , XaT, ), (7.3.9) 


{xX, TT] 
其 中 |X， TI} 二 (Xi Ti, XT,,*: ,XaT, ) 为 (ZX1ti, TC2t2, ， Tn i,  ) 的 各 种 可 能 排 
列 , 因 而 共有 n! 项 ,而 G4 可 由 I(w) 确 定 ,参见 (7.1.23) 式 . 

对 于 一 般 的 混杂 光 场 (偏振 方向 和 传播 方向 都 不 国定 ) ,相应 的 结果 为 


(n) 
Gj jy 六 太 到 (x1t1s X2t2 ss Knta SKIL1 ,XK2t2 nt ) 


三 > Ga (xit1, Xi Ti )GY 


1 > 
{J,X,T!} 
其 中 条 ,入 ,T 寺 (Xi Ti ,JaXX2 TT TD ) 为 (ji1x1t1 ,72X2t2，… ,jnxXntn) 的 各 种 可 能 排 
列 . 
下 面 来 看 最 重要 的 n =2 情况 .这 时 有 


2 ” 7 ” 7 
G' (zi Tt ;rT1t1, TX2ts) 


(xit2 ,KX2 T2) GH) (Xitns XaTs), (7.3.10) 


二 GV (ziti, riti) GY (zt, , T2t2) 
十 GV (riti, rst GY (zt, rit’). (7.3.11) 
由 于 稳 恒 混杂 光 场 各 个 模 是 互相 无 关 的 ,GW 只 是 zc 的 函数 [参见 (7.2.3) 式 上 ]， 
(7.3.11) 式 即 化 为 


(2) ” 7/ ” 7/ 
G” (ziti,z2t2;z1t1, X22) 


= GV(r)GV (ry) + GV (ri)G™ (ra), (7.3.12a) 
其 中 
t; = (ti—t;)— (x 一 21 ). (7.3.12b) 
如 果 考 虑 的 是 (x1t1)= (ziti)、(zx2iz)= (zzt) 的 特殊 情形 , 则 有 
ril = T= 0,rl =- TT, 
(7.3.13) 


c= (tt) -T(z -x1). 


于 是 G“ 将 只 是 zc 的 函数 ,并 可 表示 为 
GO(r) = GOD(0)2 + GD(r)GOD(-r) = GO(0) +I GV (Tr) 1. 
(7.3.14) 
在 写 最 后 一 个 等 式 时 ,利用 了 GO (一 +)= GO(r) .此 关系 式 从 G(r) 的 定义 
即 可 看 出 .上 式 与 经 典 理论 的 结果 (7.2.7) 式 一 致 ,经 典 的 (多 zx1t1) 风 zx2t2)) 对 应 
于 量子 理论 中 的 tr[ oN3(xi,t1) (x2 ,tz)]. 
从 (7.3.14) 式 得 出 相应 的 二 阶 相关 度 为 
xy2(r) =1+|l 7y (rr) 1. (7.3.15) 
(7.3.14) 与 (7.3.15) 式 与 经 典 的 结果 (7.2.7) 式 一 致 . 若 将 上 式 代入 (7.3.4) 式 , 即 
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得 混杂 光 场 的 二 阶 条 件 检测 率 为 
Po + 7r) = Bo)I( + YW (7) 1 ). (7.3.16) 
上 式 表明 对 频 宽 为 y 的 混杂 光 场 , 当 yr 大 时 , PY (三 ;二 +z) 接 近 于 8(o) TI 
W , 即 第 一 次 检测 对 于 第 二 次 已 无 影响 ,而 当 yr<<<1 时 ,P” (zi;t1+7) 接 近 于 
2Wo) ,表明 对 混杂 光 场 第 一 次 检测 到 光子 后 紧 接 着 再 检测 到 光子 的 概率 密度 增 
加 了 一 倍 . 
关于 ”为 一 般 值 的 情况 ,从 (7.3.9) 式 可 以 看 出 ,(7.3.5a) 式 中 的 G”(r) 在 
r=0 时 将 等 于 n! [G (0)]", 因 Go 中 所 含 的 2! 项 这 时 都 彼此 相等 并 等 于 
[GD(0)]". 这 样 PO,ti+Tt,tit+27t,…,t1+(n 一 1)r) 在 t=0 时 就 等 于 
nW , 即 这 种 情况 下 n 阶 条 件 检 测 率 比 一 般 检 测 率 W 大 了 售 . 而 当 t 一 % 
时 , Pt,ti+Tt,ti+27,…,t1+(n 一 1)zt) 如 所 预期 的 等 于 1, 即 后 面 的 检测 已 
与 前 面 的 检测 无 关 . 这 一 结果 用 形象 的 语言 来 说 ,就 是 在 混杂 光 场 中 ,光子 好 像 是 
成 群 出 现 的 ,因而 被 称 为 光子 的 群 聚 态 . 群 聚 态 的 特点 是 当 tr 一 0 时 PY (ti;ti+t 
rc)>> 仙 0 . 
根据 以 上 讨论 ,可 对 该 混杂 光 场 赋予 一 个 直观 图 象 : 即 在 作 系 综 平 均 以 前 , 它 
的 光 场 强度 随时 间 的 分 布 可 分 成 许多 关联 段 ,各 段 的 间隔 平均 值 为 1/Y. 有 的 段 
TI=0, 有 的 段 工 较 小 ,有 的 较 大 . 其 概率 分 布 为 P(T)<*e "“?, 即 1=0 的 概率 最 
大 , 随 着 I 的 增 大 而 指数 衰减 .整个 光 场 像 一 些 稀 散 参 差 的 波 包 .在 ti 时 刻 检测 到 
一 个 光子 ,相当 于 磁 上 了 一 个 较 强 的 波 包 , 于 是 紧 接 着 又 检测 到 光子 的 概率 就 大 于 
平均 概率 . 


3. 相干 光 场 ”光子 随机 分 布 态 


无 论 是 单 模 还 是 多 模 相干 光 场 , 它 的 任意 阶 相 关 函 数 都 具有 因子 化 乘积 的 形 
式 [ 见 下 面 (7.3.17) 式 ] ,因为 相干 光 场 的 态 矢量 是 E'* (xi ) 的 本 征 态 . 若 设 其 本 
征 值 为 (xi), 则 按 定义 其 n 阶 相关 函数 即 为 


Gy je (xitis Xat2s rs Katn XE, Kat ) 
= exiti)el (xata)"el ) (xatn)ey (xiti)ey (x2t2)°"ey (xata) 

(7.3.17) 

相干 态 的 这 种 性 质 使 它 与 经 典 的 纯 态 光 场 相似 . ” 重 检 测 率 这 时 形 如 

W™ = PICxit) Txt2a) Txts) = WO Ox) WY xt2) W'™ (xt ), 

(7.3.18) 

这 表明 这 n 次 检测 彼此 互 不 影响 , 即 互 不 关联 .于 是 n 阶 条 件 检测 率 就 等 于 普通 

的 检测 率 : 
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PC 到) (7.3.19) 

(7.3.17) 式 也 等 价 于 
7 (XI ya ;XI1t1,sX2t2 ut) 一 工 ， (7.3.20) 

这 表明 ,对 于 相干 光 场 ,光子 好 像 是 彼此 无 关 地 随机 分 布 在 光束 中 . 

下 面 来 看 光 场 不 是 通常 相干 态 而 是 其 本 征 值 ‘** (xi) 带 有 一 个 随机 相 因 子 
e” 的 状态 .这 种 状态 (E(xi)) =0, 如 果 9 具有 均匀 的 概率 分 布 .但 它 的 n 阶 相 
关 函 数 却 与 原来 的 纯 相 干 态 相 同 , 因为 将 (7.3.17) 式 中 的 el 了 (xt) 换 成 
erey "(xt). 将 ef (xt) 换 成 ex*el (xiz) 后 ,结果 并 不 变 . 以 上 情况 表明 ,光子 关 
联 测量 并 不 能 区 分 真正 的 相干 态 和 上 述 本 征 值 的 相 因 子 随机 取 值 的 相干 态 ( 它 实 
际 上 是 一 种 统计 混合 态 ) .从 物理 上 看 ,后 者 的 强度 仍 为 确定 的 函数 ,而 且 在 检测 原 

子 吸 收 光 子 后 ,其 状态 亦 不 改变 ,因而 n 重 检测 率 的 无 关联 性 得 以 保持 . 


4. 反 群 聚 光 场 和 幅 模 压缩 态 


如 前 所 述 , 群 聚 光 场 中 的 光子 间 ( 严 格 地 说 ,应 是 光子 检测 间 ) 具 有 正 关联 , 相 
于 态 光 场 中 光子 间 无 关联 .前 者 PO ( ,与 +r)1-o> WD, 按 (7.3.4) 式 也 就 是 
7™ (rt)1o>1. 后 者 PO (二 二 r) 总 等 于 机 上 , 即 y2(z)=1. 而 反 群 来 光 场 是 


指 其 光子 间 为 负 关 联 即 P2 (zt +zr)| < WO ,而 且 生 PO (三 二 rzr)| >0 


的 情况 . 此 条 件 也 就 是 2 (r)| .<1 而 且 所 7y2(z)|。。>1. 所 有 的 类 经 典 光 场 


都 满足 P(ti,ti+t)|,,o 宇 W ,因此 具有 负 关 联 的 一 定 是 特征 性 量子 光 场 (但 
肥 过 来 并 不 对 .有 些 特 征 性 量子 光 场 亦 具有 正 关联 ,参见 §7.5). 

有 反 群 从 光 场 的 一 个 例子 是 单个 原子 在 相干 光 激 励 下 所 发 的 共振 荧光 .我们 在 
3 6.3 中 曾 近 似 地 处 理 过 这 一 问题 . 较 准确 的 解 可 利用 主 方程 (6.4.29) 来 求 出 ( 令 
其 中 nr(w)=0). 在 稳 恒 状态 下 ,得 出 的 二 阶 相关 度 为 (参见 Carmichael and 
Walls, J. Phys. B,9,1199(1976) 或 Scully and Zubairy ,Quantum Optics ,ch10) : 


y(t)=1- e-47 (cosfr 十 也 方 sinDr) ， 


QV4l gl -7 (7.3.21) 
虽然 强 相干 光 (4| goa 1? >> 秃 六) 和 弱 相 干 光 (4|goal? < 攻 去 7) 情 况 下 ,7 中 (7) 
的 曲线 有 很 大 的 不 同 (参见 图 7.3.1) ,但 是 r*~>0 时 ,两 者 的 y2 (+) 都 趋 于 零 ,而 
且 丰 7Y”(7)1,-o 都 大 于 零 ( 亦 即 两 者 的 LP 中 (zi ,2 +)|,-。 都 大 于 零 ) 

单 原子 共振 荧光 的 反 群 聚 性 不 难 从 物理 上 得 到 理解 : 当 我 们 观测 到 该 原子 发 
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图 7.3.1 单 原子 共振 诡 光 的 二 阶 相干 度 


(a) 2 go 10 (b) go0) 0.1 
47 47 


出 的 一 个 光子 时 ,意味 着 它 已 跃迁 到 基态 , 紧 接 着 作 第 二 次 观测 ,其 概率 自然 为 零 ， 
因为 原子 还 来 不 及 被 激发 到 上 能 级 并 再 次 发 射 一 个 光子 . 当然 若 发 荧光 的 原子 不 
止 一 个 而 是 许多 个 ,情况 就 不 同 了 . 1977 年 单 原 子 共振 荧光 的 反 群 聚 性 已 为 实验 
所 证 实 (Kimble，Dagenais and Mandel, Phys. Rev. Lett. 39 ,691(1977) ,Dagengs 
and Mandel，Phys. Rev. A 18 ,2217(1978) ) . 对 量子 光学 来 说 ,这 有 一 定 的 重要 意 
义 , 因 为 经 典 光 学 无 法 对 它 解释 . 

具有 Y”“(r)<1 的 最 明显 的 状态 是 单 模 光 场 的 光子 数 本 征 态 .由 (7.2.32)， 


这 时 y2(zr) =1 一 二 ,与 无 关 .因此 它 虽 然 是 光子 间 的 负 关联 态 , 但 不 满足 


d 
于 7 (7) | .> 0， (7.3.22) 


因此 还 不 能 算是 真正 的 反 群 聚 光 场 . 
下 面 我 们 就 单 模 并 具有 固定 偏振 方向 的 光束 情况 来 考察 出 现 y ”<1 的 条 
件 .对 于 上 述 光 束 ,我 们 可 以 应 用 (7.2.30) ,于 是 得 出 0 
0) ,tp al) ea] _ (nl) —(n) ， (1)— (1) — (7n) 
7 | [tr(p aa)]? (ny)” 1 Cn)” | 
(7.3.23) 


@ (7.3.22) 和 (7.3.23) 式 中 的 Y(t) 都 与 + 无关. 从 而 当 tr 一 时 并 不 趋 于 1, 是 因为 
我 们 假定 了 光 场 是 严格 的 单 模 光 . 如 果 该 光 场 有 一 个 小 的 频谱 宽度 ,y2 (rz) 在 r 一 co 时 就 将 趋 
于 1. 请 比较 (7.2.15) 与 (7.2.9) 式 ,并 参见 (7.2.26b) 式 的 下 文 . 
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此 值 与 z 无 关 .上 式 中 (2 和 (22》 即 为 tr(oz) 和 tr(pz22) 的 简写 . 

我 们 知道 ,对 于 泊 松 分 布 ,《 和 2》 一 《4 = 《7), 因 而 可 以 把 (n?》 Cn)》?>《n) 
的 分 布 称 为 超 泊 松 分 布 ,把 (X?) -《n)? 之 《n) 的 分 布 称 为 亚 泊 松 分 布 . 这样， 
17 | >1 就 对 应 于 超 泊 松 分 布 ,17y2 1<1 就 对 应 于 亚 泊 松 分 布 . 

亚 泊 松 分 布 的 光 场 也 称 为 幅 模 压缩 态 光 场 .山本 (Yamamoto) 等 通过 压低 半 导 
体 激 光 器 的 抽 运 噪音 成 功 地 产 生出 了 幅 模 压缩 态 光 场 ( 见 Yamamoto, Machida and 
Nilson, Phys. Rev. A,34,4025(1986); Yamamoto and Machida, Phys. Rev. A， 
35,5114(1987)). 它 能 大 大 提高 光学 测量 的 精度 和 和 葵 载 更 大 量 的 信息 . 

最 后 再 就 单 模 光 场 情况 考察 群 聚 和 反 和 群 聚 性 与 P 表示 的 分 布 函 数 P(a) 的 行 
为 间 的 关系 .将 


0 = | EaP(a) | a) la | 
代入 《%)=tr(np) 和 《ze?)=tr(n*p) 式 中 ,并 令 U 三 |a|?, 即 得 
(N》 = | Fa | a PP(a) = (U), 


(m2) 一 |@aP(a)( | ata ata | w) = ea( x+lal)P(a) = (UT + (UU), 


(7.3.24) 

上 式 右 方 最 后 一 项 是 由 于 a 和 at 不 对 易 而 得 出 的 .于 是 有 
(HY) AY = UY UY + UAUY + (n). (7.3.25) 
(7.3.25) 式 表明 : (An 二 (n?) -《n》 包括 两 项 ,第 一 项 是 强度 (U= |al 为 相干 
光 场 的 无 量 纲 强度 ) 涨 落 所 贡献 的 (可 称 为 强度 涨 落 ) ,第 二 项 (n) 则 是 强度 确定 时 
(相当 于 $=|ao)《ao1) 光 子 数 的 涨 落 .这 是 “ 光 具 有 粒子 性 而 粒子 的 散布 又 具有 随 
机 性 ”的 结果 ( 散 粒 效应 ) , 故 可 称 为 散 粒 性 涨 落 , 犹 如 真空 管 中 阴 极 电 流 在 恒定 电 
压 下 仍 出 现 的 涨 落 ( 附 带 指出 ,导线 中 电子 的 “粒子 性 噪音 ?要 比 散 粒 噪音 小 , 因为 
电流 涨 落 可 形成 导体 中 电荷 积累 ,从 而 起 到 抑制 这 种 涨 落 的 作用 中 ,如 同 真空 管 中 

出 现 空间 电荷 的 情况 ). 

在 经 典 物理 学 中 ,(AU)? =《U)? 《UX 恒 为 正定 的 ( 宕 0), 于 是 (An) 应 恒 
大 于 (人 》, 即 yY2 (7z) 应 恒 大 于 (或 等 于 )1. 这 就 说 明了 经 典 概念 不 允许 出 现 反 群 到 


@ 若 在 半导体 激光 器 上 采用 高 内 阻 的 抽 运 源 ,可 较 强 地 抑制 抽 运 电流 的 涨 落 , 山 本 和 
Machida 就 是 采用 这 种 办 法 来 产生 幅 模 压缩 态 光 场 的 .半导体 激光 器 与 普通 激光 器 有 一 个 重要 
差别 , 那 就 是 普通 激光 器 的 抽 运 源 可 作为 库 , 它 不 受 激光 器 内 运作 的 影响 . 半导体 激光 器 则 不 
同 , 它 的 抽 运 源 与 激光 器 是 在 同一 个 电路 上 ,激光 器 内 发 生 的 过 程 如 电子 与 空 穴 的 复合 可 能 影 
响 抽 运 电流 . 抽 运 源 的 高 内 阻 可 以 抑制 这 种 影响 ,保持 电流 强度 的 稳定 . 
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出 的 AU 可 能 为 负 值 .例如 单 模 光子 数 本 征 态 , 按 (7.3.24) 式 计算 出 的 (AU) 就 
等 于 一 nn. 

由 此 可 见 , 对 单 模 光 场 , 当 P(a) 出 现 负 值 或 高 度 奇异 从 而 失去 意义 时 , 才 可 
能 出 现 反 群 聚 性 (这 时 ,区 分 强度 涨 落 和 散 粒 性 涨 落 已 无 意义 ). 这 种 光 场 如 $5S.4 
第 $ 小 节 所 述 ,属于 特征 性 量子 光 场 (通常 文献 中 简称 为 量子 光 场 ) .但 逆 命 题 并 不 
成 立 . 例 如 $7.5 中 所 讨论 的 相干 挤 压 态 也 是 一 种 特征 性 量子 光 场 ,但 它 不 一 定 是 
反 群 聚 的 . 


“5. 光子 计数 (photon counting) 问题 


过 去 人 们 常 把 光 场 的 方向 性 (平行 度 )、 谱 分 布 ( 单 色 性 )、 偏 振 性 和 光 强 度 看 作 
是 光 场 的 物理 要 素 . 其 至 在 激光 出 现 后 ,一 些 书籍 描写 它 的 特性 和 优点 也 只 强调 它 
的 平行 度 和 单 色 性 好 、 强 度 大 .通过 上 章 和 本 章 的 讨论 ,我 们 看 到 , 仅 把 方向 性 , 谱 
分 布 ,偏振 和 光 强 作为 光 场 的 物理 要 素 是 不 恰当 的 .例如 行 波 单 模 的 混 林 光 和 相干 
光 , 前 三 个 点 都 完全 一 样 (因为 是 同一 个 模 ) ,强度 也 可 以 做 到 相同 .但 它们 的 品质 
都 仍 有 很 大 的 差异 .理想 单 模 激 光 器 所 产生 的 光 场 ,在 抽 运 功率 ( 泵 浦 功率 ) 从 羡 值 
以 下 变 到 立 值 以 上 时 就 经 历 了 一 个 二 级 相 变 (在 忽略 自发 辐射 的 情况 下 ), 即 从 开 
始 出 现 单 模 准 相 干 光 ( 具 体 说 明 见 §5.5 第 6 小 节 ). 混 杂 光 与 准 相干 光 品 质 上 的 
差异 在 于 它们 的 相干 和 统计 性 质 的 不 同 .光子 数 分 布 就 是 其 中 一 个 重要 方面 . 

实验 上 可 以 测 出 稳 恒 光 场 的 光子 计数 的 分 布 .测量 时 采用 同一 曝光 时 间 了 ， 
进行 多 次 光子 计数 的 测量 .然后 对 结果 进行 统计 .问题 是 这 种 光子 计数 分 布 是 否 就 
等 于 该 光 场 的 光子 数 分 布 ? 上 曝光 时 间 的 长 短 对 结果 有 何 影 啊 ? 

首先 考察 频率 严格 为 w 的 单 模 光 场 . 先 看 相干 态 情况 

设 0 到 :时 间 内 检测 到 个 光子 的 概率 为 P,(z). 为 了 求 P,(z), 我 们 先 来 分 
析 上 + dz 时 刻 的 检测 分 布 P(t + di) 与 1t 时刻 的 检测 分 布 P, (z) 之 间 的 联系 . 当 
dt 足够 小 时 ,在 z 到 :+ di 期 间 内 检测 到 一 个 以 上 光子 的 概率 是 高 级 小 量 , 因 而 对 
于 t+dt 时 刻 共 测 到 个 光子 的 情况 只 需 考 虑 二 种 可 能 性 :一 是 在 0 到 z 时间 内 
检测 到 一 1 个 光子 ,在 1 到 :+dzt 时 间 内 又 检测 到 一 个 光子 ; 另 一 可 能 是 在 0 到 + 
时 间 内 已 检测 到 2” 个 光子 ,在 上 到 z+dz 时 间 内 未 检测 到 光子 .前 一 种 可 能 情况 的 

P,_1(t) W(t)di, 

其 中 W(z)dz 代表 zt 到 z+ dt 时 间 内 检测 到 一 个 光子 的 概率 .需要 指出 的 是 ,在 上 
式 中 第 二 个 因子 ,本 来 应 该 用 关联 检测 率 而 不 是 W(z), 只 是 因为 在 相干 态 情 况 ,z 


* ”由 于 讲课 时 间 限 制 ,这 一 小 节 内 容 只 简单 提 及 . 
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时 刻 光子 检测 的 概率 与 此 前 已 测 到 的 光子 的 情况 无 关 , 所 以 才 可 用 W(z). 这 一 结 
来 很 重要 ,否则 下 面 的 求解 无 法 进行 .第 二 种 可 能 情况 的 概率 应 即 为 
P,(i1)[1 — W(z)dz]. 
于 是 有 
P(t +di)= P(t W(t)dt + P,(z1)[1 — W(t)dz]. 
由 此 即 可 求 出 


SP,(D) =— WLP,() - Pa(t)]. (7.3.26) 


显然 ,上 式 只 对 n >0 才 成 立 . 当 n=0 时 ,上 式 右 方 只 有 第 一 项 , 再 利用 
(7.1.37) 式 即 得 


各 (0 =- W(D)Pi(D =- BOT)Po(t). (7.3.27) 
对 于 单 模 相 干 光 场 ,I 与 1 无 关 , 于 是 由 上 式 及 初 条 件 
Pu(0) =1. 
即 求 出 
P(t) = e HE, (7.3.28) 
接着 可 得 出 P1(z) 所 满足 的 方程 :将 上 式 代入 (7.3.26) 式 中 ,结果 为 
FP1(1) + Bw)IPi(z) = Bw)Ie ts. (7.3.29) 


这 是 一 个 非 齐 次 的 一 阶 方程 ,用 通常 的 解法 即 可 求 出 .结果 为 [ 初 条 件 应 为 P, (0) 
=0] 


Pi(1) = 8B(o) 下 ee&o) (7.3.30) 
仿 此 递 推 , 即 得 出 (8(w) 简 写成 B) 
P(t) = (Bl) "em. (7.3.31) 


这 样 , 当 我 们 在 0 到 时段 内 进行 大 量 的 光子 计数 测量 时 ,所 得 出 的 光子 数 
分 布 即 为 


Pln,T) = (BT)"e®. (7.3.32) 
从 (7.3.32) 式 不 难 求 出 在 这 段 时 间 内 光子 计数 的 平均 值 为 
(n(T)) = BIT， (7.3.33) 


于 是 (7.3.32) 式 又 可 表示 为 
P(n,T) = Cn(T))"e "nD. (7.3.34) 
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(7.3.32) 和 (7.3.34) 式 是 泊 松 分 布 ,与 相干 光 场 本 身 的 光子 数 分 布 相似 .只 是 
原来 的 |a| 被 替换 成 BT 二 (x(T)). 当 测 出 (n( 了 )) 时 即 可 定 出 1a|?. 因为 -人 


代表 相干 光 场 的 光子 数 密度 , 故 其 光 强 7 | wj. 于 是 


2 
la|l“ = 


(n(T)). (7.3.35) 


= gy 
其 次 来 看 单 模 混杂 光 场 .为 了 计算 相应 的 P(n,T) ,我 们 将 (7.3.32) 式 中 的 I 
换 成 KI 和 了 的 定义 见 (7.1.4 一 7.1.5) 式 ,对 于 相干 光 场 = 力 然 后 对 5 作 系 综 


平均 .从 混杂 光 场 的 P(a) = ye “可 得 出 J 的 系 综 分 布 为 0 


P(D = Fe (7.3.36) 
于 是 


p(n,T) = | (BIT)"e 人 P(WDds= edenys [Ts] ， 
(7.3.37) 
其 中 (TT)) 仍 由 (7.3.33) 式 所 示 . 上 式 给 出 的 Pln, 开 ) 为 几何 分 布 , 亦 与 混杂 
场 本 身 的 光子 数 分 布 相似 . 和 


(z(T)) 后 ,同样 可 通过 (2 ) = 有 一 《n(T)), 可 从 《n( 芽 )) 定 出 (n) [参见 


(7.3.35) 式 ] 
对 于 一 般 的 单 模 的 类 经 典 光 场 ,P( 少 为 正定 的 并 具有 好 的 行为 (其 奇异 性 不 
超过 5 函数 ) ,都 可 采用 下 述 公 式 来 计算 光子 计数 分 布 : 


p(n,T) = | P( (BIT)"e MT dS. (7.3.38) 


单 模 光 场 是 一 种 理想 的 情况 ,实际 中 常 遇 到 的 是 稳 恒 的 准 单 模 光 , 它 的 频率 不 
是 单一 的 值 we 而 是 在 wo 附近 有 一 个 分 布 ,如 (7.1.25) 式 所 示 . 该 分 布 的 详 宽 ( 半 


高 处 全 宽 ) 为 7 .我们 知道 二 > 代表 相干 时 间 (参见 (7. 1.26) 及 (7.2.11) 式 下 面 的 讨 


FT 


论 ). 不 难 想 到 , 当 计 数 时 间 TT 之 一 > 时 ， 计数 分 布 能 区 分 出 混杂 光 场 和 相干 光 场 ， 


4 _ lal da nd(|a|’)_ ds 2 nn) .日 2 
中 因 李 = 0 了 了 , 即 dc 等 于 一 df 于 是 得 出 Pla)d’ a= 


只 2 a ie 4IdEEP(Jd5 
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而 当 T 六 六 时 ,就 难以 区 分 了 , 因 前 者 的 计数 分 布 也 趋 于 泊 松 分 布 .下 面 就 来 作 


具体 的 说 明 . 
在 对 光 强 作 系 综 平均 之 前 ,(7.3.27) 式 中 的 T(z ) 实 应 为 Xi) (Xz) 为 系 综 平 
均 前 的 强度 ,(7.3.27) 式 讨论 的 是 单 模 相 干 光 , 1(z ) 就 是 i)), 亦 即 该 式 可 写成 


FPo(t) = - BAL) P(t). 


它 的 解 为 
Po(t) = e 多， (7.3.39) 
其 中 i) 代表 .4 在 0 到 之 间 的 时 间 平 均值 : 
Xz) = 了 | 人)dt， (7.3.40) 
重复 前 面 的 推算 过 程 , 即 得 出 0 到 T 时 间 计 数 的 已,(T) 为 
P,(T) = (BAT)T)"e DT (7.3.41) 


这 一 结果 是 对 确定 的 z) 求 出 的 ,对 不 同 光 场 要 用 不 同 的 系 综 作 平均 .对 于 准 单 
色相 干 光 场 , 它 的 宽度 常 由 于 场 强 EE 的 相 因 子 无 规 漂移 引起 的 ,因而 对 8 无 影响 


即 已 ( 肪 就 是 8 了 - 了). 对 于 混杂 光 场 , 当 T< 志 时 ， Jackman 和 Pike(J. Phys. A. 
ser. 2,1,128,1968) 得 出 
P(AT)) 于 ex， 
即 与 (7.3.36) 式 一 致 .于 是 P,(T) 作 系 综 平 均 后 , 仍 近 似 得 出 (7.3.37) 式 . 
如 果 工 六 六 ,Jackman 和 Pike 给 出 的 P(XT)) 为 


也 (用 = en. (7.3.42) 


其 中 KT) 已 简写 为 
当 7YT->oco 时 上 式 右 方 趋 于 3》(5- 了) ,在 此 情况 下 , P, ( 芽 ) 在 作 系 综 平均 后 的 
P(n, 丁 ) 仍 为 泊 松 分 布 


P(n,T) = | (BIT)"e PWG BT)"e ™. (7.3.43) 
此 结果 与 单 模 混杂 光 场 的 光子 数 分 布 完全 不 同 .物理 上 的 理解 是 ,在 这 样 长 的 时 间 
中 ,包含 许多 彼此 不 关联 的 小 时 段 (每 个 小 时 段 一 盖 )， 它们 之 间 的 随机 性 ,导致 了 
整个 时 段 上 光子 计数 的 泊 松 分 布 . 
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以 上 讨论 表明 , 当 我 们 要 通过 光子 计数 来 得 出 一 个 准 单 色 的 类 经 典 光 的 光子 
数 分 布 时 ,计数 的 时 段 工 应 取得 比 11y 小 @， 

下 面 再 来 看 特征 性 量子 光 场 的 情况 . 由 于 P(a) 不 存在 , 故 不 能 再 按 
三 十 (pzr)"eerp(3dy 来 求 P(n,T). 在 稳 便 光 场 情况 ,Kely 和 Kleinel 推 导 了 
一 个 普遍 性 公式 (Phys.Rev.136,A316,1964) , 它 既 适用 了 类 经 典 光 场 也 适用 于 量 
子 光 场 , 既 适用 于 单 模 也 适用 于 多 模 的 情况 ; 


P(n,T) = afp NT (pIT)"ee77], (7.3.44a) 
其 中 N 代表 正规 编 序 , 由 下 式 表示 : 
= 于 | 交会 C)(z) .f(z)dz. (7.3.44b) 


与 (7.3.38) 式 比较 ,我 们 看 到 除了 “ | P(A dJ 换 成 了 trb 以 及 4 换 成 了 Y 以 外 (这 


是 显然 的 ) ,就 是 在 量子 表达 式 (7.3.43) 中 要 加 上 正规 编 序 .这 种 经 典 一 量子 对 应 
关系 我 们 在 (7.2.23) 以 及 (7.2.24) 式 中 已 经 看 到 (并 参见 两 式 之 间 的 说 明 ). 对 于 
单 模 光 场 ,(7.3.44a) 式 可 以 约 化 为 


Pln,T)= tpNA(tata)"e |, €= BwT/V. (7.3.45) 
(上 述 & 的 表达 式 & = BhwcTIV 只 当 “T 不 太 大 、 检 测 概 率 随时 间 成 正比 ”的 情况 下 
才 成 立 ) 由 于 a 与 af 成 对 出 现 , 故 P(n,T) 只 与 密度 算 符 的 对 角 元 po,,, 相关 .将 

(7.3.45) 式 中 的 指数 因子 展开 成 才 级 数 即 得 

P(n,T) = > rm 人 (- 1)'( 冶 ) 人 m | (at) "a" | m). 
(7.3.46) 
由 此 可 以 得 出 z 

P(n,T) = DomCre (1 — £)”™™". (7.3.47) 


此 式 给 出 了 光子 计数 分 布 与 光子 数 分 布 ( 它 已 与 pw 相 联 系 ) 之 间 的 关系 ,适用 于 任何 
稳 恒 的 单 模 光 场 . 


对 于 单 模 相 干 光 场 , 若 其 光子 数 平均 值 为 元 , 则 pu =ie“, 于 是 (7.3.47) 式 
化 为 


@ ”这样 小 的 工 ,实行 起 来 比较 困难 . 实际 测量 中 取 < 和 时 , 即 可 判别 出 相干 光 和 混杂 
光 . 
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7 [n(1— 全- 


m 


p(n,T)- te 3 = )*e 


mn (m—n)! 


= 二 (所 )"e 5， (7.3.48) 


与 (7.3.34) 式 一 致 . 对 于 一 般 的 类 经 典 单 模 光 场 , 利 用 其 密度 算 符 的 已 表示 , 即 可 
将 (7.3.45) 式 化 为 


pln,T)= |daP(a)la I NDT(SA'd)"e St | a). (7.3.49) 


其 中 (a |N 二 ( 龟 14)"e “|a) 已 由 (7.3.48) 式 有 方 给 出 (只 需 令 其 中 元 


| ). 于 是 (7.3.49) 式 将 与 (7.3.38) 式 一 致 

下 面 再 看 特征 量子 光 场 ,这 时 光子 计数 分 布 P(n, 丁 ) 与 光子 数 分 布 ou 一般 
并 不 具有 相似 的 函数 形式 ,例如 对 于 光子 数 本 征 态 | no)( 它 的 合意 是 在 时 段 本 内 
进入 检 测 右 系统 的 光子 数 为 恒定 值 no). 此 态 的 光子 数 分 布 为 ou = Sm .而 由 
(7.3.47) 式 给 出 的 光子 计数 分 布 为 

Ce £m, 
p(T -| 当 nn 过 no 时 ， (7.3.50) 

它 与 pw 的 函数 形式 完全 不 一 致 .从 上 式 不 难看 出 只 当 6->1( 它 的 物理 意义 为 每 个 光 
子 都 被 检测 到 )P(n,T) 才 化 为 5。, 与 p,, 相 同 .这 一 结果 实际 上 从 (7.3.47) 式 即 可 
直接 得 出 : 当 一 1 时 ,(7.3.47) 式 就 化 为 oo (但 &=1 是 不 现实 的 ). (7.3.50) 
式 的 结 采 从 物理 上 也 容易 理解 . 由 于 不 是 每 个 光子 都 被 检测 到 , 故 no 个 光子 中 ， 
可 能 只 检测 到 no 一 1 个 ,或 no 一 2 个 ,等 等 .其 中 有 n(n 过 no) 个 光子 被 检测 到 而 
no 一 2 个 光子 未 被 检测 到 的 概率 就 等 于 “名 (1 一)%" 乘 上 它们 各 种 可 能 的 排序 
数目 Co ”. 

在 以 上 讨论 中 ,我 们 考虑 的 是 对 (统计 ) 稳 恒 的 行 波 光束 进行 光子 计数 检测 .如 
果 是 对 封闭 在 腔 内 光 场 的 检测 , 则 光 场 的 强度 将 因 检 测 而 不 断 减少 ,上 述 理论 将 需 
要 修正 .但 实际 中 这 种 情况 很 少 磁 到 . 我 们 不 再 讨论 . 有 兴趣 的 读者 可 参阅 
Mollow 论 文 :Phys.Rev.168,1896(1968). 另 见 Shepherd 论文 :Optica. Acta.28， 
567(1981) ,该 文 讨论 了 腔 内 场 不 是 自由 场 的 情况 . 

对 于 偏振 方向 固定 的 单 模 光 场 ,不 难 证 明 ; 可 以 通过 光子 计数 分 布 来 计算 
17™|. 由 (7.2.31) 式 ,这 时 


| y 2) | 三 Dn(n 一 1) pm ll > nom ], (7.3.51) 
而 从 (7.3.47) 式 可 以 证 明 上 式 可 以 化 成 
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| 7 1= Dnln — 1)P(n, DI SnPln, T)7. (7.3.52) 
具体 证 明 如 下 : 将 (7.3. 条 ) 式 代入 上 式 分 子 后 得 
De n(n—1)P(n,T)= Dp Ti (1 £)” "n(n — 1). 


由 于 求 和 》)》) 可 化 为 > 而 


i 


一 TD As (1- é)™ "n(n — 1) 


td 


2 ram 


= Em(m 一 3 es -A ， 
由 二 项 式 展开 公式 上 式 即 等 于 & nm- 1) .于 是 得 出 
Dnln - DP(n， T) = em(m -Dom。 (7.3.53) 
同样 可 以 化 出 
Dnpln, T) = ep， (7.3.54) 
这 样 就 证 明了 (7.3.51) 式 右 方 与 (7.3.52) 式 右 方 相等 


于 是 在 此 情况 下 我 们 可 以 采用 光子 计数 分 布 P(2 , 工 ) 来 代替 真正 的 光子 数 
分 布 p,, 来 计算 单 模 光 场 的 二 阶 相关 度 . 


”7.4 ”等 往 时 间 分 布 遍 举 多 重 检 测 和 随机 量子 轨迹 


在 上 一 节 中 我 们 通过 二 重 条 件 检测 率 P2 (zi ,ti + zt) 或 二 阶 相关 度 7 (7) 
[在 稳 恒 光 场 情况 两 者 成 正比 ,参见 (7.3.2) 式 ] 来 区 分 群 聚 性 、 随 机 分 布 性 和 反 群 
聚 性 光 场 .在 本 节 中 ,我 们 将 引信 另 一 个 量 “ 等 待 时 间 分 布 " 来 处 理 这 同一 个 问题 . 
它 能 使 我 们 对 这 三 类 光 场 有 更 多 的 认识 .所 谓 的 等 待 时 间 是 指 在 检测 到 一 个 光子 
后 ,要 等 竺 多 长 时 间 才 检测 到 第 二 个 光子 .此 时 间 值 一 般 是 一 个 随机 量 , 具 有 一 个 
分 布 . 

另外 ,我 们 在 $7.2 中 曾经 指出 ,由 (7.2.23) 式 定义 的 多 重复 合 检测 率 是 一 种 
非 排 它 性 的 检测 率 , 也 称 作 单 举 的 检测 率 .本 节 将 介绍 男 一 种 即 排 它 性 的 检测 率 ， 
也 就 是 遍 举 的 检测 率 , 以 及 相应 的 “ 遍 举 的 条 件 检测 率 ”. 等 待 时 间 分 布 即 与 一 阶 馆 
举 的 条 件 检测 率 相等 . 


* ”本 节 是 写 书 时 所 加 的 ,平常 讲课 讲 不 到 这 些 内 容 , 但 本 节 内 容 对 量子 光学 理论 工作 者 是 
重要 的 . 
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如 果 令 检测 常数 为 1, 遍 举 的 光子 检测 率 也 就 是 遍 举 的 光子 辐射 率 .通过 它 我 
们 可 以 得 出 辐射 系统 发 射 光 子 过 程 的 总 体面 貌 . 它 也 被 称 作 是 “系统 发 射 的 量子 罗 
迹 ”. 这 一 理论 并 为 我 们 提供 了 求解 辐射 系统 主 方程 的 一 种 有 力 的 数值 解法 . 


1. 等 待 时 间 分 布 


我 们 用 w(t1z) 代 表 “ 在 二 时 刻 检测 到 一 个 光子 后 等 待 了 时 间 r 才能 测 到 第 
二 个 光子 ”的 概率 密度 ( 指 单位 时 间 的 概率 ). 换 句 话 说 ,w(t|z)dr 代表 rt 到 z+ 
dt 时 间 内 (在 时 间 * 检测 到 第 一 个 光子 后 ) 首 次 检测 到 第 二 个 光子 的 概率 . 

对 于 稳 恒 的 光 场 ,w(t|i) 与 zt 的 具体 值 无 关 , 可 简写 成 w(t). 

我 们 先 来 看 单 模 相 干 光 场 的 w( +). 按照 $7.3 中 说 法 ,相干 光 场 具有 确定 的 
强度 ( 即 I= 男 ,因而 它 的 光子 数 涨 落 完全 是 散 粒 噪音 贡献 的 . 它 的 光子 被 测 到 具 
有 随机 性 .我 们 把 zt 到 zi +c 间隔 等 分 成 N 份 , 则 在 这 NN 个 小 间隔 (Az = zt/N) 中 都 
未 检测 到 光子 的 概率 就 是 (1 - B. 公 :) ,其 中 B 参 见 (7.1.37a) 式 .注意 只 有 在 光子 
被 测 到 的 事件 是 随机 发 生 的 , 即 每 次 检测 结果 不 受 以 前 检测 影响 的 情况 下 ,上述 表 
达 式 才 成 立 . 紧 接 着 在 1: +z 到 :+ z+ dr 期间 检 测 到 一 个 光子 的 概率 为 8B. 纪 tr, 于 


是 得 出 


zw(r)dr = (1 — BAAt) BAHT. (7.4.1) 
当 N 一 % ,At=T/N>0 时 , 即 得 出 稳 恒 单 模 相干 光 场 的 w(7) 为 
w(t) = BE, SJ=I. (7.4.2) 
由 此 式 不 难 求 出 平均 等 待 时 间 
i = | rw(r)dr = 1/85. (7.4.3) 


即 为 检测 率 的 倒数 . 

我 们 来 比较 ww(r) 与 二 重 符合 检测 率 PY (z,z+ zt). 后 者 对 于 相干 光 场 就 等 
于 B44 与 t+ 无关. 两 者 在 意义 上 的 差别 是 :后 者 不 去 管 在 t 到 :+z 之 间 是 否 能 检 
测 到 光子 、 以 及 能 检测 到 几 个 光子 ,而 w(7z) 则 不 同 , 它 要 求 在 zt 到 t+ 之 间 没 有 
检测 到 光子 (进行 了 监测 ,但 未 测 到 ) ,zt 愈 大 ,这 一 要 求实 现 傅 不易 ( 因 相干 光 场 中 


上 | | 上 | 119 光子 是 随机 出 现 的 ),(7.42) 式 右 方 的 因子 
t e 所 就 是 这 一 情况 的 体现 . 


| my 0) 下 面 再 来 看 稳 恒 的 单 模 群 聚 性 光 场 (如 混 
; 杂 光 场 ) 的 情况 . 与 相干 光 场 相 比 ,两 者 “检测 到 
光子 ”的 时 间 序 列 可 示意 性 地 比较 如 图 7.4.1. 
图 7.4.1 “检测 到 光子 ”的 时 间 序 列 yn、 Le、 9 AL 
(a) 单 模 相干 光 场 情况 ， 在 混杂 光 场 中 ,由 于 "光子 群 聚 性 ”, 当 上 时 
(b) 单 模 群 聚 光 场 情况 刻 检测 到 一 个 光子 后 , 紧 接 着 再 检测 到 光子 的 
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概率 增 大 , 换 句 话说 ,对 于 小 的 r* 值 ,混杂 光 场 ww(r) 的 值 将 比 相干 光 场 的 对 应 值 
大 .对 于 长 一 些 时 间 的 zt, 混杂 光 场 的 w(r) 将 变 得 比 相干 光 场 的 对 应 值 小 , 这 从 
图 7.4.1 即 可 看 出 . 至 于 更 长 时 间 的 行为 , 则 需要 通过 具体 的 计算 给 出 ( 见 下 文 
(7.4.11) 式 ). 计 算出 的 稳 恒 单 模 混 杂 光 场 的 w(t) 表 达 式 为 
28I 

(1 + BIr)™’ 
它 随 着 + 增加 而 持续 地 减 小 .对 于 相干 光 场 f= 了 ,于 
是 由 (7.4.2) 和 (7.4.4) 式 即 得 


tw ( 工 ) 相 二 
WW ( 工 ) 混 杂 


在 ==0 处 ,上 述 比 值 为 了 ,而 当 = 大 于 一 定 值 时 上 述 


比值 将 大 于 1,z 再 大 ， YOU( 工 ) 混 杂 又 变 得 比 UU ( 工 ) 相 干 大 ， 
但 这 时 两 者 的 值 都 已 其 小 ,参见 右 图 (图 7.4.2). 

对 于 反 群 聚 光 场 ,“ 检 测 到 光子 ”的 时 间 序 列 与 相 
干 光 场 的 相 比 ,规则 性 将 提高 , (参见 图 7.4.3) ,相应 z 

地 ,等 待 时 间 的 涨 落 将 减 小 .例如 单 原子 的 共振 荧光 ， | 

”如 7.3 第 4 小 节 所 述 ,就 是 反 群 至 光 场 , 它 的 等 待 、 四 7p 和 和 
时 间 就 是 分 布 在 某 个 时 间 zi 附近 ,成 为 一 个 蜂 状 ,如 从 到 相干 光 场 情史 一 
图 7.4.4 所 示 . 在 半导体 量子 光学 研究 中 通过 单 量子 
点 (犹如 一 个 巨型 人 工 原子 ) 的 共振 荧光 以 及 微 pn 结 上 的 库仑 阻塞 效应 ,都 可 产生 
反 群 聚 光 场 , 它 们 在 集成 光电 路 中 具有 重要 的 应 用 前 景 


w(t) = 


(7.4.4) 


= 于 (1+ Blr) ew (7.4.5) 


w(T) 


w(T) 


| ] ] ] | | (a) 
t 
(b) 
T 
图 7.4.3 “检测 到 光子 ”的 时 间 序 列 图 7.4.4 等待 时 间 的 概率 分 布 
(a) 单 模 相干 光 场 情况 ， 实 线 代表 反 群 聚 光 场 情况 


(b) 单 模 反 群 聚 光 场 情况 虚线 代表 相干 光 场 情况 
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2. 单 举 和 遍 举 的 多 重 检测 


在 $7.2 中 ,我 们 曾 给 出 ” 重 符合 检测 率 为 (参见 (7.2.23) 式 ) 
WO (t,t yt) = BANG (11)8 (12)°%8 (£,)) 


(EB) (EOI ED G2) ED ) EY)EY a)). (7.4.6) 


如 在 本 节 引 言 中 所 指出 的 ,这 是 一 种 单 举 性 的 检测 率 , 即 只 针对 zi ,ts,…,t 时 刻 
的 检测 而 言 ,而 不 去 管 其 他 时 间 是 否 会 检测 到 光子 . 

这 种 单 举 性 的 多 重 检测 率 比 较 容易 测定 ,因为 只 需要 在 ti ,ti，… ,ts 时 刻 将 
检测 器 开放 dz 时 间 , 求 出 在 这 2” 个 小 “时 段 "都 检测 到 一 个 光子 的 概率 (一 个 小 
“时 段 ? 内 检测 到 二 个 光子 的 概率 为 高 级 小 量 可 以 不 计 ) ,然后 再 除 以 (dt)” 即 得 . 
但 要 用 它 来 表示 光子 计数 分 布 , 则 结果 将 很 复杂 . 

现在 我 们 要 引入 一 种 遍 举 的 多 重 检测 率 P, (与 , 疡 如 开 坟 + 了 工 ]), 它 乘 上 
(dz )” 就 代表 在 [t,t + 工 ] 时 段 内 ,在 “ti 到 t+dt”、“zts 到 z+dt”,…、“t, 到 
ts + dt” 各 检测 到 一 个 光子 而 在 [z ,t+ 丁 ] 中 其 余 时 间 间 隔 都 未 检测 到 光子 (注意 : 
是 指 “ 检 测 了 , 但 未 检测 到 ”) 的 概率 . 这 种 遍 举 的 多 重 检测 率 与 光子 计数 分 布 
P(z,T)[ 如 果 光 场 不 是 稳 便 的 , 则 P(n, 丁 ) 应 写成 P(n,[z,t+ 丁 ])] 有 比较 简单 
的 关系 , 即 


t 十 个 ft 上 
PT) = | dt) dee) daP, titan tasltst + T]). 


(7.4.7) 

此 式 不 难 理解 , 因 zi 之 i 过 sa… 达 6, 故 ti 取 值 在 t 到 z 之 间 ,zs 的 取 值 在 t 到 

之 间 , 等 等 ,最 后 i 的 取 值 是 在 上 到 上 z+ 工 之 间 , 是 以 将 P(t ,…,t;[t,t+ 芽 ]) 
对 zt1 ,ts，… ,ts 积分 后 即 得 出 P(n, 丁 ). 

剩 下 的 问题 是 , 这 种 人 壳 举 的 多 重 检测 率 的 表达 式 是 什么 . Saleh 在 


Photonelectron Statistics 中 给 出 


” rytn nt 二 个 t+ 人 T 
P(tist2,"* ,ta;lt,t + T]) 一 > Eo| ds’| dt 
r=0 。 


| eCNZ C00) G27) (20)F C0)? (12)8 (1)) 


t+T 


= p'(N(el BO)Y (2)2 (£1)°$ (£1)). (7.4.8) 


其 中 ,9 (z) 如 前 所 述 即 为 万 Em (z)E? (zt),B 仍 代表 检测 系数 ,与 (7.4.6) 式 中 的 
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在 我 们 所 考虑 的 自由 光 场 情况 下 ,上 式 的 简单 论证 如 下 :首先 ,(7.4.7) 式 可 写成 
P(n,T) = A a dt] diP, (tts ;Lt,t + T)), 
而 (7.3.43) 式 可 推广 成 


1 t+T A t+T 入 . t+T A + 下 八 ,，,、,， 
P(n,T) 一 PN | Sf (zt )dz | 5S (a de""| 5S (zi)diiek (4 ). 


t 


两 相 比 较 , 即 得 出 P, (#1,ty ,ti;[t,t+ Tj) = PNS (£8 (£0) (Je Bf (ary . 
对 于 稳 恒 的 类 经 典 光 场 ,其 P 表示 为 行为 良好 的 正定 的 函数 ,了 的 概率 分 布 
P( 罗 可 由 P(a) 得 出 ,这 时 (7.4.8) 式 即 化 为 


Pp, (tt20° ots [t,t + T]) = p | PreMp(Ddg (7.4.9) 


同样 ,我 们 还 可 以 定义 遍 举 的 n 阶 条 件 检测 率 已 (三 ,zt2，… ,二 |z), 它 的 意义 
是 :在 t 时 刻 检测 到 一 个 光子 的 条 件 下 ,在 >ti+dt,toYtzo t+ di ,ttn 二 
dt 等 时 间 又 各 检测 到 一 个 光子 (而 在 其 余 中 间 时 有 段 皆 未 检测 到 光子 ) 的 概率 就 由 
P, (zi ,ts ，…,t,|t)(dt)" 表示 . 

总 结 起 来 ,我 们 共 引 进 了 三 个 概念 ,等 待 时 间 分 布 , 遍 举 的 多 重 检 测 率 和 遍 举 
的 n 阶 条 件 检 测 率 .实际 用 得 较 多 的 是 :等 待 时 间 分 布 w(t1i), 遍 举 的 二 重 检测 
率 P,(t,t+zt;[t,t+t]) 和 遍 举 的 一 阶 条 件 检 测 率 P(t + zt1z). 它 们 三 者 的 关 

w(t|1t)= Pi(t:+rt|1t)= P(t,t+rs[t,t + rt))/W(z) (7.4.10) 
其 中 WW(z) 由 (7.1.37a) 或 由 (7.4.6) 式 给 出 的 W'"”(z) 所 表示 . 

对 于 单 模 混杂 光 场 ,P( 罗 由 (7.3.6) 式 表示 ,于 是 按 (7.4.9) 式 

28 71? 
(1 十 BIr) 
(7.4.11) 


P(t,t+r;[t,t + rt]) = P| 界 e Fe ds = 
0 


再 由 WW= W' = BT 即 可 证 明 (7.4.4) 式 . 

对 于 单 模 相干 光 场 ,P(5) = 5(5 一 了) ,相应 的 P; (txz+ri[tt+zrl]) 就 等 于 
BRI?*e 下 ,由 此 得 出 的 w(zr) 与 (7.4.2) 式 一 致 . 

最 后 ,我 们 指出 若 BIT 为 一 小 量 则 可 令 e- 1 下 Yl 时 ,这 时 (7.48) 式 右 
方 近似 化 为 PCNS (zt ) 了 (1)…5(z1)), 于 是 P(t1,tz，…,ta;[t,t+r]) 将 近 
似 等 于 (7.4.6) 式 中 的 WW 中 (zi ,ts,…,z,). 在 通常 的 光子 计数 实验 中 ,BIT 多 为 
一 小 量 , 于 是 Py (t,tt+r;[t,tt+rt]) 守 WO (t,t+7T). 再 由 7 (t,t+7) 与 
Wo(z,ti+r) 的 关系 [参见 (7.2.28) 和 (7.2.29) 式 ], 即 得 出 


y(t +r) ~ wr). (7.4.12) 
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这 就 说 明了 ,在 有 些 实验 中 严格 说 来 测量 的 本 是 ww(r), 却 给 出 了 二 阶 相 关 度 
YY 2) . 

最 后 我 们 来 说 明 ， 如 雪 光 场 并 非 目 由 场 ， 而 是 与 原子 (或 相 它 辐射 源 ) 相 互 作用 着 的 场 ， 那么 
(7.4.8) 式 该 如 何 改 写 . 在 此 情况 下 ， 了 (1) 应 为 海 森 伯 算 符 ， 不 同时 间 的 了 (ti) 和 了 (z,) 是 不 可 
对 易 的 . (7.4.8) 式 中 的 正规 编 序 要 改 用 “正规 加 时 间 ” 编 序 . 它 的 定义 是 :首先 按 正规 编 序 把 所 
有 放射 算 符 (产生 算 符 ) 放 在 所 有 吸收 算 符 ( 沽 灭 算 符 ) 的 左面 ,其 次 ,在 放射 算 符 中 按时 间 先 后 
从 左 问 右 排列 (时 间 最 早 的 排 在 最 左边 ) ,而 放射 算 符 按 时 间 先 后 从 右 向 左 排列 (时 间 最 早 的 排 
在 最 右边 ). 我 们 将 用 前 后 两 个 :来 表示 这 种 编 序 即 (7.4.8) 式 需 改写 为 

P(t1,t2 ,tn ; [zt 十 T]) = Pp \: el Bf (Var 9 (如 ). (21)"° 5 (£1): ). 
(7.4.13) 
当然 ,我 们 也 可 将 上 式 右 方 写成 
(ee 
以 细致 显示 在 t; 时 刻 检测 到 光子 后 经 过 记 到 z,, 这 一 段 时 间 未 检测 到 光子 ,到 z,| 处 又 再 检测 
到 一 个 光子 ,……… 的 历史 过 程 

(7.4.13) 式 中 的 态 矢 量 为 总 场 的 状态 ,其 中 含有 自由 场 和 辐射 源 产 生 的 场 两 部 分 ,后 者 可 
用 辐射 源 的 算 符 表示 .我 们 把 海 森 伯 图 象 中 的 E‘*) (4) 表 为 人 (zt) + E(t) (1) 其 中 会 (:) 由 辐 
射 源 的 跃迁 算 符 来 表示 (好 比 推迟 解 那 样 ) ,而 EE*)(z) 为 解 E(t) 中 的 自由 场 部 分 . 

我 们 也 可 将 (7.4.13) 式 用 到 辐射 源 发 射 光子 的 检测 ,这 时 了 (z) 化 为 万 多 (全 (2)， 
从 而 只 含 辐射 源 算 符 . 

这 里 的 辐射 源 可 以 是 单纯 的 原子 分 子 , 也 可 以 是 像 激光 器 那样 既 包 括 原 子 分 子 也 包括 腔 
场 .在 后 一 人 情况， 辐射 源 放射 光子 也 就 是 激光 器 内 的 光子 透 过 腔 镜 的 外 淄 . 

如 令 pr 表示 系统 总 体 的 密度 算 符 , 则 (7.4.13) 式 可 以 写成 

P(tist2as "sta; [t,t + TI)= Pu: ej BAr)ar $ (£, ),- ,F(t1): oor] (7.4.14) 
其 中 符号 : :代表 “正规 加 时 间 " 编 序 . 


3. 密度 算 符 的 量子 随机 轨迹 解 


这 是 20 世纪 90 年 代 发 展 起 来 的 一 种 处 理 主 方程 的 方法 , 它 可 以 显示 一 个 开 
放 系 统 与 库 作 用 的 细致 过 程 . 它 还 可 以 将 量子 测量 做人 到 动力 学 理论 中 .这 时 ,一 
条 随机 量子 轨迹 即 与 一 个 实际 监测 过 程 相对 应 . 

在 本 小 节 中 ,我 们 将 对 这 种 理论 方法 作 简 单 介绍 中 ,并 以 发 光源 与 热 光 场 ( 库 ) 
作用 为 例 ,对 此 理论 方法 作 具 体 说 明 . 另外 要 指出 的 是 ,所 谓 的 发 光源 不 仅 是 指 原 
村 ,也 可 以 包括 激光 需 那 样 的 复杂 系统 . 

为 简明 起 见 ,下 面 将 nr 忽略 不 计 ( 实 际 上 对 于 可 见 光 频 w ,在 普通 温度 下 ， 


@ 有 兴趣 的 读者 可 参阅 Carmichael 的 书 An Open System Approach to Quantum Optics. 
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nr(w) 是 一 个 很 小 的 值 ,参见 $6.4 中 的 估计 ) ,于 是 在 薛 定 刘 图 象 中 , 主 方程 可 表 
示 为 


50 (= 一 于 LA,0 (2) -DAI+Bo oo (7.4.15) 


其 中 自 , 为 非 厄 米 哈密 顿 量 , 即 把 阻尼 项 包括 在 其 内 .vV B66 和 V B61 为 发 光源 的 路 
迁 算 符 (参见 (6.4.19) 式 ,其 中 发 光源 为 二 能 级 原子 ,6 和 b+ 对 应 于 o_ 和 o,) 
(7.4.15) 式 右 方 最 后 一 致 即 为 禺 缩 项 . 

于 是 在 经 过 At 时 间 后 , o 的 改变 为 


Ap (1) =— [(AAt)p (1) = (2) (Pi,At)] + B(G YA) (t) (bY Az). 
(7.4.16) 


由 此 可 兄 ,个 ,和 站 ,所 起 的 作用 与 Az 成 正比 ,而 十 缩 / Bb 和 V Bb1 的 作用 与 V Az 
成 正比 ,后 者 同 无 规 行走 的 结果 相 类 似 , 是 一 种 随机 的 行为 , (这 一 特点 ,在 
(6.4.20) 式 下 已 经 讲 到 过 . 由 于 这 里 的 需要 而 再 次 指明 ) ,因此 在 o(z) 的 解 中 ,我 
们 将 对 站 ,所 引起 的 演化 和 /382 所 引起 的 声 缩 作 不 同 的 处 理 . 

下 面 形式 地 引入 两 个 超 算 符 和 和 《， 它们 作用 到 o 上 的 规则 为 


~ 人 人 人 (7.4.17) 
60o= Bopo 
了 
0 (1) =-— 二 全 To (i)+E p(t) (7.4.18) 
它 的 解 可 形式 上 写成 
0 (1) = etret + p(0). (7.4.19) 


由 于 韦 缩 作用 的 随机 性 ,我 们 把 e? 分 成 许多 小 段 e 和 ws:(1+ CAz) 的 乘积 ,再 
将 它们 以 各 种 可 能 的 方式 插 到 e- 下 ?$5- 中 间 . 在 将 各 个 (1+ CAzt) 项 展开 后 ,就 
得 出 
0 (1) = > [af di dire el es) 


ete eit (0). (7.4.20) 

在 上 式 中 , 韦 缩 发 生 的 次 数 包 括 0,1,2,… ,发 生 的 时 间 以 各 种 可 能 的 分 布 出 现在 
0 一 :的 间 隅 内 . 

(7.4.20) 式 中 的 坪 缩 算 符 使 发 光源 的 状态 发 生 跃 变 ,对 应 于 光子 的 发 射 ( 我 们 
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已 取 nr =0, 因 而 发 光源 吸收 光子 的 可 能 已 经 略 去 ) ,而 e -证 -5 代表 二 ,到 
时 段 内 的 无 发 射 演 化 (既然 没有 发 射 ,为 何 发 光源 还 会 出 现 有 阻尼 的 演化 ?关于 这 
个 问题 我 们 将 在 后 面 回答 ) .这样 ,(7.4.20) 式 右 方 的 每 一 项 就 代表 发 光源 放射 光 
子 的 一 个 可 能 轨迹 .对 所 有 可 能 的 演化 轨迹 求 和 就 给 出 从 o(0) 到 o(z) 的 变化 过 
程 . 

如 果 要 考虑 的 是 遍 举 的 监测 过 程 ,只 要 把 (7.4.20) 式 中 所 有 的 2 乘 上 一 个 检 
测 效率 因子 即 可 .于 是 (7.4.20) 式 也 代表 检测 效率 为 100% 的 监测 过 程 . 

(7.4.20) 式 是 把 p(z) 展 开 为 各 种 可 能 的 量子 轨迹 的 和 . 下面 我 们 要 将 6(z) 

表 为 许多 随机 量子 轨迹 的 平均 . 

由 于 从 求 和 转 到 了 统计 平均 , 故 每 条 随机 量子 轨迹 在 每 个 时 刻 , 5 都 应 满足 归 
一 化 的 要 求 .在 数学 上 ,上 述 转化 也 就 是 通过 蒙特 卡 洛 方法 来 处 理 (7.4.20) 式 中 的 
求 和 . 

在 每 条 随机 量子 轨迹 中 ,放射 光子 的 数目 和 时 间 都 不 是 设 定 的 ,而 是 在 计算 过 
程 中 随机 定 出 的 .我 们 用 p,(z) 来 表示 每 一 个 这 样 得 出 的 结果 ,然后 对 许多 个 6. 
来 计算 物理 量 的 平均 值 . p。(z) 的 具体 计算 如 下 : 

把 时 段 [0, 妇 分 成 许多 小 间隔 . 对 于 每 个 小 间隔 (z ,z ,1 ) ,0o。 的 演化 都 有 两 种 
可 能 ,一 种 是 “无 放射 演化 ,这 时 


Petit1) 一 ae Tsp (z,) 一 ae 


其 中 w 代表 归 一 化 常数 ， 


八 
H 


m0 (ttlns, (7.4.21) 


a = [tr(e eso.())]. (7.4.22) 
另 一 种 是 “放射 "演化 , 它 可 表 为 
peltin) = a pls) = afBb p(t,)b!, (7.4.23) 


其 中 a 同样 代表 归 一 化 常数 . 

为 了 确定 在 某 个 小 间隔 At 内 发 生 哪 一 种 演化 ,我 们 先 来 计算 在 该 小 间隔 
(zt 一 志 141) 内 发 射 光子 的 概率 p, .根据 主 方程 中 超 算 符 2 的 意义 ， 

p; = tr[6é p(t,)]Az, (7.4.24) 

其 中 Az 要 取得 足够 小 ,使 p; <1, 然 后 我 们 产生 一 个 随机 数 >, 它 以 均匀 的 概率 分 
布 在 [0,1] 间 隔 内 .如 果 产 生出 的 < p, ,我 们 就 选择 放射 演化 ,而 若 + > 请 则 选取 
无 发 射 演化 .这 样 两 者 发 生 的 概率 比值 就 是 p./(1 一 p,). 

按 此 办 法 ,从 o.(0) = po(0) 开 始 , 一 小 段 一 小 段 地 演化 下 去 ,就 可 求 出 整个 一 
条 随机 量子 轨迹 .对 于 一 个 问题 通常 需要 计算 数 百 条 这 样 的 轨迹 ,然后 用 每 条 轨迹 
来 计算 所 需要 的 物理 量 ,再 对 所 有 的 轨迹 平均 . 
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如 果 初 始 时 ,发 光源 的 密度 算 符 可 表 为 因子 化 的 形式 , 即 
p.(0) =1 y(0))(y(0) 1， (7.4.25) 
那么 无 论 是 放射 演化 (7.4.21) 还 是 无 放射 演化 (7.4.23), po,(z) 都 将 保持 这 种 因 
子 化 的 形式 , 即 
0.(t) =1 yg() 1. (7.4.26) 
于 是 我 们 可 以 用 计算 1y(z)) 来 代替 计算 o,. 1y(z)) 的 每 一 步 演 化 即 由 无 放射 型 
演化 


1 0)》 = Varela | yg(z,)) (7.4.27) 
或 放射 型 演化 
| gt)) = Va Bo yz,)) (7.4.28) 


来 实现 .两 次 相 邻 的 放射 演化 间 的 时 差 即 为 放射 的 等 待 时 间 , 由 此 可 以 求 出 等 待 时 
间 的 分 布 .这 也 是 随机 量子 轨迹 方法 的 一 个 优点 . 
最 后 来 看 一 个 简单 例子 :一 个 二 能 级 原子 的 自发 辐射 . 由 (6.4.18) 和 
(6.4.20) 式 ,这 时 
让 = 入, - Yn， 
(7.4.29) 
VBb=VYo. . 
其 中 n, 为 上 能 级 布 居 数 算 符 .如 果 取 原子 上 、 下 能 级 中 点 为 能 量 原点 , 则 寿 , 可 表 
为 元 io0s ,而 2 可 表 为 5, 5 ,原子 初 态 设 为 


| WO)》= c1(0) 11) +c(0) 12) (7.4.30) 
在 此 例子 中 ,整个 过 程 至 多 只 能 出 现 一 次 志 缩 ,因为 雪 缩 算 符 作 用 到 |2，〉 上 得 出 
V 711) ,再 作用 一 次 就 等 于 零 . 因 此 在 |y(z)) 达 到 |1) 时 ,演化 即 中 止 . 
如 果 在 某 个 随机 量子 轨迹 中 ,直到 上 时 刻 尚未 发 生 志 缩 , 则 由 (7.4.27) 和 
(7.4.29) 式 ,|y(z)) 将 为 
| g(2)) = a(t) [es (Od | 1) + co (0)e 33 | 2)], (7.4.31) 


其 中 a(z) 为 归 一 化 常数 .在 下 一 个 时 段 (: ,t+ Az) 发 生 坪 缩 的 概率 按 (7.4.24) 计 
算 的 结果 为 


2 —Y 
p(t) =1 a(z) [2 1 c2(0) 12erzyAt = oO Le ya. 


| c1(0) I|* +| c,(0) |*e 
(7.4.32) 
如 果 c1(0)=0, 即 初始 时 原子 处 在 激发 态 , 则 p(z) 恒 等 于 yAz ,为 一 个 与 i 无 关 
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的 常数 .继续 演化 下 去 ,总 会 发 生境 缩 .发 生 切 缩 后 演化 就 此 终止 .如 果 ci(0) 元 0， 
则 开始 时 莘 缩 概率 就 比 YAt 小 一 个 百分比 70) 人 -70jTz, 隧 着 + 的 增 大 , 按 
(7.4.32) 式 发 生境 缩 的 概率 还 将 愈 来 愈 小 并 趋 于 零 .车 到 z 很 大 时 还 未 发 生 藤 缩 ， 
很 可 能 继续 演化 下 去 再 也 不 会 出 现 十 缩 .这 种 情况 意味 着 当初 原子 实际 上 是 在 
1). 出 现 这 种 情况 的 概率 应 等 于 |c(0) |?, 这 样 才 与 (7.4.30) 式 相 洽 ， 

读者 或 许 会 感到 奇怪 :没有 发 生 十 缩 ,原子 状态 如 何 会 变 到 基 太 11) 呢 ?回答 
是 :“ 未 检测 到 光子 "也 构成 对 原子 状态 某 种 检测 . 虽然 这 种 检测 不 是 直接 的 ,不 能 
明确 判定 原子 的 能 级 是 在 |1) 还 吓 在 |2) ,但 会 改变 它们 的 概率 分 布 .(7.4.31) 就 是 
这 一 结果 的 显示 . 若 这 种 检测 结果 持续 地 发 生 下 去 ,原子 状态 就 逐渐 地 明确 为 基态 
1 


从 以 上 讨论 我 们 清楚 地 看 到 e iu 的 衰减 项 (e-27"2) 在 处 理 过 程 中 的 作 
用 : 它 体现 了 "发光 检测 但 未 测 到 光子 "的 结果 对 原子 状态 的 改变 . 换 名 话说 ,对 发 
射 光子 的 检测 ,无 论 是 ` 测 到 "还 是 “未 测 到 ”都 会 改变 原子 的 状态 ,只 不 过 一 个 是 突 
变 ， 一 个 是 渐变 . 

在 研究 茶 些 更 复杂 的 系统 如 激光 器 时 ,不 仅 有 与 腔 内 光 场 (输出 相应 的 ) 博 缩 ， 
还 有 与 原子 能 级 的 弛 殉 或 抽 运 所 相应 的 状态 场 缩 (如 原子 主 方程 中 所 出 现 的 ), 有 
关 情 况 可 参见 附录 G. 


“8$7.5 光 场 的 正 交 挤 压 相干 态 


人 类 所 使 用 的 光 场 长 期 以 来 (直到 激光 出 现 以 前 ) 都 是 混杂 光 场 , 它 是 由 大 量 
的 原子 (分 子 ) 或 发 光 中 心 互 相 独 立地 发 出 的 光 , 如 热 光 , 固体 的 荧光 或 磷 光 ,气体 
放电 发 光 等 等 .激光 的 出 现 ,突破 了 混杂 光 场 的 局 限 ,进入 到 相干 光 场 的 范围 ,使 光 
学 获得 新 的 发 展 .但 无 论 是 混杂 光 场 还 是 相干 光 场 都 还 没有 脱离 类 经 典 光 场 的 领 
域 ,它们 的 密度 算 符 的 P 表示 是 正定 的 . 随 着 量子 光学 的 进一步 发 展 ,人 们 又 开始 
了 对 特征 性 量子 光 场 的 探索 . 挤 压 态 (squeezed state) 光 场 就 是 近 十 多 年 来 受到 重 
视 的 一 种 特征 性 量子 光 场 . 它 又 分 正 交 挤 压 态 (或 正 交 分 量 挤 压 态 ) 和 振幅 挤 压 态 . 
它们 可 以 用 来 进行 超 高 精度 的 光学 测量 (例如 探测 引力 波 ) ,或 扩大 光 信 息 的 荷 
- 载 容量 . 它 的 一 个 重大 缺点 是 ,在 与 周围 环境 接触 中 ,其 特有 品质 易 受 到 破坏 .本 节 
将 对 相干 正 交 挤 压 态 的 性 质 作 简要 介绍 . 


* ”由 于 授课 时 间 限 制 ,通常 只 讲 本 节 的 第 一 小 节 . 
@ 例如 见 C.M. Caves,Phys. Rev. D23,1693(1981). 
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1. 挤 压 态 的 物理 意义 EO 


在 $5.2 第 4 小 节 中 ,我 们 曾 提 到 ,( 单 模 ) 
相干 态 光 场 相当 于 “ 带 有 零点 振动 不 确定 度 ” 的 《4 、 A 


经 典 光 波 . 我 们 可 以 形象 地 用 一 根 模 糊 的 粗 线 化 入 Ry 


在 经 典 光学 中 ,如 果 将 光 场 振幅 a 的 实 部 > 
和 虚 部 a 和 a, 来 表示 , 则 在 a; 一 a, 平面 中 ， 
一 个 单 模 相 于 光 场 可 用 一 个 点 来 表示 .而 在 量 图 7.5.1 单 模 相干 态 光 场 的 E(t) 
子 光学 中 一 个 相干 光 场 在 类 似 的 图 中 则 要 用 一 图 中 垂直 虚线 的 长 度 代 表 AE(:), 它 
个 圆 兽 来 表示 即 a, 和 w 的 取 值 有 一 个 范围 的 天 全 了 大头 
这 是 因为 wa; 与 a; 不 对 易 , 不 可 能 有 它们 的 本 征 值 (a, 和 a, ) 都 确定 的 状态 . Q， 与 
42 与 吸收 算 符 < 的 关系 为 


Qi = (4+ QH)， a = 却 (2- 41). (7.5.1) 
亦 即 
a = a 十 ia,, a 一 a 一 ia, . (7.5.2) 


不 难 证 实 a 和 a, 是 互相 不 对 易 的 ,它们 之 间 的 对 易 子 为 
^ 人 1 . 
[ai1,a2] = 万 让， (7.5.3) 
于 是 在 任 一 状态 中 它们 的 不 确定 度 Aa; =V (a?) 一 (a 和 Aa, = 《a2) (a,》 
满足 下 述 测 不 准 关 系 : 
(Aa1) (Aa,) > 了 了. (7.5.4) 


相干 态 是 具有 最 小 测 不 准 度 乘积 (Aai ) (Aas ) 而 且 Aai 与 
Au2 相等 的 态 , 因 此 对 于 相干 态 有 


乡 Aa!l = Aa, = (7.5.5) 


C2 


Ci 


在 wi -es 图 中 ,这 一 不 确定 度 就 对 应 于 半径 为 方 的 小 圆 斑 ， 


图 7.5.2 在 “ro 如 图 7.5.2 所 示 . ci,os 的 不 确定 性 在 光 信息 中 表现 为 量子 
六 面 中 图 未 的 相 十 态 ”噪音 . 它 是 一 种 比 热 噪音 大 得 多 的 噪音 ,因为 它 相当 半 个 光 


子 能 量 的 涨 落 ,而 在 光 频 情况 ,本 jw 要 比 热 噪音 AT(T 为 室温 ) 大 得 多 .这 样 在 消 
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除了 环境 和 线路 产生 的 其 他 噪音 之 后 ,量子 噪音 问题 将 变 得 突出 起 来 
为 了 减少 量子 噪音 ,人 们 考虑 这 样 的 光 场 , 它 在 a - oa 平面 不 同 的 方向 具有 
不 同 的 不 确定 度 ,其 最 小 值 ( 设 位 于 8 方向 )Aas 比 地 小 ,而 最 大 值 Aar (位 于 与 5 


相 垂直 的 工 方向 ) 比 元 大 ,使 AasAa 之 二 仍 成 立 .这 种 态 的 不 确定 度 在 a1 - oz 平 


面 中 将 由 一 个 扁 圆 疯 表示 ,参见 图 7.5.3 并 称 为 正 交 挤 压 态 光 场 0. 
本 节 要 介绍 的 正 交 挤 压 相干 态 光 场 是 一 种 特定 的 正 交 挤 压 态 . 它 是 一 个 单 模 
纯 态 (具有 确定 频率 ) ,在 任何 时 刻 都 保持 最 小 测 不 准 度 乘积 ;Aas A = 地 
由 于 wi 一 a 平面 中 的 每 一 点 将 以 同样 的 角速度 
作 圆周 运动 ,因而 扇 圆 并 的 短 轴 方向 和 长 轴 方 向 会 随 
着 时 间 而 旋转 ( 遍 圆 斑 的 形状 并 不 变 , 只 是 方位 在 旋 
转 ) .这样 ,有 物理 意义 的 是 压缩 方向 ( 即 短 轴 方 向 ) 与 
中 心 方向 (从 原点 到 中 心 点 的 方向 ) 间 的 夹 角 y,y 的 
” 值 不 随时 间 改变 . 当 y=0 或 也 时 ,我 们 称 为 正 挤 压 ， 
图 7.5.3 在 ai-az 平面 中 的 “参见 图 7.5.3， 


正 交 挤 压 相干 态 为 了 对 正 交 挤 压 相干 态 光 场 有 一 个 直观 的 印象 ， 
我 们 来 看 它 所 对 应 的 矢 势 和 电场 随时 间 的 变化 , 矢 势 
A 和 电场 E 用 随机 数 a 表示 出 来 即 为 
At) =A/ HE [a(t) +a (1)] = NE (ae + orgw) = WE Re(ae™), 
E(1) = Lal) -a (0 = WE ae ad") = Im(ae™). 
(7.5.6) 


按照 上 式 ,A 和 像 a 一 样 亦 为 随机 数 . 如 后 面 第 三 小 节 所 述 , 大 体 上 说 a(z) 分 布 
在 一 个 扇 圆 斑 内 . 此 扇 圆 斑 中心 在 转动 ((7.5.6) 式 中 的 因子 e。“ 即 表示 这 一 转 
动 ) ,方位 亦 随 时 间 在 变化 (例如 若 上 = 0 时 扁 圆 班 中 心 在 w; 轴 上 ,其 长 轴 与 w; 轴 
垂直 , 则 在 1/4 周期 后 ,该 扇 圆 斑 中 心 转 到 a, 轴 上 时 ,其 长 轴 将 变 得 与 a, 轴 平 
行 ). 除 了 市 量 纲 的 系数 以 外 ,A 由 上 述 扁 圆 斑 在 ui 轴 上 的 投影 给 出 ,而 由 上 述 


扁 圆 斑 在 a 轴 上 的 投影 给 出 .在 正 挤 压 的 情况 [%= 0 和 y= 地 ,角度 y 的 意义 见 


中 ”好比 不 确定 度 圆 斑 受 到 了 挤 压 ,使 得 $ 方向 的 不 确定 度 压 缩 了 ,而 工 方向 的 不 确定 度 
却 膨胀 了 . 
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(7.5.6) 式 上 和 图 7.5.3], A 随时 间 的 变 
化 如 图 7.5.4 所 示 . 

正 交 挤 压 相干 态 的 光子 数 分 布 可 能 是 
亚 泪 松 分布 也 可 能 是 超 泪 松 分 布 . 以 正 挤 


压 情况 而 言 , 当 y= 坟 ( 设 |a | 不 太 小 使 扁 


圆 斑 不 致 掩盖 原点 ) 时 ,光子 数 将 具有 超 泊 
松 分 布 . 当 y=0 时 , 则 为 亚 泊 松 分 布 .更 详 
细 的 说 明 , 见 本 节 (7.5.55) 式 下 文 . 

当 我 们 利用 不 确定 度 小 的 “a 分 量 " 来 4 
荷载 信息 时 ,就 可 以 提高 信 噪 比 . 对 于 一 些 
极其 微弱 的 效应 如 引力 波 的 探测 ,也 只 有 
应 用 挤 压 态 才 可 能 实现 . 


2. 光 场 的 挤 压 算 符 


在 $5.2 第 一 小 节 中 我 们 曾 定 义 了 单 

模 光 场 的 平移 算 符 
方 (o) = er <, (7.5.7) 
它 作 用 到 真空 态 |10) 即 可 得 出 ( 单 模 ) 相 干 


(b) 


图 7.5.4 单 模 正 交 挤 压 相 干 态 的 矢 势 A 


态 “1 (a) 睛 况 , (b) 情况 ,y 代表 压 
八 a p=0! ? » j= + ,yp > 
la y=D(a)10). (7.5.8) 和 站 
uh a 中 一 心 局 可 旧 
真空 态 10) 也 就 是 a =0 的 相干 态 , 它 在 
a1 一 a2 平面 上 用 一 个 中 心 位 于 原点 半径 为 地 的 小 圆 砚 来 表示 O. 户 (a) 的 作用 就 是 


把 圆 斑 的 中 心 从 原点 平移 到 a. 

为 了 从 数学 上 描述 正 交 挤 压 态 Stoler 引进 了 挤 压 算 符 S( 5“)( 见 Phys.Rev.D， 
1,3217,1970). 它 将 包含 两 个 参数 ,一 个 是 压缩 方向 参数 9/2. 它 等 于 不 确定 度 扁 
圆 短 轴 方 向 ( 即 压缩 方向 ) 与 el 轴 间 的 夹 角 (参见 图 7.5.3). 另 一 个 为 表示 挤 压 度 
的 参数 >(>>0),e “代表 “ 扁 圆 斑 的 半 短 轴 长 度 Aas ”与 零点 振动 的 不 确定 度 


[ 云 ] 的 比 ; 


@ 这 一 结果 并 不 意味 着 真空 态 也 像 a 关 0 的 相干 态 一 样 , 具 有 光子 数 涨 落 . 因为 光子 数 涨 
落 An 并 不 与 Aa, 和 Aa, 相 联 系 . 按 (5.2.15) 式 ,相干 态 的 An 等 于 V a? + a2 . 
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e“” 三 2Aas. (7.5.9) 
所 和 可 分 别称 为 压缩 方向 角 和 挤 压 度 . 若 定 义 挤 压 因子 (复数 ) 为 
c= per, (07.5.10) 
则 Stoler 定义 的 光 场 挤 压 算 符 即 为 
S (8 = er dre" (7.5.11) 
显然 它 是 一 个 么 正 算 符 . 正 交 撞 压 相干 态 的 定义 可 表示 成 
oa,5)》 = D(a) $(¢) 10). (7.5.12) 


也 就 是 先 对 真空 态 挤 压 , 然 后 平移 a.a 即 为 不 确定 度 忆 圆 斑 的 中 心 的 位 置 ,因而 
4a 在 | ac ,2 中 的 平均 值 即 为 a: 

(aitlala,t)= a. (7.5.13) 

我 们 并 可 直接 证 明 该 态 的 不 确定 度 扁 圆 的 短 轴 方向 与 a, 轴 的 夹 角 确 为 0/2, 并 具 

有 最 小 测 不 准 度 乘积 AasAa, = 元 ( 工 方向 与 垂直 , 见 (7.5.5) 式 下 ). 为 此 ,我 们 
给 出 挤 压 算 符 的 一 个 重要 性 质 ( 证 明 从 略 ): 

S(5)a Sr) = chra+esshrat， (7.5.14) 

其 中 chr 和 shr 为 双 曲 余弦 和 双 曲 正弦 函 

数 :chr= 广 (er +e-7),shr= 广 (ef 一 e "). 

Ea (7.5.14) 式 表明 挤 压 变换 把 吸收 算 符 4a 变 

成 吸收 算 符 a 和 发 射 算 符 a' 的 线性 组 合 . 

2 m ”如果 我 们 用 w ( 广 ) 轴 和 a2 ( 作 ) 轴 代表 “ 原 


| 人 oz 


图 7.5.5 施 转 0/2 角度 后 的 新 轴 ”来 的 w; 轴 和 oz 轴 在 旋转 角度 后 "的 新 加 


( 见 图 7.5.5).ai (号 ) 和 oz 人 (2 ) 和 < 广 ) 的 本 征 值 ,其 中 


三 j= 多 + 0asin 全， (7 < 15) 


| 
a2 (5 二 一 isin § 十 aacos 志 了 
从 上 式 反 解 出 21 和 2; 用 2; (多 | 和 34( 多 表示 ,再 代入 (7.5.14) 式 即 可 化 得 


(02 (9) = ed,(9), 
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S (Was()S'(e) - eas(5) (7.5.16) 
此 式 表明 ,变换 $(5) 对 旋转 也 的 ,和 4s 起 单纯 的 挤 压 作用 ,从 而 具有 比 
(7.5.14) 式 更 明显 的 物理 意义 .下 面 即 来 证 明 由 (7.5.12) 式 定义 的 |a, 5) 在 
ea 多) 轴 的 方向 具有 最 小 的 不 确定 度 ,在 a ( 儿 ) 轴 的 方向 具有 最 大 的 不 确定 度 
为 此 ,我 们 来 求 “a 在 任意 方向 的 分 量 ”a; 在 挤 压 相 干 态 |a, 5) 上 的 不 确定 度 Aay. 
ay 的 表达 式 为 
ay = aicosg + assing = (a et + ates), (7.5.17a) 
而 
(Au)2 = (la, la?sla,t)— (la,tlasla,t)). (7.5.17b) 
(7.5.17b) 式 右 方 第 一 项 Ti 可 写成 
Ti = (0 1 St(£)Di(a) (2 ei +atet)D (a)S (L) 10). (7.5.18) 
利用 SCY) 和 DD(a) 的 乏 正 性 和 (7.5.14) 式 以 及 
Si(¢)= S$(-6), -¢= re, 
Di(a) = D (- 0a), (7.5.19) 
D (a)aDi(a)= a-a, 


即 可 求 出 
了 了; = 于 [chzy + shir—2(chr)(shr)cos(0 — 2$) +2a a+ oare ”+ oa"? ]. 


(7.5.20) 
同样 (7.5.17b) 式 第 二 项 可 求 出 为 
T, = ((a,t | ds | a,L)) = 4 (2a"a + ale ss + a'2e#). (7.5.21) 
代 回 (7.5.17b) 式 即 得 
1 


(Au ) = zlchr +sh2 — 2(chr)(shr)cos(0 一 28)] 


= 4 [esin($ 区)+ er”cos ($5)] (7.5.22) 
这 就 是 挤 压 相干 态 在 任意 方向 上 不 确定 度 的 基本 公式 ,从 它 即 可 画 出 不 确定 度 扁 
加 的 曲线 . 当 #= 与 时 ,Ai 的 值 最 小 (这 是 显然 的 , 因 了 为 记 圆 短 轴 与 a 轴 的 夹 
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角 ,参见 图 7.$.3) ,其 值 为 
1 - 


A =Aa (5)- 地. (7.5.23) 


又 Aa, [区 ) 即 为 # -全 + 了 时 的 As ,于 是 从 (7.5.22) 式 又 可 得 出 


1 
它 是 Aay 的 最 大 可 能 值 . Aao 和 Auo2+ 也 就 是 第 一 小 节 中 的 Aas 和 Aar 。 
从 (7.5.23) 和 (7.5.24) 式 又 可 得 出 Au (5 Ans (5 0 ) 的 乘积 等 于 于 .这样 


(7.5.13) 式 下 面 的 论断 就 得 到 了 证 明 . 
附带 指出 ,对 于 原来 的 一 对 算 符 a, 和 a, ,它们 在 |a,5) 态 上 的 不 确定 度 乘积 (在 90 关 0 情 


况 下 ) 一 般 已 不 等 于 最 小 值 1/4. 因 a1 的 方位 角 $=0,a2 的 方位 角 %= 也 ,于 是 由 (7.5.22) 式 


Aag,s | 5 )= (7.5.24) 


Aai = 亡 A/ e sin 万 十 e ”cos 万 ， (7.5.25a) 
Aa, = 可 er cogs 5 + ee sin 5. (7.5.25b) 


两 者 的 乘积 为 


(Aai )(Aa, ) = 二 1 十 Fe — €’)sin 0 (7.5.26) 


它 一 般 大 于 1/4, 除 非 9=0 或 .前 者 (9=0) 代 表 扁 圆 斑 短 轴 方 向 与 w 轴 平 行 ,后 者 (9=) 代 
表 扁 圆 班 短 轴 方向 与 a 轴 垂 直 (参见 图 7.5.3)， 

最 后 要 指出 的 是 ,平移 算 符 D(a) 与 挤 压 算 符 S(5) 互 相 并 不 对 易 . 因 而 | ,5) 
并 不 等 于 S(L)D(a)10). 可 以 证 明 


S (OD (a)Si(t) = D (4), (7.5.27) 
其 中 
a = achr ~ a’e’shr =|ale™? [ecos( 9 一 下 iersin[ 9 一 5)|. 
(7.5.28) 
因而 有 
S (OD (a)10)=1a,). (7.5.29) 


3. 挤 压 相干 态 的 某 些 基本 性 质 


我 们 的 阐述 如 下 : 
(1) 完备 性 ” 挤 压 相干 态 是 由 两 个 复数 a 和 《标志 .我 们 将 《 值 相 同 的 所 有 
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挤 压 相干 态 称 作 一 类 ,它们 具有 相同 的 不 确定 度 遍 圆 斑 ( 因 都 是 由 挤 压 真空 态 
S(L)10) 平 移 得 出 ), 只 是 中 心 位 置 不 同 , 不 难 证 明 每 类 挤 压 相干 态 都 构成 完备 集 
全 ， | 
1 f >， 加 
元 |4 “la,g)(a,51= 1 (7.5.30) 
证 明 可 从 相干 态 |a) 的 完备 性 
Ek la)lal=1 


出 发 ,将 上 式 从 左边 乘 S(z) ,从 右边 乘 Si(5) ,利用 S(L) 的 乏 正 性 以 及 (7.5.29) 
式 即 得 出 


元 | 中 pa |ay,5)(a,5 1= 1 (7.5.31) 


再 从 (7.5.28) 式 可 得 :(ai ,az) 与 (cl,az) 间 的 变换 行列 式 等 于 1. 于 是 (7.5.31) 式 
中 的 da 可 换 成 a, 这样 该 式 就 等 于 (7.5.30) 式 . 

(2) Q 表示 在 $5.5 中 曾经 指出 ,对 于 有 些 光 场 ,P(a) 会 失去 意义 ,但 对 任 
何 光 场 Q(a) 都 具有 好 的 行为 . 挤 压 相干 态 就 是 P 表示 失去 意义 的 一 个 例子 .我 们 
先 来 求 它 的 Q 表示 . 

根据 定义 (5.5.29), 挤 压 相 干 态 | ao ,5) 的 Q 表示 为 


Q(a) = |(alao, 6))?, (7.5.32) 


因 挤 压 相 干 态 的 o= | cu ,5) 《ao ,5|. 
我 们 只 需 计算 挤 压 真 空 态 S(L)10) 寺 10,5) 在 |a) 态 上 的 投影 (a10,5) ,就 可 求 出 
《a lao ,《) ,因为 


(alao,t) = (alD (a0)S (5)10) = e™%o ® (og 一 aol0,5). (7.5.33) 
为 了 计算 (a - ao10,5) ,我 们 来 考察 (a| S(C)a10). 它 的 值 应 为 零 ( 因 a10) = 0). 但 通过 在 
算 符 a 的 右 方 插 入 单位 算 符 S1(5)S(5)( 参 照 (7.5.11) 式 ) ,并 利用 (7.5.14) 又 得 出 
(al S(tal0) = (al[(chr)a+ee(shr)at]S(5) 10). (7.5.34) 
再 由 公式 @ 
(alatlf)=a’'(alf), 


D0.5.35) 第 二 式 证 明 如 下 :利用 (e | =e “C01e  , 即 可 将 (a | 4 | 化 为 


oo-《(0|e “| 用 , 它 又 可 化 为 和 (e 3 (0le “|/))+ 了 a(e “(0le" “17))= 
(二 + 了 el 


人 
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(alalf)= (到 + 五 a )(a | f)， (7.5.35) 
其 中 | 了) 为 任意 与 14) 无 关 的 态 矢量 , 即 可 将 (7.5.34) 式 表示 为 

enr) (Fe + a)+ Gshr)ea’ |(al§ (0)10). 
如 令 F(a,a* ) 表 示 (a | S(5)10)=《a10,6), 由 (7.5.34) 式 的 右 方 本 为 零 ,就 得 出 方程 


| 了 + 二 e+ (thr) ea [F(asa') = 0. (7.5.36) 
a 


它 的 归 一 化 解 ( 即 满足 二 | | Fe(asa") da = 二 |(0,51a)(a10,58a= (0,510,6) =1 
的 解 ) 为 
1 :> 1 i0 x*2 
Fi(a,a ”) 三 rp mep| - 2 a -7 (thr)e a |， (7.5.37) 
它 可 表示 成 
iar+thn)[a(2)] 


-thr) [ea( 2)] tilthr)a( 2)a(2) 0.5.38) 
的 形式 [此 形式 的 好 处 是 明显 表示 出 Q 表示 的 等 值 线 (椭圆 ) 的 主轴 方位 , 见 下 」 ,其 中 


F(a, CQ ”) = rp mop 


a (S)= uicos 9 + osin$， m2 ($)=- asin$ + arcos5. (7.5.39) 
求 出 了 F(a,a" ) ,再 通过 Fe(a,a" )=《a10,8) 以 及 (7.5.33) 和 (7.5.32) 即 可 得 
出 挤 压 相 于 态 | cu ,5) 的 Q 表示 为 
0 0 \ 1 
一 (1 十 thr) [a (区 7 )- oo 总 | 


ee (7.5.40) 


Q(al,a2) = nchre<P 


其 中 ao 多) 和 ave (多) 可 通过 将 (7.5.39) 式 中 的 oi 换 成 ao 而 得 出 .《7.5.40) 式 所 
给 出 g(ai ,az) 的 确 是 一 个 好 函数 . 它 的 取 值 在 0 与 于 -之 间 , 其 等 值 线 为 wm 一 o 
平面 中 的 椭圆 ,中 心 在 (oo ,au ) 点 .椭圆 短 轴 沿 a [多 ) 轴 方向 ,长 轴 沿 a 多 二 
方向 ,与 不 确定 度 扁 圆 的 短 轴 和 长 轴 一 致 (参见 图 7.5.6) ,但 椭圆 的 短 轴 与 长 轴 的 
长 度 比 为 / 4 二 里 =e ,与 不 确定 扁 圆 的 不 同 


挤 压 相干 态 不 存在 P 表示 .为 了 说 明 这 一 点 ,我 们 先 从 Q 表示 来 求 相 应 的 特 
征 函 数 Xa( nm ,7,). 根 据 Xe 的 定义 
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Xa( nism) = |dardase mh) Q( a1 ,02), 


图 7.5.6 正 交 挤 压 相 干 态 的 Q 表示 函数 
即 可 得 出 
Xa( 1 ,72) = exp|2il ou (3 站 (+ oo 二 ) 杞 (于 


2 
nl 2 ) 1 (人 | 54 
因此 相应 的 Xp (m1,72) 为 
EN 
+ (1 - (人 + (1 - (人 (7.5.42) 


我 们 看 到 ( 急 ) 前 的 系数 (1 二) 为 正 值 ,从 而 当 加 多) 时 ,zo 以 


1+thr 
e( 王 闷 () 发 散 .这 种 发 散 函 数 的 反 健 里 叶 变 换 已 没有 意义 (其 奇异 性 超过 5 
函数 的 任何 有 限 次 微 商 ) , 即 挤 压 相干 态 的 PP 表示 是 不 存在 的 . 
(3) 光子 数 分 布 ”我 们 先 来 计算 挤 压 真空 态 |0,5) 的 光子 数 分 布 . 


XP (1, 12) 一 eXDb 
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在 前 面 我 们 已 经 求 出 (a10,8), 它 即 是 F(a,a" ), 而 (a10,) 又 可 表示 成 


a10,6) = > Kal n(n10,6 = > 一 (ao )"e ze “(n |0,c). 


六 
(7.5.43) 
将 上 式 与 (7.5.37) 式 比较 即 得 出 


1 1 *2 i 
rjmexp| - (thr)a e ?| = 2 A ) ”22 | 0,5). (7.5.44) 


再 将 上 式 左 方 的 指数 函数 作 硕 级 数 展开 ,并 比较 (a" ) ”的 系数 就 得 出 挤 压 真空 
在 |n) 上 的 投影 . 


0, 当 ”为 奇数 时 ， 
《2 10,Z) | 


全 (thr)"e”, 当 为 偶数 2m 时 . 


(7.5.45) 
下 面 再 来 看 一 般 的 挤 压 相干 态 | co, 8) 在 光子 数 态 上 的 投影 . 首先 , 念 
(7.5.43) 式 将 (a | cu , 2 表示 成 


‘al a0,6) = 2 12) aoy ge) > A )"e ze “(nn | ao, C). 
(7.5.46) 
而 利用 (7.5.33) 和 (7.5.37) 式 又 得 出 
— -a 1 x 1 i0 * x*\2 
(a = “exp| a* a 3 0 oo 3 (thr)e (a al ) | 
(7.5.47) 
同 前 面 一 样 将 上 两 式 比 较 , 再 利用 en 
cn = > = 二 (z)u”, (7.5.48) 


其 中 H,(z) 为 厄 米 多 项 式 , 即 可 得 出 
ao + ar 人 ethr 


2e° thr 


1 /1w,.\? 1 ， 1 ,2 
i (Tethr) 下 |e[- mo — 地 de thr | 


(n | ao, > = 

(7.5.49) 
由 此 可 见 光 子 数 分 布 P, = |4zlao ,5 是 一 个 相当 复杂 的 函数 . 当 Q(ai az) 等 
值 线 (椭圆 ) 的 长 轴 与 短 轴 的 比值 / T 二 鱼 = e 比 | oo | 小 得 多 时 ,P, 可 近似 表 为 
(参见 Loudon and Knight,Journal of Modern Optics,34 ,709 ,1987) 
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1 Caiao 


一 天 一 一 和 2(An) 9 
VV 2x(An) 
其 中 An 为 该 态 中 光子 数 的 方差 ,我们 将 在 下 面 小 字 部 分 给 出 它 的 值 . 
首先 求 (ao ,cin|ao ,5)， 
(aost lnl ao,t)= (01 S(O)D'(a)ata D (a0)S (¢) 10) 
= (0| Si(t)(at + a )(a+t ao)S (¢) 10) 
= (0| $0 (ata+ a ao)$ (£) 10). (7.5.51) 


最 后 一 个 等 式 利用 了 S(z5)10y 中 只 含 偶数 个 光子 这 一 特性 .再 利用 (7.5.14) 式 及 S(5) 的 么 正 
性 等 ,可 以 算出 


P, =| la 5) | ~ (7.5.50) 


(ao,t | nlao,t) = shrt+ar ao. (7.5.52) 
其 次 来 求 (ao 51n?|ao ,5). 仿 上 ,将 (n?) 化 成 
(aot lataatal ao,t) = (01 St(e)(at + ac)(a+t+ ao)(at + a )(at ao)S (¢) 10). 
同样 在 (ct+ af )(a +ao)(at+ ug )(a +ao) 展 式 中 可 只 保留 全 偶数 个 a 和 ai 算 符 的 项 ,再 利 
用 S+(5)S(5)=1 以 及 (7.5.14) 等 式 可 求 出 
(go | nn? | ao,t) =shir + 2(shir) (cr) + ha ao(shir) — (aie 
+ ad’e’)(chr)(shr) + (ao a0) + (a¢ a0). (7.5.53) 
由 (7.5.52) 和 (7.5.53) 式 即 得 
(An)’ = at ao(chir + shir) — (ae + act*e?)(chr)(shr) + 2(ch:r) (sh r). 
(7.5.54) 
如 果 将 QO 表示 成 
ao =|aol|e? 


则 从 以 上 结果 即 得 出 
(An) — (n=21|a EE 一 cc 人 9 一 (chr)(shr) |+ (sh'r)(ch'r + sh 7) 


到 ao 上 (er -ee -ee 一 cos2(y 一 于 je 十 ec | 


+ ( + er)(e ey). (7.5.55) 


上 式 后 一 项 为 挤 压 真空 态 的 (An)  -《2 ,其 值 恒 为 正 , 即 挤 压 真空 态 总 为 超 油 松 
分 布 .前 一 项 代表 wo 天 0 时 所 增加 的 值 , 它 与 |co| 成 正比 ,其 值 可 能 为 正 也 可 能 


为 负 , 视 ao 的 相位 角 9 与 压缩 方向 角 12 的 差 值 y= 一 了 而 定 .前 已 提 到 y=0 
和 本 代表 正 压缩 当 y 从 0 增 大 到 地 时 ,此 项 [(An》 - 《72 让 从 负 值 (-|co| (1 一 
e-2)) 增 加 到 其 最 大 值 | ws |j:(ex - 1).y 继续 增加 时 又 开始 减 小 ,以 x 为 周期 变 
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化 . 

从 (7.5.55) 式 可 以 得 出 :在 y 的 大 部 分 范围 , 挤 压 态 的 光子 数 具 有 超 泊 松 分 
布 .光子 数 为 亚 泊 松 分 布 的 范围 由 下 式 确 定 : 
")(4lal*+e” +e”) 
4lal’(e +e’) 
对 给 定 的 |al”, 当 7 超过 一 定 值 后 ,上 式 右 方 将 大 于 1, 这 时 亚 泊 松 分 布 不 再 出 现 . 

在 $5.3 第 一 小 节 中 曾 提 到 : 按 早期 量子 论 , 单 模 光 场 的 每 个 量子 态 将 在 w - w 
平面 中 覆盖 一 个 面积 r. 而 在 现代 的 量子 理论 中 , 按 $5.3 的 讨论 ,这 种 覆盖 是 通过 
一 个 浓度 渐 减 .边界 模糊 的 “ 斑 "d 来 表示 . 若 用 浓度 来 表示 覆盖 度 ( 即 覆盖 的 百 分 
比 ), 则 覆盖 度 的 数值 应 即 为 xQ(a), 因 对 任 一 态 | A),xQ(a)=|(a|A)|?. 

如 采 在 ui az 平面 中 将 每 块 面积 乘 上 覆盖 度 代 表 实 际 被 覆盖 的 面积 .那么 每 个 


量子 态 实际 覆盖 的 总 面积 即 为 | rQ(a)du = 因 | Q(a)da = 1, 这 一 结果 与 早 


期 量子 论 的 值 相 同 . 
但 为 了 方便 ,我 们 仍 可 用 一 个 边界 分 明 、 面 积 为 x 的 斑 来 表示 它 . 斑 的 形状 由 
普度 为 常数 ( 即 Q 为 常数 ) 的 曲线 来 确定 .对 于 挤 压 相干 态 , 按 (7.5.40) 式 此 曲 


线 即 为 “长 轴 长 度 为 一、 方向 与 a1 轴 夹 角 为 全 , 短 轴 长 度 为 一 二 一 .方向 与 


1 + thr 


cos2y > 《es 一 (7.5.56) 


a 轴 夹 角 为 于 + ”的 椭圆 . 换 句 话说 , 挤 压 相干 态 可 用 a， - os 平面 上 的 椭圆 玉 


表示 . 
4) 二 阶 相关 度 ” 对 于 具有 确定 偏振 方向 的 单 模 光 场 , 二 阶 相 关 度 由 
(7.3.23) 式 表示 , 即 


y(t)=1 + 二 1 十 A (7.5.57) 
将 (7.5.52) 和 (7.5.55) 式 代入 后 得 出 
81oa Fe -er 一 e7 ) -oo (9-5)E +e”)|+2@ te )e 一 er 


) _ 
7 (=1+ [4loo +(e ~e’ YF 


(7.5.58) 


在 正 挤 压 情况 ,p 一 包 ~0 或 p 一 了 = 下 ,于 是 yO(r) 简 化 为 


中 这 里 的 " 斑 ,包括 环 状 的 纹 斑 .从 (5.5.49) 式 所 给 出 的 光子 数 态 的 Q(a), 即 可 得 出 它 
所 对 应 的 “ 斑 " 为 环 状 的 纹 斑 . 参 见 后 面 的 说 明 . 
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y(2 (zc) 一 1 + pe 一 er)(e2r + e 2 ) +8| an |2er ] ， 
当 %p 5 = 时 ， (7.5.59a) 
和 
yO (rT)=1+ Tp —e’')(e”t+e’”)—-81la le’], 
当 g 一 秘 =0 时 ， (7.5.59b) 


其 中 (7.5.59a) 式 中 的 xy 中 恒 大 于 工 而 (7.5.59b) 式 中 的 中 在 leo 小 于 下 (er - 


1)(e” +e”) 才 大 于 1, 在 |ao|? 大 于 二 ("1D)(@” +e”) 时 将 小 于 1. 

还 有 一 个 数 FF, , 称 为 Fano 因子 ,也 是 用 来 描述 光 场 的 统计 性 质 的 ,其 定义 为 
(7.5.60) 
从 (7.5.57) 和 (7.5.60) 式 立即 得 出 F, 与 7Y” 的 关系 式 为 

y2 1-= tis(F, _1). (7.5.61) 

当 y >1( 或 <1) 时 ,同样 也 有 已 >1( 或 <1). 但 F, -1 的 值 比 Y”-1 的 值 大 
《n) 倍 ,因而 通常 (《(n)>>1 时) 下 , 与 1 的 差别 更 为 明显 . 
4. 挤 压 相干 态 的 矢 势 和 场 强 

我 们 以 行 波 模 为 例 来 计算 单 模 挤 压 相 干 态 “ 矢 势 和 场 强 ”的 平均 值 和 均 方差 . 
我 们 将 A(x,t) 写 成 eA(x,t), 则 有 

(a,tlAl(x,t)|a,t) = Dla, | (a es + ate kxtivt) | a , CY. 


(7.5.62) 
利用 (7.5.13) 式 及 a= |ale? 即 得 


(a 1 A(xst) 1a,t) = WE alcos(k x— wtty), (7.5.63) 
与 A 在 相干 态 |a) 中 的 平均 值 一 样 .对 于 E(x,t) 和 B(x,t), 情 况 也 一 样 . 

挤 压 相干 态 与 相干 态 的 差别 将 在 “ 矢 势 和 场 强 ”的 均 方差 上 表现 出 来 . 利用 
(a,zlazla,5g)=o2 一 chrshres 和 (7.5.52) 式 即 可 得 出 
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(ot lA) ed) = Rr tr) (chr)(shr)ood (ke x ~ wt + 
+la2+lalzcos2(E .x— w+p)|. (7.5.64) 
于 是 天 势 的 方差 为 
AA(x,t) = ( 守 ) e+e 一 (er ec )cos2 人 5 “xX— wtt+ 5). 
(7.5.65) 


其 值 与 a 无 关 , 只 与 压缩 参数 > 及 9 有 关 . 同样 可 以 求 出 电场 和 磁场 的 期 望 值 和 方 
差 .期 望 值 同 样 与 压缩 参数 无 关 , 即 等 于 在 相干 态 | 中 的 值 ,而 方差 与 c 无 关 ， 


AFE(Cx,z) = AB(x,t) = ( 识 ) 


27 一 27 27 -2r 。 _ 0 
7 e” +e” ”+(e —e )oo (k x wt + 上) 


(7.5.66) 
(7.5.65) 和 (7.5.66) 式 中 的 根 号 部 分 也 可 改写 成 更 加 对 称 的 形式 : 


"+e”+(e”— er)cos2 人 “YX 一 ct 十 5 


2r 2 0 
2|e COS (x X 一 wt 5 


当 r>=0 时 ,(7.5.65) 和 (7.5.66) 式 就 化 成 相干 态 的 结果 . 
从 (7.5.63) 式 可 以 看 出 ,当天 .xz -or+o=nxr 时 ,|(A(xz,i)| 达 到 其 最 大 
值 .这 时 A 的 方差 为 


)+ esin’ (k .XxX— wt +5)] 


2 


a) esin | -了 )+eYeos | 一 万 
+ 2 1 2 


AA = (这 
由 此 可 见 当 a 的 方位 角 9 与 压缩 方向 角 与 相同 时 ( 即 椭圆 短 轴 与 其 中 心 的 方向 一 


致 ),AA 最 小 ,而 当 a 的 方位 角 9 与 压缩 方向 角 与 相差 土 于 时 ( 即 棋 圆 长 轴 与 其 中 


心 方向 一 致 ),AA 最 大 .AE 和 AB 的 情况 与 人 A 相 类 似 ,因为 它们 与 AA 的 差别 
只 是 一 个 与 角度 无 关 的 常量 因子 , 即 AE=AB=&kAA. 


”37.6 经 典 源 与 双 光 子 的 耦合 ” 挤 压 相干 态 的 生成 
在 上 节 中 我 们 对 挤 压 相干 态 的 性 质 进行 了 讨论 ,但 未 涉及 如 何 产生 挤 压 相 


* ”由 于 授课 时 间 限 制 ,通常 只 介绍 本 节 的 前 言 部 分 ,在 时 间 充 裕 时 讲 到 (7.6.15) 式 . 
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干 态 的 问题 .本 市 将 转 到 这 一 问题 的 讨论 . 

在 $5.6 中 ,我 们 看 到 经 典 源 与 单 光 子 相 耦合 的 作用 (发 射 或 吸收 一 个 论 子 ) 
就 将 产生 相干 态 光 场 .本 节 将 说 明 经 典 源 与 二 个 光子 (同一 模 中 ) 相 耦合 的 作用 ( 即 
发 射 或 吸收 两 个 光子 ) 所 生成 的 光 场 就 是 挤 压 真空 态 , 而 如 果 初 始 光 场 为 相干 态 ， 
那么 上 述 作用 就 将 把 它 挤 压 成 “ 挤 压 相干 态 ”. 在 进行 此 项 讨论 之 前 ,我 们 先 来 看 在 
本 定 计 图 象 中 挤 压 相 干 态 的 参数 在 自由 情况 下 如 何 随时 间 变 化 . 


1. 薛 定 谓 图 象 中 的 挤 压 相 干 态 
设 上 =0 时 , 光 场 由 挤 压 相干 态 |c ,5 表示 .在 自由 情况 下 , 单 模 光 场 的 哈密 顿 


量 为 


AH, = fiwata, (7.6.1) 
因此 该 光 场 随时 间 的 演化 可 表示 为 
| 四 = ri 和 az) = eto (a)S (0) 10). (7.6.2) 


上 式 右 方 可 以 化 成 e ooD(a)e we omwS(5)e io 10), 这 样 我 们 只 需求 出 算 
符 万 (ec) 和 S(5) 的 演化 就 可 以 了 .万 (w) 和 S(5) 都 由 a 和 af+ 构成 ,并 可 展开 为 a 
和 2+ 的 震级 数 . 因此 只 需求 出 了 e- 郊 由 0 eho 和 eo Qtefiort 就 可 得 知 
户 (a) 和 S$S(L) 的 演化 .e804r4 eho1# 与 作用 图 象 中 的 &a(z) 很 相像 ,只 是 指数 中 的 i 
换 成 了 一 i. 这样 就 得 出 

e fo (og)efor = exp[ aa lew e e”], 


eiHoti S ( L)e to _ exp| 方 5 Qe Fare | 


换 句 话说 , 变换 的 后 果 就 是 D(a) 中 的 a 一 ae*,S(5) 中 5 一 te. 于 是 
(7.6.2) 式 就 化 作 


11)=| ae ,Le””’). (7.6.3) 
前 面 曾 将 a 表 成 |ale? ,将 & 表 成 re” .这 样 , 按 上 式 将 有 
p> 9— wt, > (7.6.4) 


即 “ 误 差 扁 圆 (或 状态 椭圆 ) 中 心 到 原点 的 连 线 和 短 轴 方 向 间 ” 的 夹 角 将 不 随时 间 而 
改变 .中 心 与 原点 间 的 连 线 像 一 根 旋转 杆 ,而 扁 圆 (或 椭圆 ) 像 固定 在 此 杆 上 一 样 ， 
以 频率 w 旋转 .这 一 图 象 我 们 在 $7.5 第 1 小节 中 就 已 提 到 . 


2. 经 典 源 与 双 光 子 耦 合 的 挤 压 作用 


由 于 挤 压 算 符 S(z) 的 表达 式 弛 -站 *“ 与 “经 典 源 - 双 光子 "耦合 的 演化 算 
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符 的 相似 ,人 们 预期 通过 这 种 耦合 可 能 会 生成 挤 压 相干 态 . 
在 单 模 情 况 , 莓 定 刘 图 象 中 光 场 以 及 “经 典 源 与 双 光 子 耦 合作 用 ”的 总 哈密 顿 
量 为 


和 = 和 ooCHO+ Lf (2)22 ~ F(z)2P] ， (7.6.5) 


其 中 f(z) 和 广 (zi 代表 经 典 源 (包括 耦合 常数 在 内 ). 按 Yuen 文 (Phys.Rev.A， 
13,2226(1976) ) ,为 使 五 的 本 征 值 具有 下 界 ( 这 是 物理 上 所 要 求 的 ), | f(z)| 应 小 
于 w. 上 述 斑 可 用 来 描述 经 典 相干 光 场 的 简 并 下 转换 过 程 或 经 典 电流 的 双 光子 辐 
射 过 程 . 当 经 典 源 与 光 场 共振 时 ， 

f(1) = fe””, (7.6.6) 
f 为 一 与 1 无 关 复 参数 .这 样 ,在 作用 图 象 中 ,就 有 


AW (1) = 3(f* a fa*), (7.6.7) 
为 一 个 与 i 无 关 的 常量 算 符 .于 是 演化 算 符 UU(1,0) 就 简单 地 为 
OU (1,0) = etn: ~ eid 10 (7.6.8) 
通过 U(z ,0) 即 可 给 出 作用 图 象 中 态 矢量 的 变化 ， 
12D = Ui,0)1zt = 07. (7.6.9) 


我 们 看 到 ,这 时 演化 算 符 就 是 挤 压 算 符 . 如果 令 万 表示 f 的 绝对 值 ， 0 表示 它 的 
辐 角 , 即 
f= foer (7.6.10) 

则 foz 相当 中 的 x[ 参 见 (7.5.10) 式 ], 9, 相当 于 中 的 90. 当 |z =0) 为 真空 态 
10) 时 ,1z)” 即 为 挤 压 真 空 态 , 其 挤 压 度 >= f+ 随 着 时 间 而 线性 增长 . 若 初始 时 
为 相干 态 |a) 时 ,结果 则 为 

| 2) = ef Zhe | ga) =] a(), (4)), (7.6.11) 
其 中 ( 取 a= |ale?) 

a(t)= ach(fot) — a* esh( fz) 


一 | a | a [efrcos( g 一 )+ i'sin( g 一 了 | ， (7.6.12) 
C(t) = fotey. (7.6.13) 
此 结果 表明 ,在 双 光 耦合 作用 下 ,不 仅 光 场 状态 从 ai-a, 平面 中 的 圆 被 挤 压 成 椭 
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,而 且 其 中 心 也 挪动 了 位 置 .在 正 挤 压 的 情况 , 若 9 一 孝 =0, 则 有 


| a(t)|=|lale”n’, (7.6.14) 
即 挤 压 的 时 间 愈 长 ,状态 椭圆 的 中 心 距 原点 的 距离 将 愈 来 愈 小 .而 若 pg 一 时 = 屯 ， 
则 有 

| a(t) |=| a | en’, (7.6.15) 


即 椭圆 中 心 与 原点 的 距离 将 愈 来 愈 大 .但 若 |a| =0, 则 无 论 何 种 情况 ,|a(z)| 都 为 
零 . 


信 


如 果 初 态 不 是 相干 态 而 是 任 一 个 具有 P 表示 的 统计 混合 态 , 设 其 初始 时 密度 
算 符 为 


oD (lz = 0) = |&apla) | a) la |， 
则 上 时 刻 的 光 场 密度 算 符 就 变 成 
oD(z) = | 中 aP(a) [ae) ,Ee a(t), Et)1. (7.6.16) 


其 中 a(z) 和 (i) 仍 由 (7.6.12) 和 (7.6.13) 式 表示 . 

下 面 来 考虑 (7.6.5) 式 中 的 f(z) 为 任意 函数 的 情况 . 

为 了 求 出 这 种 情况 的 吕 (:,0)|a) ,我 们 先 来 求 (8|1U(z,0)|1a). 由 于 相干 态 构成 超 完备 集 
合 , 实 际 上 只 要 知道 了 《a| UU(z ,0)1a) 就 可 定 出 (8B|U(z,0)|a) (参见 $5.4 末尾 处 的 讨论 ). 因 
此 下 面 就 先 来 推 求 (a| U( 1,0)|a) (参见 Louisell，Quantum Statistical Properties of Radiation 及 
(7.6.5) 式 下 面 所 引 的 Yuen 文 ). 

在 此 情况 ,作用 图 象 中 的 五, 为 


AD (1) = HH[g" (002 - g(t)ar], (7.6.17) 
其 中 
g(t) = f(t)e™. (7.6.18) 


上 式 中 的 因子 @“ 是 由 于 从 薛 定 刘 图 象 过 渡 到 作用 图 象 时 从 a? 中 得 出 来 的 .演化 算 符 满足 的 
方程 为 [参见 (3.2.20) 式 | 


i 让 0, 0) = HD (GU (2,0). (7.6.19) 
将 上 式 两 边 都 对 Oe 即 得 
元 (a [1DUG,0) 1 a) = (a lt HY)U ,0) Tc》 (7.6.20) 


了 计 钼 (| 外 DC 人 (0) 我们 完 来 来 Cl 人 避 (z,0)|a) 和 (ala0U(z,0)|a), 因 一 般 
魏 D (14) 都 是 at 和 < 的 寡 函 数 . 显然 
(alaid(,0) a= aalU(,0) 1a), (7.6.21) 
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而 利用 (7.5.35) 第 二 式 中 


八 入 八 入 1 9 八 
aoala ,0) 1a)= (lala ， =。 二 万 QT 十 ja ， 
ala Ul(,0)1a)= (alad(,0)18) 1 | (3 + Fr )(ald 010 
(7.6.22) 
再 将 
3 和 9 和 3 和 
Fo | U (z,0) 1 8) 1s_-. = Fr (0 I U (zs,0) | a) go KY | U (#1,0) | a) |,_,, 
(7.6.23) 
以 及 
jy 1U(z,0) 1a) = srle de F(a*)] = 一 地 au 人 7 | U (#,0) | 0) (7.6.24) 
代入 [其 中 F(a* ) 为 状态 U(z,0)17) 的 全 纯 表示 ,参见 (5.3.14) 式 ], 即 将 (7.6.22) 式 化 成 
(ala 立 (0) iay = (e+ 3 (a) U (1,0) | a). (7.6.25) 


这 也 是 一 个 常用 的 公式 .下 面 即 可 来 求 (7.6.20) 式 右 方 的 (a | 让 D(z) 训 (1,0)|1a). 为 此 先 把 
HD (4) 写 成 at 和 4 的 宕 函数 并 将 此 函数 记 作 E(2+ ,人 ,2 再 通过 人 与 人 + 的 对 易 关 系 把 上 述 
函数 化 成 正规 编 序 的 函数 HY (at ,a ,四 .于 是 (ec| 间 2 (个 (0)1cy 即 为 Ce HOC2T 2 1 
0(z,0)1a). 由 于 HY (a1,4,t) 中 的 + 都 排 在 的 左边 , 故 它们 作用 到 (x| 上 即 转化 成 a”， 
剩 下 的 4 利用 (7.6.25) 式 即 转化 成 ( + 元 ) .这样 就 得 出 

(a I HO(DO 0) 1a) = (a HY (CAT,ADO (1,0) | 0) 


二 He (a ,0 + | U (z,0) | a). 
a 


(7.6.26) 
再 由 于 | a ,a+ 527 = 一 1, 与 [21,4] 相 同 , 故 通过 对 易 ,又 可 把 HO" (a* ,a+ 2: ,2 化成 


C 


H(a" ,q+ 了 57 ,t .这 样 方程 (7.6.20) 就 化 成 U(a,a* ,t) 二 (a| 认 (4,0)1a) 的 偏 微分 方程 


法 区 U(aia ,t) = Hla’ ,a to,t) Ue,a" 人， (7.6.27a) 


gg”* ’ 
对 于 (7.6.17) 式 所 给 出 的 和 (41), H (a', a + 2，1) 等 于 


起 去 | g (0) (e+ ) -g(t)a”? ] ,于 是 (7.6.279) 式 即 为 


于 U(acse" ,t) = | (2) (a + 5 ) - g(t)a™ |U(a,e ,t). (7.6.27b) 


我 们 不 能 从 (7.5.35) 式 得 出 (ea 吕 (1,0)|a)= (地 a+32 (al 职 (z,0)1a) 因 总 (， 
0)|a) 与 a 有关 ,与 (7.5.35) 式 中 的 | 有) 不同 . 
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这 是 上 和 ev 的 二 阶 非常 系数 的 偶 微 分 方程 ,如 将 它 的 解 设 为 


U(aya”,) = MKz)ea(Da arB(Do tc)" ， (7.6.28) 
代入 (7.6.27b) 式 后 即 化 出 
1 dM(z) ， x dA(z) ， 2 dB a” dC(z) 
M(C di “和 “二 


= Dg (fel+ AG)Y 


+ 2a’ aC() 1+ A(t)) ta”? C(t) + CH)] -g(t)a"?. 
由 于 上 式 中 a 与 a 为 独立 变量 , 故 通过 比较 系数 即 得 出 
4A(D) = g (DCN + AC)), 


LB(t) = 3g" (1+ A()T, 


] (7.6.29) 
EC) = g* (C(t) -gli), 
EM(t) = 3g" (tM() Cz). 
初始 条 件 为 
M(0)= 1, A(0) = B(0) = C(0) = 0. (7.6.30) 


求解 (7.6.29) 式 的 顺序 是 , 先 从 第 三 个 方程 求 出 C(z) ,然后 代入 第 一 和 第 四 个 方程 求 出 A(z) 
和 M(t), 有 了 A(z) 后 再 从 第 二 个 方程 求 出 B(z). 

第 三 个 方程 称 为 Ricatti 方程 ,关于 它 的 解 可 参见 Reid, Ricatti Differential Equations 和 
Davis, Introduction to Nonlinear Differential and Integral Equations , 等 书 . 

在 按 上 述 步 又 求 出 U(a,a* ,z) 以 后 ,我 们 只 要 把 其 中 的 a* 换 成 8 再 乘 上 《8| cy》 就 可 得 
出 (B| 庆 (2,0)1a). 这 是 因为 (8| 问 (z,0)1a) 在 分 出 (B|a)=e 29 92。 “4“ 以 后 ,就 是 的 正 
规 核 [参见 $5.3 节 (5.3.20) 式 ], 它 是 a 和 8B* 的 双 元 全 纯 函 数 ( 不 再 含有 a* ), 因 此 只 要 把 
U(a,a" ,t) 中 的 a" 换 成 8* 就 得 出 了 U 的 正规 核 .这 样 从 (7.6.28) 式 就 得 出 


(B10 (1,0) 1 0a) = M(#)exp| - 去 (8 B+ a* a) 


+ (A() + DB at Ba + ce | (7.6.31) 
从 此 式 又 可 得 出 U(z,0)1a) 的 全 纯 表 示 [ 按 (5.3.14) 式 ] 
Up ) = M(t)exp[ -$a at (A() + DB a+ Be + 去 C(D82 |. 


(7.6.32) 

剩 下 的 问题 是 考察 U(z,0)|a) 是 否 为 挤 压 相 干 态 ,如 果 是 ,其 挤 压 参数 和 中 心 位 置 是 怎样 

的 ? 为 此 我 们 将 (7.6.32) 与 挤 压 相干 态 | ,5) 的 全 纯 表示 相 比 较 .由 (7.5.47),|a ,5) 的 全 纯 
表示 为 


f(B* ) = 站 -ep|P a 一夫 a*a 一 去 (thr)e?(B* -a *) ， (7.6.33) 
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“与 0 为 5 的 模 和 辐 角 , 见 (7.5.10) 式 .我 们 看 到 U,(B* ) 与 f(B* ) 的 指数 都 是 8* 的 二 次 式 . 
为 使 两 者 的 指数 相符 ,其 中 8 的 系数 及 B* 的 系数 都 必须 彼此 相等 .从 比较 8*? 的 系数 得 出 


- 方 (thr)e? = 方 C()， (7.6.34) 
再 从 比较 8 ” 的 系数 得 出 
wa + (thr)e’a’* = [A(:)+1]a. (7.6.35) 
从 (7.6.34) 式 即 可 定 出 挤 压 参数 > 和 0: 若 令 
C(t) =|1 C(t) | ern. (7.6.36) 
即 有 
thr = | C(t) |， 0= 0(1)+x. (7.6.37) 


为 了 定 出 中 心 位 置 a ,我 们 先 对 (7.6.35) 式 取 复 共 斩 , 然 后 将 所 得 结果 与 (7.6.35) 式 联 立 

以 消去 a“ ,就 得 出 
a = chri(A(z) + 1)a— thre’ (A* (1) + 1)a’]. (7.6.38) 
我 们 看 到 定 出 的 参数 5 和 a 都 是 i 的 函数 , 即 不 仅 中 心 位 置 a 随 着 时 间 变 化 ,而 且 挤 压 参量 5 
也 随 着 时 间 变 化 . 剩 下 的 问题 就 是 要 比较 U。(B8” ) 与 f(B* ) 指 数 中 的 常数 项 ( 指 与 8* 无 关 的 


项 ) .在 作 此 比较 时 ,应 先 把 U,(8” ) 中 的 M(z) 和 F(pB， ) 中 的 -= 二 都 转移 到 指数 中 去 另外 ， 


态 矢量 |a ,5) 与 部 (1,0)14) 人 允许 相差 一 个 相 因 子 e? ,这样 ,我 们 只 需 验 证 -十 [ln(chr) + 


a +(thr)e*a'“] 的 实 部 是 否 等 于 InM(z) 一 雯 a a+B(Ci)u 的 实 部 .这 是 一 个 考验 .验证 结 


果 表 明 的 确 两 者 对 任何 t 都 相等 (具体 推导 从 略 ) .这样 就 证 明了 :除了 可 能 的 相 因 子 外 ， 
U(£,0) 1 a) =| a’(z), (4)), (7.6.39) 
其 中 a (zt) 和 5(z) 分 别 由 (7.6.38) 和 (7.6.37) 式 确定 (C= re ). 
下 面 我 们 来 看 一 个 简单 例子 , 即 (7.6.5) 式 中 的 f(z) 为 


f(z1) = fe ht， WA 天 o， (7.6.40) 
即 经 典 源 与 二 个 光子 失 谐 的 情况 .这 时 (7.6.18) 式 中 的 g(1) 由 下 式 表示 : 
g(t) = ee A = 中 一 own， (7.6.41) 
A 即 失 谐 量 .于 是 C(z) 满 足 的 方程 为 
EC() = f* eC(s) — fes. (7.6.42) 
为 了 把 (7.6.42) 式 化 成 常 系数 的 方程 ,我 们 作 变 换 
C(t) = Ci)ece . (7.6.43) 
代入 (7.6.42) 式 中 即 得 出 
ST) = f* C(t) 2iAC() — f. (7.6.44) 
此 方程 在 初 条 件 C(0) =0 下 的 解 为 
C(t) = sm _ x=vV A f (7.6.45) 


~ kcoskt + iAsinkgt’ 
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从 而 


sinke 
C(z2) = KCOSKt + iAsinkt (7.6.46) 


这 样 , 按 (7.6.37) 式 , 即 可 得 出 挤 压 参 量 x 和 0 随时 间 的 变化 . 

最 后 附带 指出 ,除了 挤 压 相干 态 以 外 ,还 有 一 种 振幅 挤 压 态 .振幅 由 相位 ( 辐 
角 ) 和 幅 模 组 成 , 幅 模 也 可 用 光子 数 n 来 表示 (参见 $5.1). 通 弟 的 振幅 挤 压 态 是 
指 “n 的 方差 比 相 干 态 的 相应 值 要 小 、 而 相位 的 方差 则 比 相干 态 的 相应 值 要 大 ”的 
状态 , 故 即 为 光子 数 具 有 亚 油 松 分 布 的 状态 . 
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在 第 六 章 中 ,我 们 考虑 了 最 简单 的 开放 系统 , 即 与 周围 环境 (真空 或 热 光 场 ) 相 
互 作用 的 单个 原子 或 单 模 光 场 .在 实际 的 光学 系统 中 通常 既 含 光 场 又 含 原子 (原子 
合 ,介质 ). 它 们 互相 作用 又 分 别 与 环境 (或 称 为 库 ) 相 作用 ,本 章 即 研究 这 样 的 开 
放 系统 ,并 采用 量子 朗 之 万 方程 来 处 理 . 它 与 主 方程 处 理 方式 不 同 的 是 :后 者 是 在 
检定 谓 图 象 或 相互 作用 图 象 中 建 述 (建立 和 表述 ) 的 ,而 朗 之 万 方程 则 是 建 述 在 海 
森 伯 图 象 中 , 它 的 优点 是 便于 表达 两 个 或 多 个 不 同时 刻 算 符 的 相关 函数 . 
本 章 具体 的 研究 对 象 是 简单 的 激光 系统 .我 们 将 介绍 浸 渐 近似 ,讨论 光子 数 饱 
和 的 机 制 、 激 兴国 值 、 腔 内 场 的 强度 、 相 位 扩散 和 谱 线 宽度 以 及 输出 场 的 流 强 和 涨 
落 等 一 系列 问题 . 在 本 章 的 最 后 一 节 ,我 们 还 将 简单 介绍 Scully-Lamb 的 激光 理论 
模型 . 除 最 后 一 节 外 ,本 章 的 量子 理论 都 取 海 森 伯 图 象 . 


3 8.1 量子 阻尼 振子 问题 ” 耗 散 与 涨 落 


从 布朗 粒子 的 运动 我 们 知道 ,液体 (对 布朗 粒子 来 说 , 它 就 是 周围 环境 ) 不 仅 会 
产生 通常 所 知 的 流体 阻力 ,还 会 产生 一 种 无 规 的 涨 落 力 , 它 推动 着 粒子 作 无 规 的 布 
明 运 动 .我 们 将 看 到 ,一 般 的 开放 系统 也 会 出 现 类 似 的 情况 , 它 所 受到 的 周围 环境 
作用 ,一 部 分 表现 为 “ 趋 移 ” 力 (通常 为 耗 散 , 但 也 可 能 是 激励 ), 另 一 部 分 则 是 无 规 
的 涨 沙 力 ,又 称 为 朗 之 万 力 .对 于 量子 开放 系统 来 说 ,这 种 无 规 涨 落 力 出 现 的 必然 
性 ,还 可 以 从 量子 理论 的 基本 原理 来 揭示 .在 本 节 中 我 们 将 就 最 简单 的 情况 一 一 量 
子 阻尼 振子 ,对 此 进行 前述 . 


1. 量子 阻尼 振子 的 问题 


作为 对 照 ,我 们 先 来 看 经 典 的 一 维 振 子 . 为 便于 对 比 ,我 们 用 复 振 幅 < (z) 和 
a (zi) 来 代替 g(z) 和 p(z): 


= mw 1 
i 
Bi 0a) p(t)]. 


我 们 在 上 式 中 引入 常数 天 纯粹 是 为 了 与 量子 理论 比较 时 的 方便 . 
ai) 和 az) 满 足 的 方程 即 为 


(8.1.1) 
a (1) = 
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a(t) 三 -iona&(t)， (8 .1.2 
a (£1) = iwoa (1). | 
当 振子 受到 环境 的 阻尼 力作 用 时 ,方程 (8.1.2) 即 修改 为 
ai) = iwoa(t) -a(t), 
a “(zt) = iwoa’(t) — Fa"(t). (8.1.3) 
上 述 方程 的 解 就 是 
a(t) = a(0O)e tii:, a(t) = a*(0)e "ior. (8.1.4) 


这 里 并 没有 什么 问题 .但 是 若 直 接 过 渡 到 量子 振子 就 出 现 问 题 了 . 在 海 森 伯 图 象 
中 ,a(z) 和 a* (z) 从 < 数 变 成 g 数 ,也 就 是 算 符 a(t) 和 a1(z).(8.1.3) 式 直接 过 
渡 的 结果 是 
Sa (1) =— iwoa (1) — a (z), 
Sat) = iwoat(z) — a). (8.1.5) 
相应 的 解 为 
a(t)=a(0Oesi:, at 人 ti) = af(0)e 3%0r. (8.1.6) 
此 结果 与 (8.1.4) 式 完全 对 应 .问题 出 在 从 (8.1.6) 式 将 得 出 
[a (#),a1(z)] = [a (0),a'(0)Je™, 
从 而 不 能 保持 [4(z),a1(z)] 恒 为 1. 这 也 意味 着 “[a(z),2(t)] 等 于 丢 并 不 恒 成 
立 ” ,违背 了 量子 力学 的 基本 原理 . 
如 何 解决 这 一 问题 ? 
基本 的 思路 是 :既然 振子 所 受到 的 阻尼 是 它 与 库 相互 作用 的 结果 ,我 们 可 先 研 
究 振 子 与 库 这 个 大 系统 ,然后 消去 库 的 变量 以 得 出 振子 的 a(t) 和 af(z) 所 满足 的 
方程 ,由 此 考察 在 振动 衰减 下 去 的 同时 ,如 何 还 能 保持 [a(z),a1(z)] 等 于 1. 


2. 量子 振子 与 库 的 作用 


如 6.4 所 述 , 库 通常 是 指 一 个 稳定 的 大 系统 ,有 极 多 的 自由 度 . 在 受到 扰动 
后 能 很 快 地 将 影响 消散 从 而 恢复 原状 . 一 个 光学 系统 可 以 同时 与 几 个 库 相互 作用 . 

我 们 回 到 上 述 量子 阻尼 振子 .假定 与 它 作用 的 库 是 由 无 穷 多 个 另外 的 谐振 子 
组 成 ,它们 的 频率 具有 广 谱 的 分 布 ,其 吸收 和 发 射 算 符 分 别 为 8。(z) 和 名 (z). 这 
样 ， 系统 与 库 的 总 哈密 顿 量 将 由 三 个 部 分 组 成 : 原 振子 的 哈密 顿 量 
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jwoa1(z)a (z), 库 的 哈密 顿 量 3 1hwb1 (1)b,(zt) 和 原 振子 与 库 的 相互 作用 哈密 
顿 量 . 在 海 森 伯 图 象 中 
Hi(t) = i Dg,a (bt) — geat(z)b, (2)]. (8.1.7) 
由 上 述 及 以 及 对 易 关 系 [6,(z) ,bt,(1)]= 8, 即 可 求 出 运动 方程 为 
5 (1) =— iwoa (一 > gi b(t), 
号 人 (1) =— iwb,(t) + gua (1). (8.1.8) 


a1(z) 与 由 (z) 的 方程 为 上 式 的 厄 米 共 斩 ， 
我 们 可 从 a(zt) 和 6,(z) 中 分 出 迅 变 自由 振动 因子 ,即将 它们 改写 成 (zeri: 
和 6,(t)e .新 的 a(z) 和 6,(z)( 即 分 出 ei%! 和 e-* 后 的 ) 将 满足 下 述 方程 


8 2 Dechert 


b(t) = gl (te (8.1.9) 


这 样 ,a(z) 和 6,(z) 的 变化 完全 由 相互 作用 所 引起 ,因而 相应 的 图 象 也 是 一 种 相 
互 作用 图 象 , 不 过 这 是 在 海 森 伯 图 象 的 基础 上 所 建立 的 作用 图 象 ,而 通常 的 相互 作 
用 图 象 是 在 薛 定 裹 图 象 的 基础 上 建立 的 . 

设 振 子 与 库 开始 作用 时 刻 为 :=0, 将 (8.1.9) 第 二 式 两 侧 从 0 到 上 积分 ,得 


b(t) = g,| 4 (1’)el® 0) dt’ + 6b.(0), (8.1.10) 
再 代入 到 (8.1.9) 式 中 即 得 出 
5 (2) =- > 1s ?| a edge - (De 
(8.1.11) 


道 常 , 库 的 谱 值 是 密集 的 ,我 们 可 以 引入 谱 密度 5(w ) 把 上 式 右 方 第 一 项 对 w 的 求 
和 化 成 积分 . 设 库 振子 频谱 范围 为 零 到 0 , 则 有 


— > | g, le oo = | g, | E(w)e dw = U(r 17). 
(8.1.12) 
U(t) 实 即 为 36.1 中 所 引入 的 关联 函数 ,只 是 此 处 的 库 振子 简化 为 标量 振子 . 另 


外 ,在 $6.1 节 ,U(r) 给 出 薛 定 课 作用 图 象 中 状态 的 变化 率 与 过 去 状态 间 的 关联 ， 
而 在 这 里 它 将 给 出 算 符 的 变化 率 与 过 去 算 符 值 之 间 的 关联 ( 见 (8.1.14) 式 ). 如 果 
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令 z 
F (1)=- Dg*b,(0)e 0), (8.1.13) 
- 则 (8.1.11) 式 即 可 写成 | 


fe (= | UG -a (de + FG). (8.1.14) 


我 们 将 说 明 ,在 通常 的 条 件 下 ,F(z ) 就 是 我 们 所 讨论 例子 中 的 涨 落 力 . 
库 通常 处 于 热平衡 状态 , 故 (6,(0))。=0. 设 它 的 温度 为 , 则 按 玻 尔 兹 曼 分 
布 律 ,初始 时 它 的 密度 算 符 可 表 为 


~( 


pr(0) = TTom， pm = (1-e 覆 ) 六 ne 人， (8.1.15) 


其 中 ks 为 玻 尔 兹 曼 常 数 , |) 为 61(0)6,(0) 的 本 征 态 (本 征 值 为 n),o‘? 中 的 
(1 一 e ”87) 为 归 一 化 因子 (参见 (5.4.33) 式 ).“ 振 子 与 库 ” 总 体 的 初始 密度 算 符 
pwa (0) 即 为 振子 密度 算 符 o(0) 与 og (0) 的 外 积 
pwa(0) = 0 (0)pr(0). 
由 于 是 采用 海 森 伯 图 象 , 故 ow 并 不 随 i 变化 (注意 ,ows 代表 的 是 状态 ,而 不 是 力 
学 量 ) ,振子 和 库 在 t 时 刻 的 力学 量 算 符 应 通过 它们 的 运动 方程 用 a (0) .at(0)、 
5.(0) 和 61,(0) 表 示 出 来 后 ,再 通过 ouu(0) 来 求 它们 的 期 望 值 和 各 种 相关 函数 . 
由 于 下 (z) 和 它 的 厄 米 共 轿 Fi(z) 已 用 6,(0) 或 61(0) 表 示 出 来 ( 见 (8.1.13) 
式 ) ,它们 的 期 望 值 和 相关 函数 为 (F(z) 玉 (z))《F(z)F'(z )) 等 即 可 求 出 .由 于 
F 和 Ft 只 与 库 有 关 , 故 取 平 均 可 只 对 库 ( 用 R 表示 ) 自 由 行进 行 .首先 ， 
(F(2)) = (F(R=0, (F142)) = (F(z)) = 0,(8.1.16) 
其 次 ,它们 各 自 的 相关 函数 亦 不 难看 出 等 于 零 
(F (EF (FR = 《RCR = 0， (8.1.17) 
只 是 下 (1) 与 F(z ) 间 的 相关 函数 不 为 零 : 
(F (AP) = Degg (b,(0) bY (0)) Re me eo) 


0 
- | gl? (CN + E(w) em do 
0 
三 -UN (一 万 )， (8.1.18a) 


其 中 元 = (1 一 e m7) > ne 有 = -mT 一 -代表 温度 为 时 频率 为 振子 数 
的 期 望 值 , 亦 即 $ 6.4 第 一 小 节 中 的 nz (w). 同 样 可 得 
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八 八 人 一 -~ 。 7 
“(FI(E)F (t))r = | | g, [Pn,t(w)e Ni dw- U,(t — +). 


(8.1.18b) 
不 难看 出 ,这 里 的 Ui(t 一 二 ) 和 U,(z 一 z ) 亦 分 别 与 (6.4.12) 式 中 的 Ui (zt 一 z) 
和 U,(zt 一 ) 相 对 应 . 当 n。 可 以 忽略 时 (对 于 重要 的 积分 频 域 ), U1 (7) 即 化 为 
(8.1.12) 式 所 定义 的 U(r) 而 U,(7) 化 为 和 零 . 
在 马尔 可 夫 近 似 成 立 的 情况 下 (关联 时 间 趋 于 零 ) ,有 
UL 一 万) 三 一 AGE 一 志 )， 上 之 0， (8.1.19) 
其 中 (我 们 略 去 了 xc 的 虚 部 ,该 虚 部 代表 频 移 5w. 但 这 里 求 出 的 值 并 不 可 徘 . 也 可 
认为 So 已 并 入 wo 中 ) 
Kk = 2 g。 | 5Cowo)， 
(参见 $6.1 第 1 小 节 ). 当 nn。 不 可 忽略 时 ,结果 则 为 
Uni (一 万) = 一 Ka +1)6(t—#), tf 宇 0, (8.1.20a) 
Us(t —t)=— kn, S(t- ), t 宇 0. (8.1.20b) 
(8.1.16) 式 告诉 我 们 ,下 (z ) 为 平均 值 等 于 零 的 涨 落 ,而 (8.1.18) 和 (8.1.20) 
式 进一步 表明 ,F(z) 和 FT(z) 的 瞬时 “绝对 值 ” 为 无 穷 大 ,但 极 快 地 ,无 规 地 变化 ， 
以 致 1 与 i 只 要 有 极 少 的 差 ,F(z ) 与 Fi(z) 乘 积 的 期 望 值 就 为 零 .按照 


| sd dz = 地 (8.1.21) 
的 规则 , (8.1.14) 式 在 马尔 可 夫 近 似 下 化 为 
Sa 的 = 一 地 KA (1)+ F(z), (8.1.22) 


并 且 F(z) 与 Fi(1 ) 之 间 具 有 6(t -zt ) 型 的 相关 函数 .在 本 章 随后 的 各 节 中 我 们 
将 限于 讨论 马尔 可 夫 近 似 成 立 的 情况 . 

(8.1.22) 与 (8.1.5) 第 一 式 相 比 , 少 了 一 iwoa (z) 的 项 (这 是 由 于 我 们 从 a(z) 
分 出 了 erim: 因 子 ) ,但 多 了 一 个 新 项 下 (z), 即 涨 落 项 . 

从 (8.1.10) 和 (8.1.11) 式 可 以 看 出 ,阻尼 项 ( 即 (8.1.11) 式 右 方 第 一 项 ) 来 自 
振子 对 库 作 用 ( 即 (8.1.10) 式 右 方 的 第 一 项 ) 的 回 返 作用 ,其 值 与 振子 的 < 相关 ,并 
正比 于 耦合 常数 g 绝对 值 的 平方 (表明 是 两 次 作用 的 结果 ) ,而 涨 落 项 ( 即 
(8.1.11) 式 右 方 第 二 项 ) 是 原来 的 库 量 子 对 振子 的 作用 , 它 与 耦合 常数 一 次 方 成 正 
比 . 


3. 量子 理论 的 自 洽 
在 我 们 以 上 的 处 理 中 ,量子 振子 的 基本 对 易 关 系 [a(:),a'(z)] =1 不 会 被 破 
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坏 , 因 为 振子 和 库 合 起 来 是 一 个 哈密 顿 系统 ,所 有 的 算 符 都 按 总 体 的 哈密 顿 量 有 H7 
作 乏 正 性 的 演化 ,于 是 有 
[a (2),a'(z)] = eifn[a (0),a1(0)Je ifn. 

从 [a(0),a1(0)]=1 立即 得 出 任何 时 刻 的 [a(z),a'(z)] 都 等 于 1. 

但 如 何 从 消去 了 库 变 量 的 朗 之 万 方程 (该 方程 中 含有 阻尼 项 ) 直 接 印证 这 一 量 
子 理论 的 基本 关系 未 被 破坏 ? 

下 面 就 来 回答 这 一 问题 .我 们 将 通过 求解 朗 之 万 方程 来 证 明 [a(zi),at(z)] 总 
等 于 1. 为 此 , 令 


a (1) = A (1)e¥, (8.1.23) 
代入 朗 之 万 方程 (8.1.22) 后 ,即将 它 化 为 
CA (1) = P(e. (8.1.24) 
由 上 式 解 出 
Ap) = A do) + | (ze de”, (8.1.25) 
代 回 (8.1.23) 式 右 方 并 注意 到 A(0) = a(0), 即 求 出 a(z) 的 解 为 
2 0) = 4 (0)e s+ | (er 和 dz (8.1.26) 


我 们 看 到 a(+) 中 除了 衰减 的 项 外 ,多 了 一 个 由 涨 落 贡 献 的 项 .将 (8.1.26) 及 其 共 
思 e 式 代 和 人 [a(z),a'(z)] 即 得 


[a (2),a1(2)] = [a (0),at(0)]Je™ + { [a (0), P(e’)Je deor dae 
+ | 二 (1°),a1(0) Je $2 qe 
- | ar] az (21), Fi( 太 )]e de®, (8.1.27) 
由 于 Fi() = 一 了 gb1(0)e%-*0! 而 5614(0) 与 a(0) 互相 对 易 , 故 
[a (0), Fi(#’)] = 0， 
同样 [F(z ),a(0)] 也 等 于 零 .于 是 (8.1.27) 就 化 为 
[a (t),a'(t)] = ee + | de’| dr (7), Pre) le se, 
(8.1.28) 


即 除了 衰减 项 e" ,还 有 由 涨 落 贡献 的 第 二 项 ,下 面 进一步 来 对 它 处 理 
利用 会 (?) 的 定义 式 (8.1.13) 及 其 共 辑 式 即 得 
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[B02), Pe)] = Daas th,(0), bY (0)]e eo 
= 5 lg, le = U(t ~ #), (8.1.29) 
其 中 U(z 2) 由 (8.1.12) 式 所 定义 .在 马尔 可 夫 近似 下 ( 因 (8.1.22) 式 是 马尔 可 
夫 近似 下 的 方程 ) , 按 (8.1.19) 式 ,上 式 化 为 
[全 (C2) ,FIC2)] = «xd(t’ — 1). (8.1.30) 
代 回 (8.1.28) 式 右 方 第 二 项 并 对 # 积 分 ,即将 该 项 化 为 
| near 一 1 一 e”. 
这 样 (8.1.28) 式 右 方 第 二 项 除了 1 以 外 又 出 来 个 -ee “ ) 正 好 把 第 一 项 e。“ 消 挥 . 
最 后 得 出 
[a (zt),at(z)] = 1. (8.1.31) 
这 就 直接 证 明了 ,考虑 了 涨 落 项 贡献 的 a(t)((8.1.26) 式 ) 的 确保 持 基本 对 匈 式 
(8.1.31) 成 立 . 
将 方程 (8.1.22) 对 库 取 平均 后 , 即 得 
a(t) =— ea (2 
由 此 解 出 
(2 (2) = 4 (0)e 2". (8.1.32) 
上 式 中 的 (2(1))。 仍 是 一 个 算 符 ,因为 只 对 库 作 了 平均 ,并 未 对 振子 的 密度 算 符 求 
迹 . (8.1.32) 式 表明 将 衰减 到 零 的 是 (4(z))k 而 不 是 a (zt) 本身. 换 句 话说 ,振子 原 
来 的 振幅 2(0) 将 衰减 到 零 , 最 后 剩 下 的 是 无 规 的 运动 (如 (8.1.26) 右 方 第 二 式 所 
示 ). 这 一 情况 与 有 初速 的 花粉 粒子 在 液体 中 的 布朗 运动 相似 . 
在 以 上 的 讨论 中 ,我 们 设 定 了 库 由 一 系列 振子 所 构成 .实际 上 所 得 的 结果 具有 
校 普遍 的 意义 .只 要 我 们 接受 布朗 运动 的 概念 ,在 阻尼 振子 的 方程 里 加 上 无 规 力 
( 即 朗 之 万 力 ) 合 (z) ,就 将 得 出 方程 (8.1.22); 再 认识 到 像 -地 x 4 (z) 这 样 的 阻尼 
力 ( 它 只 与 该 时 刻 的 4 相关, 与 较 早 时 刻 的 a 无 关 ) 是 马尔 可 夫 近 似 下 的 结果 ,相应 
的 无 规 力 也 应 具有 马尔 可 夫 过 程 的 特点 即 (+) 与 F(z) 之 间 具 有 6 函数 型 的 相 
关 函 数 Q; ' 
(FECG) = QB -2), (FO)F(E)) = Qd(t —#), 


@ 因此 (8.1.33) 式 也 称 为 马尔 可 夫 型 的 相关 函数 ， 
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(下 (PFC = Qt ot), FF) = Qo(t 1), 
(8.1.33) 
就 可 以 通过 一 般 性 的 考虑 确定 出 Q1、Q,、Q3 和 Qs. 所 得 的 结果 将 与 (8.1.17)、 
(8.1.18) 和 (8.1.20) 式 完全 一 样 ,证 明 如 下 .首先 ， 


LD De = (DG + 0) GD) 
将 (8.1.22) 式 及 其 共 斩 式 代 人 后 即 化 出 
Fa)a (ie = 一 (Qt(DG (EDR + CPN) (2))R + 《GOD 全 CD))R， 


(8.1.34) 


再 将 (8.1.22) 式 的 解 (8.1.26) 代 入 上 式 右 方 第 二 项 ,并 注意 到 初始 的 a(0) 与 库 无 
关 , 从 而 (Ft(t)a(0)》。 = 《Fi(z))wa (0) =0, 即 得 出 


(全 (Da CD) = | (PrP (2)) re de 
- [Qa ee gr = 于 Qi， (8.1.35a) 
上 式 最 后 结果 中 的 因子 考 ,是 根据 (8.1.21) 式 所 述 的 规则 得 出 的 .同样 可 求 出 


(ai(z)F (1)). = 于 Qi， (8.1.35b) 
为 了 确定 Qi 的 值 ,将 (8.1.35) 式 代 回 (8.1.34) 式 ,结果 为 


SUA (EDR = kaa (DR + Qi (8.1.36) 
此 式 的 解 为 
(DG CD) = [(20(02 (Or See +S (8.1.37) 


当 t 一 品 时 , 《a1 (1)a (zt))k 将 达到 其 稳 便 值 QiMe. 由 于 库 具有 温度 
《a1(z)a(z))r 的 稳 恒 值 即 为 温度 了 时 的 热平衡 值 元 ,这样 就 得 出 了 
Qi 一 kn, . (8.1.38) 
用 同样 的 方法 可 求 出 
Q: = «(ns +1), Qis=Q:=0. (8.1.39) 


果然 与 (8.1.17)、(8.1.18) 和 (8.1.20) 式 一 致 . 
值得 指出 的 是 :我 们 是 用 稳 恒 情 况 来 定 出 常数 Q; 的 ,但 这 并 不 意味 着 所 定 出 
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的 值 只 适用 于 稳 恒 情况 . 因 (8.1.33) 式 对 稳 恒 和 不 稳 恒 都 适用 ,其 中 的 Q, 为 相同 
的 参数 . 

我 们 看 到 ,在 以 上 推导 中 热力 学 定律 起 了 重要 的 作用 . 它 告诉 我 们 ,振子 与 库 
作用 的 最 后 结果 一 定 趋向 热平衡 ,而 在 热平衡 时 ,振子 的 (at(z)a(z))R 只 与 温度 
T 有 关 , 与 库 的 具体 构成 无 关 . 再 由 热平衡 时 由 阻尼 力 和 涨 落 力 引起 的 
(a1(zt)a(t))。 的 变化 要 相互 抵消 ,就 可 得 出 阻尼 系数 与 涨 落 力 关联 函数 中 的 
Q 以 及 元 之 间 的 关系 ( 它 通常 被 称 作 耗 散 - 涨 落 关系 ). 

4. ai(1) 与 a(t ) 之 间 的 相关 函数 
我 们 来 考虑 在 振子 达到 稳 恒 情况 后 a1(z1) 与 a(t ) 间 的 相关 函数 .为 去 掉 解 中 
的 暂 态 项 我 们 把 振子 与 亩 的 起 始 作 用 时 间 推 到 一 oo. 这 时 (8.1.26) 式 化 为 
2 (1) = | 全 (te $d dz, (8.1.40) 
上 述 4(z) 对 库 的 平均 值 (4(1))k 恒 为 零 . 我 们 将 看 到 (a1(t)a(t ))k 只 是 t 一 + 
的 函数 ,其 值 随 |t :| 增加 而 指数 下 降 . 
由 (8.1.40) 式 及 其 共 轿 式 即 得 


(al(t)a (1'))g = [ae] ar (PCr) (7 )) pe sr) 
= mi dr| dr'a(r 一 re ) 
下 一 步 积分 时 ,需要 区 别 两 种 情况 分 别处 理 : 当 t >t 时 ,应 先 对 积分 以 保证 6 
函数 的 零点 出 现在 积分 区 之 内 ,再 对 r 积分 ,得 出 的 最 后 结果 为 4 e 2"*?; 当 
/< 时 则 应 先 对 积分 ,最 后 得 出 的 结果 为 元 e 2"- 人 . 合 起 来 可 表示 成 
(al(t)a (t))R = no ez. (8.1.41) 

上 式 表明 at 与 a 的 相关 时 间 可 用 2/« 来 标志 . 这 意味 着 ,虽然 a 也 是 作 无 规 的 
涨 落 性 运动 (2 (4))s = 0, 但 它 改变 得 并 不 是 那么 快 , 当 |: 女 | = 寺 时 ， 
(21(4)2(z)) 才 降 到 (41(z)a(z)) 的 三 ， 

对 振子 来 说 ,更 直观 的 是 坐标 和 动量 两 个 量 .我 们 来 看 9(t) 与 9(t ) 之 间 以 
及 p(t) 及 p(t ) 之 间 的 相关 函数 .由 (8.1.1) 式 ， 


Ea), Di ect 
d= Im ta), p=-iW (Ta) (8.1.42) 
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于 是 有 
(gq (1)gq (1'))r = 7 [0 (t)a (1 p+ a (t)a'(e’))s 
+ (at(t)a (t’))r + Cal(t)a'(#’))r]. 
仿 前 不 难 求 出 
Ca (t)al(t’))r = (no 二 TD)e 生生 
(a (ba (t’))r = Cat(t)at(z’))r = 0， (8.1.43) 
于 是 得 出 
(9 (Da (tr = no + Tel" (sed, (8.1.44a) 
同样 可 得 . 
(PP (EDR = miwo (no, + 3)e i = (pse "(8.1.44b) 


其 中 (gq?)s 和 《加 》s 分 别 代表 稳 恒 时 g? 和 p? 的 期 望 值 .我 们 看 到 ,坐标 的 相关 时 
间 和 动量 的 相关 时 间 都 “是 "< , 即 完全 由 阻尼 系数 决定 ,与 元 ,无 关 ( 虽 然 涨 落 力 
的 强度 与 元 , 有关). 


一 阶 相关 函数 的 一 个 重要 应 用 是 计算 一 个 随机 涨 落 量 的 谱 分 布 .对 于 随机 涨 
落 的 变量 ,通常 需要 的 不 是 它 本 身 的 谱 ,而 是 所 谓 的 强度 谱 或 称 功率 谱 . 这 种 谱 可 
用 一 阶 相关 函数 来 计算 (参见 $8.5 节 ) .我们 将 前 面 从 a1(z) 和 a(t ) 中 分 出 的 自 
由 振荡 因子 e%!: 和 eo’ 补 回 到 相关 函数 中 , 即 有 


Cat(t)a (tg = no es ieee). (8.1.45) 
根据 后 文中 的 (8.5.32) 式 ,强度 谱 分 布 为 
S(o) =| (ana ae Vd =| (dr (0) re wdr. (8.1.46) 
将 (8.1.45) 式 代入 后 即 可 求 出 


S(o) = | neh dr = 6, OO (8.1.47) 


如 所 预计 , 谱 宽 等 于 阻尼 系数 <. (8.1.46) 式 通常 称 作 威 纳 - 享 钦定 理 .在 8$8.5 中 
我 们 会 再 见 到 它 . 
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3 8.2 开放 光学 系统 的 量子 明之 万 方程 


我 们 在 本 节 中 将 考察 多 能 级 原子 与 单 模 光 场 相 互 耦合 的 系统 ,并 假设 此 系统 
不 仅 有 内 部 ( 即 原子 与 光 场 之 间 ) 的 相互 作用 ,还 同 周围 环境 相 作 用 .除了 本 章 序言 
中 所 提 到 的 与 腔 外 的 真空 场 或 热 光 场 相 作用 以 外 ,原子 还 可 能 与 广 谱 的 抽 运 源 相 
作用 ,与 腔 内 可 能 存在 的 其 他 气体 分 子 相 碰撞 或 与 周围 介质 中 的 声 子 相 作用 等 . 单 
模 光 场 也 可 能 与 腔 内 其 他 气体 分 子 , 腔 壁 上 原子 相 作 用 等 等 .这 些 与 所 研究 系统 作 
用 着 的 广 谱 环境 将 统称 为 库 . 库 可 能 具有 确定 的 温度 也 可 能 不 具有 确定 的 温度 ( 例 
如 抽 运 源 ). 

在 本 节 中 ,我 们 对 库 采 用 一 个 简单 的 模型 , 即 它 由 大 量 的 谐振 子 构成 ,这 些 谐 
振子 的 频率 同样 具有 广 谱 分 布 .在 广 谱 条 件 下 , 朗 之 万 方程 中 的 阻尼 项 (和 抽 运 项 ) 
以 及 涨 落 力 项 的 关联 函数 常 可 作 马 尔 可 夫 近 似 . 

我 们 将 先 考虑 未 克 合 的 “原子 和 光 场 ”分 别 与 它们 各 自 的 库 的 相互 作用 .然后 
再 计 入 原子 与 光 场 间 的 耦合 ,这 时 所 得 出 的 就 是 激光 的 量子 朗 之 万 方程 . 

与 上 节 一 样 ,我 们 采用 的 是 海 森 伯 图 象 .在 $1.1 中 已 经 指出 , 海 森 伯 图 象 中 
的 一 个 态 矢量 可 看 作 是 代表 一 个 过 程 ,并 可 通过 该 过 程 在 某 个 任意 时 刻 to 的 情况 
来 标志 . 当 我 们 求 某 个 算 符 L(z) 在 该 态 的 期 望 值 (或 求 L(1) 作 用 到 该 态 上 的 结 
果 ) 时 ,原则 上 就 需要 通过 该 算 符 的 运动 方程 ( 海 森 伯 方程 ) 将 它 用 to 时刻 系统 的 
算 符 表示 出 来 ,然后 作用 到 态 矢量 上 . 

1. 原子 和 单 模 光 场 与 各 自 库 的 作用 

先 来 看 单 模 光 场 . 在 激光 问题 中 , 光 场 的 耗 散 主 要 是 通过 半 透 镜 向 外 的 输出 . 
这 一 效应 可 通过 腔 场 与 腔 外 真空 场 各 个 模 之 间 的 耦合 来 描述 .在 马尔 可 夫 近 似 下 ， 
腔 场 的 吸收 算 符 < 满足 下 述 朗 之 万 方程 (与 $8.1 节 中 的 阻尼 振子 相似 ) : 

CA (=-iol (t) -$a() + F(z). (8.2.1) 
我 们 已 将 与 库 作用 所 产生 的 频 移 5w 并 人 到 w 之 中 . 

涨 落 力 下 和 它 的 厄 米 共 罗 Fi' 之 间 的 关联 函数 为 

(FI(#)F (2))r = (CT)SG — 1), 

(下 (RD))R = cla(T)+1]8(t —z). 
上 式 左边 的 脚 标 R 代表 库 .n(T) 实 际 为 频率 为 w 的 热 光子 数 .在 可 见 光 频率 情 
况 ,元 (T) 通 常 很 小 ,例如 工 =300K 时 ,元 (T):10-3. 故 可 忽略 不 计 . 至 于 玉 与 下 
之 间 以 及 Fi 与 Fr 之 间 的 关联 函数 ,都 为 零 : 


(8.2.2) 
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(F (EF (eR = (PI) FI = 0. (8.2.3) 
需要 指出 的 是 ,在 $8.1 第 二 小 节 导 出 形式 如 (8.2.1) 的 朗 之 万 方程 [其 中 阻尼 项 简单 地 就 
等 于 一 广 避 (1)], 实 际 上 与 假定 了 库 由 大 量 谐振 子 所 构成 相关 . 若 单 模 光 场 的 库 是 由 具有 广 庶 
频率 分 布 的 一 系列 二 能 级 原子 所 组 成 ,结果 就 不 直接 了 当 了 Q@. 这 时 总 哈密 顿 可 设 为 
H= 和 ata+ Do + h Dy(gio® a'+ go a), (8.2.4) 
其 中 o ,和 c; 的 意义 如 (6.1.3) 式 所 示 . 不 难得 出 a(z) 与 9 的 运动 方程 为 


0 (2) = i (1) iD: 50 (2), 
k 


(8.2.5) 
E20 (2) = os (t) +igd (2) (7), 
从 (8.2.5) 式 第 二 式 可 求 出 a (z) 的 积分 表示 式 
og (1) = WO (0)e i + ige | 2 (1) oa (1 )e "de. (8.2.6) 
将 上 式 代入 (8.2.5) 第 一 式 中 即 得 出 
A(t) = wd (2)+ 3 gx a (1) oD (2 Ym de 
- Dar 5 和 (0)e we’. (8.2.7) 


(8.2.7) 式 右 方 第 二 三 项 分 别 代表 阻尼 项 和 涨 落 项 . 我 们 看 到 在 此 阻尼 项 中 仍 含有 库 算 符 , 化 
不 成 - 方 < 4(1) 的 形式 .以 上 只 是 提醒 注意 ,实际 上 对 4(z) 的 朗 之 万 方程 仍 都 采用 (8.2.1) 式 ， 


下 面 再 来 看 一 个 多 能 级 原子 所 满足 的 朗 之 万 方程 . 设 原 子 有 个 能 级 ,a, 和 
ct 分 别 为 ; 能 级 原子 的 吸收 和 发 射 算 符 .如 果 库 仍 采用 谐振 子 模型 , 则 可 得 出 : 库 
的 作用 将 贡献 阻尼 项 、 频 移 项 、 抽 运 项 和 涨 落 力 项 ( 朗 之 万 力 项 ). 具 体 地 说 ,在 原子 
能 级 迁移 算 符 oj; 的 方程 中 将 出 现 阻尼 项 、 频 移 项 和 涨 落 力 项 、` 而 在 原子 布 居 数 算 
符 入 , 的 方程 中 ,出 现 的 是 阻尼 项 、 抽 运 项 和 涨 落 力 项 .原子 能 级 迁移 算 符 cx (j 关 
&) 和 布 居 数 算 符 N, 的 定义 为 


八 八 寺 个 人 


Ox%X 一 QiQA， 入 


它们 满足 的 明之 万 方程 分 别 如 下 : 


全 = i(w 十 Aw ) ot) 二 yao x(t) 十 T(z), j 关 k,， (8.2.9) 


(8.2.8) 


|| 
RQ»> 
六 


(9) NAD) FN) + Dsle), (8.2.10) 
[| 
其 中 w 表示 从 能 级 ; 到 能 级 的 跃迁 率 (由 于 库 的 作用 所 引致 的 ). (8.2.9) 式 中 


中 例如 :Sargent, Scully and Lamb，Laser Physics, $ 19 .2. 
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的 wj 和 i 分别 为 
wn = TB -EB), y= 3[ 5 w+ 5 wa]+t HG, (8.2.11) 
ij) 2k) 
次 为 退位 相 效应 所 引起 的 弛 驳 . 它 是 库 振子 与 原子 间 的 弹性 散射 (原子 在 散射 前 
后 能 级 未 变 ) 所 引起 的 (参见 86.4 第 五 小 节 ). 至 于 (8.2.10) 式 中 的 7 , 它 与 跃迁 
率 的 关系 为 
y; = > w, (8.2.12) 


即 由 能 级 ; 到 其 他 能 级 的 噬 迁 率 的 和 . 于 是 7 亦 可 表示 成 

ya = 方 (% +) + 并 . (8.2.13) 
由 于 次 = %%, 故 有 7Yx = Xs .在 一 些 文献 中 ,y+ 7 称 为 纵向 弛 殉 系 数 而 ys 称 为 
横向 弛 耶 系 数 ,由 次 所 引起 的 谱 线 增 宽 常 称 为 碰撞 增 宽 . 另 外 ,由 于 > N = |, 故 


由 (8.2.10) 式 所 表示 的 n 个 方程 中 只 有 n - 1 个 是 独立 的 . 

下 面 将 从 舅 外 的 角度 来 对 yh 的 导出 作出 说 明 . 当 原 子 与 库 量 子 发 生 弹 性 散射 
时 ,原子 相位 将 发 生 附加 的 无 规 变化 .车 设 dz 时 间 内 所 有 发 生 的 弹性 散射 导致 的 
相位 无 规 变化 记 为 So(r)dr, 则 在 0 到 时间 内 总 的 无 规 相位 变化 即 为 


Ag = | sandr (8.2.14) 
在 海 森 伯 图 象 中 ,6 ， 本 有 一 个 相位 因子 e*%1 和 9x) ,现在 将 增加 一 个 因子 


e jrt9s ,我们 来 指明 这 个 因子 的 平均 值 (e 刺 09) 就 是 e- 妇 为 此 将 其 中 指数 
函数 作 短 展 开 0; 


(@ io (dr = (1 一 i| dwn Cr)dr 一 3| dr dradown (ri)dwn(r) 


tt "| dr] de, Bon Cri) (Ta) (ts) + ee), 
(8.2.15) 
既然 8(w) 是 无 规 地 涨 落 性 变化 , 故 有 
(Swa(T)) = 0. (8.2.16) 
在 io 的 关联 函数 为 马尔 可 夫 型 并 满足 高 斯 统计 的 情况 下 , (3w (1)3wi (Ty)) 可 
写成 


@ 参见 Sargent,Scully and Lamb, Laser Physics, § 7.3. 
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(Sw (ri)Sws(r)》 = 2) 交 S(r 一 )， (8.2.17a) 
同时 还 有 : 

(wa (ril)Swz (rz)…Sawxs(r li)) = 0, (8.2.17b) 
Cw CT1)dwa (Ta) "dw Ta )) = (7%)" > Er — Ta)d( Ts — ta) Tn — To ). 
最 后 一 式 中 的 > 是 对 2n 个 rs 的 各 种 配对 求 和 . 这样,(8.2.15) 式 右 方 第 2n 项 就 
化 为 


CT 1)" (27% )" 5 | dr desde 一 zi ) (Cr 1 一 T2n ) 


此 式 求 和 号 中 每 一 项 的 积分 什 芝 为 六 ,项 数 为 久久 (将 2 个 rs 排队 ,然后 顺序 
分 成 n 对 .2n 个 rs 排队 的 总 数 为 (24)! 但 这 样 计算 配对 的 数目 有 重复 . 一 是 来 
自 每 对 内 部 两 个 + 的 交换 ,二 是 来 自 个 配对 的 排列 . 故 需 将 (24)! 除 以 2"n1). 
这 样 第 2n 项 的 值 应 为 二 (六 1)” .于 是 (8.2.15) 式 化 为 


(eb) = 证 (- 驴 ) = e 克 ， (8.2.18) 
n=0 ° 


这 就 完成 了 从 “无 规 相位 改变 因子 ”到 衰减 因子 的 转化 . 

原子 的 涨 落 力 项 与 光子 的 相 比 有 一 个 复杂 的 情况 , 即 它 不 仅 含 有 库 振 子 的 算 符 
还 会 含有 原子 的 算 符 . 通 过 简单 的 二 能 级 原子 的 情况 即 可 显示 这 一 结论 (参见 下 面 第 
三 小 广 ). 不 过 , 涨 落 力 项 的 具体 构成 对 我 们 并 不 那么 重要 .重要 的 是 它们 对 库 的 平均 
值 以 及 相互 之 间 的 相关 函数 .根据 涨 落 力 项 的 定义 ,它们 对 库 的 平均 值 应 为 零 


(T(t))r = 0， (8.2.19) 
而 在 马尔 可 夫 近 似 下 ,它们 之 间 的 相关 函数 为 
(Te)T(t)) = Gow (t)d(t — 17’), (8.2.20) 


在 (8.2.19) 和 (8.2.20) 式 中 7 和 & 可 以 相等 也 可 以 不 相等 .7 与 & 情况 也 一 样 . 值 
得 指出 的 是 ,Gj 现在 为 算 符 , 而 且 与 1 有关. 关于 Gjx (1) 的 表达 式 ,对 本 书 要 
用 到 的 二 能 级 原子 情况 ,结果 将 在 下 文中 给 出 . 至 于 一 般 多 能 级 情况 ,在 Louisell 
书 Quantum Statistical Properties of Radiation 和 Haken 的 Laser Theory 一 书 中 都 
有 讨论 ,读者 可 以 参考 . 


2. 二 能 级 原子 朗 之 万 方程 的 推导 


当 我 们 从 具体 的 原子 - 库 相互 作用 来 推导 原子 的 朗 之 万 方程 时 ,将 面临 一 个 问 
题 即 如 何 分 离 出 涨 落 力 项 .本 小 节 将 用 最 简单 的 库 模 型 来 说 明 这 种 分 离 的 办 法 . 设 
二 能 级 原子 与 库 振 子 相 互 作用 的 哈密 顿 量 为 
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Hs g(t) = hi[ Dg,0- (1)61,(7) 十 282 (1)6,(£)], (8.2.21) 


并 用 o(z) 代 表 海 森 伯 图 象 中 二 能 级 原子 三 个 基本 算 符 ( 参 见 $6.1 第 1 小 节 ) 
os(t) 和 cy (z) 中 的 任 一 个 , 它 满足 的 方程 即 为 


是 2 (0) = Bs C03 hs(t) |- iD bt 0050 


~i2go | o (1),01 (1)]6,(7), (8.2.22) 
其 中 广 hooo3(z) 代 表 自 由 原子 的 哈密 项 量 ( 见 (6.1.8) 式 ). 
库 振子 的 方程 为 
£6.(z) =- iwh,(t) -ig,o_(z). (8.2.23) 
从 上 式 得 出 5,(z) 的 积分 表达 式 
b,(2) = $b,(0)e — ig,| 。 ial) (41) dr”, (8.2.24) 


然后 代入 (8.2.22) 式 , 即 得 出 
0 (1) = 去 [S (1),w003(t)] - > 区 P[2 (9 (]| 06 (td 


十 2 Ig, | "|e it 5 (Et )dz [ac (£), 5_ (z)| 
-iDas Lo (1),0(2)]b,(0)e™ -iD)g,bt (Oo (2),0_ (1)]e”. 


+ 
(8.2.25) 
仿照 $8.1, 将 上 式 右 方 第 二 ,三 项 中 的 求 和 3 化 成 积分 | dwy(w) ,其 中 7(w) 代 
表单 位 频谱 内 的 振子 状态 数 ( 即 振子 的 态 密度 ) ,并 将 | lg,l? 7(w)e “dw 近 
似 表 成 yo8(z 一 + )[ 参 照 §8.1 中 的 (8.1.12)、(8.1.19) 式 ] 即 可 将 (8.2.25) 式 化 
为 
$6 (z) = [2 (2) ,0s(t)] — -2[o (1),0,(1)]o (1) + 7 0+ (tLo (2), o_(z)] 
SS OT) HOLS CS CT. (8.2.26) 
其 中 频 移 项 已 包含 在 CO0 中 ， /0 =2x7( wo)|g, | ,以 及 


B (z) =—iD gb,(0)e. (8.2.27) 
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6(z) 和 PB1(z) 代 表 库 噪音 ,在 库 具有 温度 下 而且 马尔 可 夫 近 似 成 立 的 情况 下 , 它 
们 具有 性 质 
(BR = PR =0, (P(A)B(E)R = (ED)pBC)) = 0， 
(BI(2)B (eR = yo7zo(T)3( — 1°), (8.2.28) 
(B (EP' (ER = yono(T)+1)6(z — 2z’). 
其 中 7。( 丁 ) 为 频率 等 于 wo 的 库 振子 的 平均 值 .(8.2.26) 式 也 称 为 朗 之 万 方程 ,不 
过 其 中 最 后 两 项 并 不 就 是 涨 落 力 项 ,因为 它们 对 库 取 期 望 值 不 为 零 .我 们 将 论证 


[ca (2),01(2)1B (2) — Bi(i) [Lo (t),0.(t)] = 一 #7ono(T,) 
x [[3 (2),0,(2)],0 (2)] -F700no( TLS (2),0-(2)],0,(2)] + Pe) 


- #7ono( T)[25, (1) (1)6_ (1) +26_ (2)6 (1)6,(1) — 6 (t)o,(t)o_(z) 


oi(t)o (1)a (2) -a (to (bo — o(t)o(t)o (2)1 + T,(z) 
(8.2.29) 
其 中 个 ,(z) 才 是 涨 落 力 项 , 它 满足 ( 见 下 文 ,(8.2.32) 式 后 ) 
(个 (zy = 0. (8.2.30) 
将 (8.2.29) 式 代入 (8.2.26) 式 即 得 
人 (1t) =— iw (2),03(2)] 二 二 (io + DL20,(2)5 (1)o. (2) 
— g(t)o(t)o (1t) -6o,(t)o_(t)o (£)] 
OLAG 
SG (2)6 (5 -5 (to (t)o (1)] +T,(t). (8.2.31) 


这 就 是 通常 形式 的 原子 朗 之 万 方程 .上 式 中 正比 于 no 的 项 ,如 (8.2.29) 式 所 示 都 
是 从 (8.2.26) 式 右 方 后 两 项 分 出 来 的 .如 果 取 c 分 别 为 c, ,c_ 和 c3 , 即 得 出 


5,1) = iwod(t) — yo(no+ )o, (7) + 全 (1), (8.2.32a) 


2 = wd (t) ~ Yolo+ 地 )2_ (2) + (1), (8.2.32b) 


E63(t) = 一 加 一 27o(i +3)0s(t) + h(t). (8.2.320) 


如 果 对 上 式 取 期 望 值 ,结果 即 为 (6.4.21) 式 .说 明 两 者 是 相 浴 的 . 
我 们 看 到 , 朗 之 万 方程 中 的 参数 可 以 从 (频率 为 wo 的 ) 库 振子 的 平均 数 no , 态 


.348 ”辐射 和 光 场 的 量子 统计 理论 


密度 7(wo ) 以 及 库 振子 与 原子 的 耦合 常数 |g&。|? 来 确定 . 

下 面 按照 Gardinal 和 Collett 论文 中 的 精神 来 论证 (8.2.29) 式 .我 们 将 从 下 面 两 点 出 发 

(1) 方程 (8.2.26) 中 的 6(z) 和 8+(z) 可 以 看 作 是 外 力 .由 于 这 组 方程 (对 应 于 2 取 2 ,和 
53 ) 构 成 完备 方程 组 , 当 我 们 从 初 值 逐 步 计 算 各 个 4(z) 时 ,可 以 看 出 4(z) 中 只 含有 过: 的 
“外 力 ”B(z ) 和 Bf(z) .在 马尔 可 夫 情 况 , 刀 >z 的 “B(x ) 和 Bi1(z')" 与 2 过 zt 的 算 符 互 不 相关 ， 
因此 将 有 : 

(Bb (2)8 (1)) = (0 (PB 2) =0, 
(Pt)o (1)) = (6 (DR =0, 当 t >i 时. (8.2.33) 
此 式 将 称 为 “因果 性 条 件 ”. 

(2) (8.2.28) 后 两 式 给 出 :《B1(1) BB(z'))k 和 4B(z) pi(1'))s 是 奇异 的 . 当 我 们 从 
B1(z)B(z' ) 和 (2) Bi(z ) 分 出 Yono5(t 一 z) 和 Yo(no+1)5(t 一 z) 后 ,和 镜 下 的 部 分 将 不 再 是 
奇异 的 , 即 若 令 

BI(2)B (1) = yonod(t — #) + A lt,t’), 
B (BI) = yolno + 8 -1)+A’(t 1), 
则 A 和 A 都 不 奇异 .至 于 (2)(z ) 和 1(z)B1(z') 则 不 含 5 函数 型 的 部 分 ,本 身 就 是 非 奇 异 
的 . 
从 以 上 两 条 , 即 可 来 求 [o(z),o,(z)]B(z) 与 [s(t 一 0),o 4 (zt 一 上)]B(z) 的 差 ,其 中 为 正 
无 穷 小 .首先 我 们 写 出 [oc (z),o ,(z)] 所 满足 的 朗 之 万 方程 ,并 将 它 写成 


[5 (92 (0)] = be, (8.2.34) 
上 式 中 的 工 (。。, ) 即 为 用 [oc ,a , ] 代 替 (8.2.26) 式 右 方 中 的 5 所 得 出 的 表达 式 (因为 当 2 取 53、 
5 ,9 _ 时 ,[2,0，] 化 为 22，.0、- 3;). 从 (8.2.34) 式 即 得 出 
[5 (Do D1- [o-oo -01= | Los eae 
于 是 有 
CAGRRONAGIEA AC AO A 
(8.2.35) 


由 于 上 式 右 方 的 积分 间隔 e 为 无 穷 小 , 故 只 有 被 积 函 数 中 含有 8 函数 型 的 奇异 项 才 有 贡献 .而 
按 (8.2.26) 式 给 出 的 Low ,只 有 工 (w,)(z) 和 (z) 中 的 最 后 一 项 - Bt(z)[[6(z'),6;(z)]， 


mc_(t)]. 8(i 才 有 此 可 能 .在 略 去 不 重要 的 部 分 后 , 它 即 化 成 - 7 部 SC 一刀 )[[2(z)， 
os (2 )],o_(z )]. 代 入 (8.2.35) 式 并 对 1 积分 后 即 得 出 


[ (2),0. (2)]B (2) -Lo (#— O02 OB (2) = 一 广 加 io[[2 (2),0,(7)],2.(2)]. 
(8.2.36) 


中 见 Phys.Rev. A,31,3761(1985). 
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上 式 右 方 的 因子 方 是 因为 积分 上 限 正好 等 于 (而 不 是 大 于 1) 的 缘故 . 
同样 可 以 求 出 
ONION DD TAONAG! 
(8.2.37) 
按 (8.2.33) 式 ,Bt(i)[5(- 5- 和 [ct-e,cy (zt 一 0)]B(z) 对 库 的 平均 值 等 于 
零 , 故 从 (8.2.36) 和 (8.2.37) 式 即 得 出 所 要 的 结果 即 (8.2.29) 中 的 第 一 等 式 ,并 给 出 
D(z) = [0 0,0(t -OB - Pile (i -oO),0(t— eo)], (8.2.38) 
它 的 期 望 值 为 零 , 故 代表 涨 落 力 .我 们 看 到 ,正如 (8.2.18) 式 下 面 所 述 , 涨 落 力 项 含有 原子 的 算 
符 . 
下 面 来 看 看 涨 落 力 之 间 的 相关 函数 :首先 看 (下 (1) 丫 , (zt ))g. 按 (8.2.38) 
式 ， 
(人 (DP, (eR = (03(t ~ OP (2)B'(t’)os(t’ — e))R. (8.2.39a) 
由 于 较 早 时 刻 的 cs 与 较 晚 时 刻 的 8( 或 81) 无 关联 ,在 高 斯 统计 满足 的 情况 下 ,上 
式 就 化 为 (cj( 一 0) osl(t 一 0)R《B(z)B'(z'))g .这样 就 得 出 [利用 (8.2.28) 式 ] 
(PF_ (PD, (eR = yolno + 1)8(t 一 二) (8.2.39b) 
类 似 地 有 
(DT, (PT (2) = yonod(t — z’), (8.2.40a) 
(P, (Ps NR =— 270n0(o; (t)) rd — #’), (8.2.40b) 
(PF_ (Pt = 270(no +1)lo_ (RS — ££), (8.2.40c) 
(P,P = 270(2n0 + 1 + (03(t))R)S(t — zt ), (8.2.40d) 
(PF, (FP, (2g = (CT (1))r=0. (8.2.40e) 
值得 提起 的 是 ,上 式 中 《o ; )k 和 (a) 仍然 是 原子 状态 空间 中 的 算 符 ,只 是 对 库 作 
了 平均 . 
在 下 一 小 节 中 ,将 给 出 简单 激光 系统 的 联 立 朗 之 万 方程 组 ,并 通过 “原子 算 符 
间 的 对 易 关系 不 被 破坏 ”这 一 原则 性 要 求 来 导出 涨 落 力 之 间 的 相关 函数 .我 们 将 看 
到 上 述 (8.2.39) 和 (8.2.40) 式 与 该 处 的 结果 是 相 洽 的 . 
3. 简单 激光 系统 的 联 立方 程 组 


激光 的 产生 是 光学 发 展 中 的 一 个 里 程 碑 , 它 使 人 类 摆脱 了 仪 只 使 用 混杂 光 场 
的 限制 ,开始 使 用 准 相干 光 场 了. 从 物理 上 看 ,相干 光 场 与 混杂 光 场 的 本 质 差 别 在 


四 参见 § 5.5 第 6 小 节 . 
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于 它 的 强度 恒定 , 光子 数 的 涨 落 只 来 自 光子 发 射 的 散 粒 效应 . 对 此 我 们 已 在 
(7.3.25) 式 下 面 作 过 说 明 . 激 光 理 论 的 发 展 还 揭示 出 ,在 非 平 衡 态 系统 中 , 亦 可 能 
出 现 类 似 于 相 变 的 现象 . 随后 并 发 现在 其 他 一 些 系统 中 也 会 出 现 这 种 非 平 衡 相 变 ， 
从 而 开辟 了 非 平衡 统计 物理 的 一 个 新 领域 

在 这 一 小 节 中 ,我 们 将 给 出 由 二 能 级 (或 三 能 级 ) 原 子 集合 与 单 模 光 场 所 构成 
的 激光 系统 的 完全 方程 组 . 为 确定 起 见 ,我 们 将 考虑 非 相干 抽 运 (如 通过 放电 过 程 ， 
而 不 是 通过 相干 光 场 来 抽 运 ) ,并 只 考虑 原子 只 有 均匀 增 宽 0 及 光 场 为 行 波 模 的 情 
况 ( 行 波 模 可 通过 环形 腔 来 实现 )， 

行 波 模 与 原子 相 作用 的 特点 是 :各 个 原子 与 光 场 的 耦合 常数 的 绝对 值 相等 , 差 
别 只 在 于 相 因子 .这 时 第 w 个 原子 与 光 场 的 耦合 常数 gw 可 以 写成 ge**” ,其 中 
x 为 第 py 个 原子 的 坐标 . 在 均匀 增 宽 情 况 ,各 个 原子 的 振动 频率 和 谱 线 宽度 都 
相同 . 

在 此 问题 中 ,NN 个 原子 和 单 模 光 场 构成 一 个 系统 ,它们 之 间 有 相互 作用 ,其 哈 
密 顿 量 用 请 ,表示 .另外 ,原子 和 光 场 还 与 各 自 的 库 相 作用 .在 原子 为 二 能 级 情况 
下 ， 


x 人 (py) 人 ^ pt) 
万 = -AD (WG QT gO* G6 QH] gt = ge re’. (8.2.41) 


于 是 对 于 系统 的 每 一 个 算 符 $, 在 久 $ 中 将 包含 两 部 分 ,其 一 是 十 [S(z), 掺 (1) + 
H(z)], 其 二 即 为 与 库 相 作用 的 部 分 所 和 原 了 竺 和 方程 的 具体 结果 如 下 


£4 (2) =— (iw +)a (划一 这 2 -这 G0 (2) + F(z), 


£6 (1 二 一 (iwo 十 7 ) ao + ige™ a “$0 (4)2 (12) + FY (z),， 


(8.2.42) 


(AN) 八 


0 多 人 = p— yo (7) 一 2ifgeiktx ot (2)a (7) 

一 g* ik oO (at()] + PW (7). 
cz 多 的 方程 可 从 c@ 的 方程 取 厄 米 共 斩 得 出 .上 式 中 的 y,y, 和 p 用 第 一 小 节 中 
的 wi 各 表示 的 结果 是 


7Y3 三 2 十 Yi， Y= 于 7 十 yl, P= Ww 一 Wry, (8.2.43) 
其 中 p 代表 净 抽 运 率 . (8.2.42) 式 中 原子 与 库 相 互 作用 所 贡献 的 部 分 与 (8.2.32) 


和 即 假 定 原 子 的 运动 可 以 忽略 ,从 而 没有 多 普 勒 效应 所 引起 的 原子 集体 谱 线 的 非 均 匀 增 


汪 
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式 是 相 洽 的 ,只 是 这 里 考虑 了 退 相干 效应 ( 见 (8.2.11) 式 ) 和 激光 器 抽 运 库 的 作用 . 
当 no 了 0 时 ,第 二 小 节 中 的 热 库 也 具有 从 能 级 1 到 能 级 2 的 抽 运 作用 ,只 是 其 净 抽 
运 率 P= Tw 一 wp 为 负 值 .例如 在 (8.2.32c) 式 中 Yo = 2， Yo (2no +1)= 7 3 ,于 
是 按 (8.2.43) 式 即 有 
wa = 7+p)=NoN, wha=3y -p= Yn t+1). (8.2.44) 
在 此 情况 下 ,从 能 级 1 到 能 级 2 的 抽 运 率 wi 与 热 光 的 吸收 相 联 系 . 

原子 涨 落 力 人 和 了 之 间 的 相关 函数 也 可 以 通过 下 述 原 则 性 的 要 求 “ 朗 之 
万 方程 应 保持 原子 算 符 o, ,0 之 间 的 对 易 关 系 不 变 ” 推 导出 来 (推导 参见 下 文 )， 
结果 为 


(DO (PY (1) = GE) -t), GO) = 7++(y- CaP (ee, 
2 


(DP (2))4 = GH 2) CW) =7--(y -FN (ee, 


(TH DD (DR = (FY (PY (CR = 0， 

(TOOT (0)R = GH) 一 的 GCC) = (73 — po (kn, 

(TO (TO DR = GH EE TE), GO) = (73 +p) (on (2) Ns, 

(TOT DR = GH EE 2), GH) = 2[7y3 -bc 多 (DR 
(8.2.45) 

至 于 TC) 人 OE ))g 和 《T(z) 了 TIO2 (2 ))k 则 可 从 (8.2.45) 后 两 式 取 厄 米 共 


轿 得 出 ,不 再 单列 .不 难 验 证 : 当 取 p= 一 yo,7Y3= Yo(2n +1)， y 玉 yo (2 元 十 1 


时 ,从 (8.2.45) 式 即 可 得 出 (8.2.40) 式 .如 前 指出 ,(8.2.45) 式 右 方 的 (ce%) 》R 和 
(ob) 仍 为 原子 态 空间 中 的 算 符 . 
(8.2.45) 式 的 推导 举例 如 下 :由 (8.2.42) 第 二 式 及 其 厄 米 共 斩 式 ,可 得 
[Oo 2w1] = (L628 )5 二 人 (£2% )= [ia = 7) 2 
— ig, “ato 十 人 oo ] co 十 of (icwo 十 y)o 十 + ig, og) a+ Tr? ] ， 
(8.2.46a) 
人 [2000 的] _ (是 5 )52 二 人 (£2% )= [Giwo + 7)2® 
+ ig, CO QT PW ol 十 GO [ (iwo 加 y)5900 一 ig， oD at 十 fo ] . 
(8.2.46b) 
将 (8.2.46a) 与 (8.2.46b) 式 相 减 ,在 “对 易 关 系 [so9,o 中 ]=o49,[ oc]= +2o 外 保持 
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不 锌 破坏 "的 要 求 下 . 即 化 出 


的 = -272 多 +2i(g010OO pg GMA) + ODF PY $0) 


- (cg 人 OA+ FY ol ). (8.2.47) 
将 此 式 与 (8.2.42) 第 三 式 即 原来 的 c 纪 方程 相 比较 就 得 到 
(eHTO+rTY oHW)- (eH PW+rPY eH) = (27- 7) + p+ hy. 
(8.2.48a) 
这 是 第 一 个 结果 . 再 将 (8.2.46a) 与 (8.2.46b) 式 相 加 ,并 利用 “cm co + oo=1 和 
多 5O+ ao cg 所 =0 保 持 成 立 的 条 件 ” 即 得 出 


(ca 的 TO+RO aH) + (HP TO oH) = 27. (8.2.48b) 

将 (8.2.48) 两 式 相 加 或 相 减 再 对 库 平均 即 得 出 
(oF + 个 0) 人 )R 二 Y 十 (7 一 广 ) C03) 十 地 (8.2.49a) 
(a0 P+ FY a) = 7 (7- 广 7s)(Gs)a - 访 p. (8.2.49b) 


证 明 的 最 后 一 步 是 要 将 上 式 左 方 的 值 与 C% 和 CO 联系 起 来 , 为 此 从 (8.2.42) 式 求 出 
o 中 的 积分 表达 式 : 


ao (1) 一 | ene [ig, gO (2 )a (2°)+ PM (人 ) jdz’ + og (0)e- (wo 7 


(8.2.50) 
将 上 式 两 侧 从 左 方 乘 上 人 9 (z) ,再 对 库 作 平 均 . 由 于 人 (四 不 可 能 与 比 它 早 的 59 (1 )a(z') 
相关 , 它 与 a49(z)a(z) 的 相关 只 是 一 个 有 限 数 ， 收 上 式 可 分 中 的 第 一 机 对 (让 (oe (2) 


的 贡献 为 零 .积分 中 第 二 项 对 (FY(z)o 4 (1))k 的 贡献 为 却 G@4 (z). (8.2.50) 式 右 方 最 后 一 
项 的 贡献 亦 为 零 .于 是 得 

(Pl (20 = 0). (8.2.51a) 
同样 ,将 (8.2.50) 式 两 侧 从 右 方 乘 上 个 (1) 再 对 库 平 均 ,可 求 出 


(oH (TD (1)) = 广 GO (2). (8.2.51b) 
用 类 似 的 方法 还 可 求 出 

(oO (EDD (1)), = CH (4), (8.2.51c) 

(PO (1) 5H (DR =). (8.2.51d) 


将 (8.2.51) 诸 式 代 人 (8.2.49) 式 , 即 得 出 (8.2.45) 第 一 、 二 式 , 举 例证 毕 . 
有 了 (8.2.42) 第 二 三 式 ,我 们 就 可 写 出 原子 集合 的 朗 之 万 方程 .为 了 吸收 掉 
gx 中 的 相 因 子 ,我 们 定义 原子 集合 的 算 符 为 
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八 


>_ = >》 Ek Gl ， 2 = >》 ek og) ， (8.2.52) 
$, 一 >》 ， og) 。 
不 难 验 证 ,即使 在 多, 的 定义 中 引入 了 相位 因子 eat ,全 入, 仍然 满足 通常 自 


旋 算 符 的 对 易 关 系 : 
[3, ,SS ] 一 25,， [人 ,全 ] ==-28 ， [3 ,2 ] 一 2 (8.2.53) 


将 方程 (8.2.42) 第 二 式 乘 上 因子 e<** 然后 对 4 求 和 、 对 第 三 式 直接 求 和 ， 
就 得 出 “二 能 级 原子 激光 ”的 朗 之 万 方程 组 


fa (1) =— (iw + x/2)a(t) -ig’3 (1)+ F(z), 
> (2) =— (iwo + 7)3 (+t) + ig$,(t)a (t) + 人 (:), (8.2.54) 


£$,(2) = Np — 7y333(t) -2i[g$, (1)a (1) — g*a'(i)$. (1)] + Ph,(z), 
其 中 N 为 原子 总 数 ,PP_ 和 Ts 分 别 为 
人 (2) = Sew FO), P(t) = HAP). (8.2.55) 
它们 之 间 的 相关 函数 为 
人 (人 (2a = DD PD (DO 人 (42). 
在 不 同 原子 的 库 互 不 关联 的 情况 下 , (TO (2) 了 OO (2 ))g=6%wG% (2)8(t 一 z)， 
于 是 得 出 
(T, (DT (1) = G (2)8( -7), 
CG, (2) = N(Y+32) + (7 -75)(S (tr, (8.2.56a) 
同样 可 得 出 
CT_ (PD, (1)R = Gt)d(z - 1’), 
GD) = N(7 -5p)- (7 -37s)(Ss(r))r, (8.2.56b) 
(有 (TCR = Ga(t)d(t —#), Ga(t) =2[Nys - p53,(z))e], 
(8.2.56c) 
TsOPD, (FR = Ga(t)8t —£), G3(t) = (73 ~ p)(S, (1))x, 
(8.2.56d) 


(人 (Tt = Gt)BE -2), G3(t) =— (ys + p(s, (1))r. 
(8.2.56e) 
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(8.2.54) 第 一 式 表 示 ,激光 模 是 与 集体 原子 算 符 3, 相 耦 合 ,这 表明 原子 对 激光 模 

的 辐射 和 吸收 是 一 种 集体 行为 ,但 原子 与 库 的 作用 仍 是 一 种 独自 的 行为 中 . 光 场 涨 
沙 力 的 相关 函数 仍 由 (8.2.2) 式 表示 . 

， 最 后 简单 所 一 下 三 能 级 原子 的 激光 方程 .二 能 级 原子 的 激光 的 缺点 是 

实现 原子 布 居 数 的 反 转 比较 困难 . 故 通常 采用 三 能 级 或 四 能 级 原子 来 产生 

| 激光 . 三 能 级 原子 激光 的 运作 如 图 8.2.1 所 示 . 激 光 发 射 能 级 为 2 和 1, 能 级 

1 0 为 基态 .如 果 设 三 个 能 级 字 称 依次 为 + , - ,+ . 则 从 0 到 2 的 抽 运 可 通过 

碰撞 机 制 来 实现 ( 光 抽 运 禁 歹 ). 设 wo = 0, 光 场 仍 为 行 波 模 , 这 时 

一 一 一 一 0 (8.2.54) 前 两 式 仍 成 立 ,只 是 7 的 表达 式 要 加 上 二 (zu + wo ). 现 在 原子 


布 居 数 中 只 有 两 个 是 独立 的 ,因为 
和 十 N, 十 N, = 和 八 . 
通过 此 式 消 去 No ,就 得 出 两 个 工作 能 级 (1 与 2) 布 居 数 的 朗 之 万 方程 为 


d < WA 
下 和: 一 wi12 IN2 一 71 AN 十 i(g5, 2 4 ailS5S._) + Li,， 


图 8.2.1 三 能 级 
原子 激光 的 运作 图 


d 入 八 人 和信 . 人 人 信 入 人 八 
下 和: 一 Zu20 人 N + ( wz 一 20 ) NI 一 ( 7， 十 oz0 ) 和 2 一 i(gZ， CQ 8 af ) 十 了 2> . 


- (8.2.57) 
其 中 = wz + wo ;72 = wnz + woz. (8.2.54) 第 一 ,二 式 (其 中 人 仍 代表 NN, -NN,,3_ = >) 
与 (8.2.57) 式 合 起 来 就 构成 三 能 级 原子 的 激光 系统 的 完全 方程 组 . 至 于 Sx 和 3 的 方程 ,对 此 
处 研究 的 激光 过 程 并 无 影响 (参见 Haken, Laser Theory( 开 .3.16) 式 下 的 说 明 ). 故 不 再 列 出 . 


$8.3 浸 渐 近似 激光 的 量子 速率 方程 


在 上 一 节 中 已 得 出 二 能 级 原子 激光 的 朗 之 万 方程 组 . 我 们 接 下 去 的 工作 就 是 
从 这 一 方程 组 出 发 ,来 对 激光 过 程 进行 研究 . 

方程 组 (8.2.54) 是 一 组 非 线 性 的 算 符 联 立方 程 .解析 求解 十 分 困难 ,需要 作 近 
似 处 理 . 浸 渐 近 似 就 是 一 个 重要 的 常用 的 近似 .按照 Haken 书 中 所 述 2 它 在 阐 以 下 
和 阔 以 上 一 个 相当 宽广 的 范围 都 能 适用 . 

在 (8.2.54) 三 个 方程 中 ,2_ 的 弛 豫 时 间 最 短 ( 即 y >> 7 \) , 混 渐 近似 将 对 
它 的 变化 方程 进行 .在 对 2, 的 变化 作 了 浸 渐 近似 以 后 , 即 可 导出 激光 的 量子 速率 
方程 . 它 是 光子 数 算 符 n 的 变化 率 和 原子 反 转 数 算 符 >; 变化 率 的 联 立 方程 组 .在 
仔细 地 分 离 出 涨 落 力 项 以 后 ,在 此 联 立 方程 中 不 仅 含有 受 激 辐射 项 和 吸收 项 ,还 有 


”如果 原子 的 抽 运 和 耗 散 过 程 也 是 集体 行为 , 那 就 成 为 Haake 等 所 讨论 的 超 辐射 激光 
器 .参见 附录 G. 
© Haken, Laser Theory,ch. 区 .2. 
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自发 辐射 项 .它们 是 研究 激光 的 重要 理论 工具 .在 下 一 节 中 我 们 将 在 它 的 基础 上 来 
阐明 光子 数 饱 和 的 机 制 并 给 出 激光 的 阔 值 和 光子 数 及 原子 反 转 数 的 平均 值 . 

在 讨论 浸 渐 近似 以 前 ,我 们 先 看 一 个 假想 的 情况 , 即 原子 反 转 数 被 保持 为 固定 
值 时 光 场 的 变化 . 这 一 考察 对 我 们 理解 后 续 的 讨论 有 帮助 . 
1. 原子 反 转 数 固定 时 光 场 的 演化 

我 们 考虑 原子 与 激光 模 共振 的 情况 .这 时 有 

从 (8.2.54) 式 可 以 看 出 ,a (zt) 和 SS (z) 除了 演化 以 外 还 以 高 频 wo 振动 .为 
了 分 出 这 种 迅 变 的 振动 , 我 们 将 原来 的 a (1) 和 3S， (z) 改写 成 a (t)e*“%* 和 
六 (ti)etm: .这样 所 定义 的 a (zt) 和 (z) 就 只 有 演化 ,它们 和 3,(z)(3; 原来 就 
只 有 演化 而 没有 高 频 振 荡 ) 满足 的 方程 组 为 

£4 (1) =- 于 (1) -icg* 全 (上 会 (7 站， 


LE. (1) =- 入 (1) +ig$ (a (+ 全 (1), 


8,(1) = Np — 7333(1) — 2i[g3, (1)a (i)— g’ai(zt)S. (2)] + T(z). 


(8.3.1) 
上 式 中 的 F(z) 和 六 (1) 亦 为 原来 的 下 (zt) 和 六 _ (1) 分 出 因子 e-%!' 以 后 的 值 .这 
一 改动 并 不 影响 相关 函数 (8.2.2) 和 (8.2.56). 
从 (8.3.1) 第 一 式 得 


$= 二 (A+ 六 a 全] (8.3.2) 
将 它 代 入 (8.3.1) 第 二 式 中 即 化 出 a 所 满足 二 阶 方程 : 
at (F« 十 7 总 + (#7 -lel*$, )a= 入 ， (8.3.3) 


其 中 全。 为 涨 落 力 ,满足 ,=P+ OF-ig' 个 ,(,)=0. 

在 本 小 节 中 我 们 的 目的 是 考察 原子 反 转 数 的 大 小 对 光 场 演化 的 影响 ,因此 上 
式 中 的 5, 将 看 成 是 一 个 给 定 的 参数 5,. 于 是 (8.3.3) 式 就 成 为 a 的 线性 常 系数 的 
常 微分 方程 .为 了 对 该 方程 的 解 有 一 个 直观 的 理解 ,我 们 可 把 < 比拟 成 一 个 位 移 矢 
量 a,a= aimi +am;, 其 中 mi 与 m; 为 两 个 基 矢 .分 量 al 和 4a, 可 比拟 成 < 的 


厄 米 部 分 元 (2 + 21) 和 反 亡 米 部 分 二 (2 - 41). 同样 涨 落 力 算 符 也 可 比拟 成 矢量 
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下 上. 三 了 7721 十 Fm, .在 这 种 比拟 下 ,ai 和 a, 满足 的 微分 方程 即 为 


La 十 [和 十 yj fe 十 6 -ES ja = FJ = 1,2. (8.3.4) 


a 可 视 为 一 个 布朗 粒子 的 位 移 矢量 ,该 粒子 是 在 常规 力 (|g|?3; -于 cy)a 和 涨 落 
力 F, 作用 下 运动 @. 此 常规 力 并 可 表示 为 势 函数 V 的 负 梯度 : 
V(a) = (ky — 2 gl 353)a’, (8.3.5) 


其 中 a 代表 a 的 数值 .我 们 不 难 写 出 方程 (8.3.4) 的 一 般 解 .为 此 令 a 和 oz 代表 
下 述 代数 方程 的 根 : 


a (Fr +7y)et («7 -| g 23, )=0, (8.3.6) 
它们 的 值 为 


g, = BF[(27 + «) - Qy x) + 16 el: 3,], 
(8.3.7) 
Q，》 二 于 [(27 + we) + (27 — «x)* + 16 lg|’5,]. 


(8.3.4) 式 的 一 般 解 可 表示 为 该 方程 的 一 个 特 解 与 相应 的 齐 次 方程 通 解 的 和 ， 


妈 
a(t) = ce + ce m+ oT -| [em ~ en]F,(r)dr, 
(8.3.8) 
其 中 c 和 cs 可 用 振子 在 +=0 时 的 位 移 a(0) 和 速度 他 a | ”表示 出 来 
下 面 分 两 种 情况 来 讨论 ， 
(1) 小 5 的 情形 .具体 判 据 是 
5 < zy = 5. (8.3.9a) 


2 jg 
就 腔 模 来 说 ,此 式 的 物理 意义 是 原子 集合 的 净 受 激 辐 射 率 ( 指 受 激 辐 射 率 碱 去 吸收 
率 ) 小 于 腔 场 的 损耗 率 .这 是 因为 <8 -Nn (其 中 代表 光子 数 ) 代 表 N, 个 上 能 


OD 这 里 所 说 的 涨 落 力 和 常规 力 实际 都 是 单位 质量 所 受 的 力 .原子 反 转 数 25 和 原子 -光子 
合 常数 |g1? 的 乘积 对 应 加 速 力 ,而 阻尼 系数 的 乘积 ( 方 <)y 对 应 减速 力 . 
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级 原子 的 受 激 策 射 率 9 ,而 2 “Niw 代表 Ni 个 下 能 级 光子 的 吸收 率 . 净 受 激 辐 


射 率 即 为 两 者 之 差 2 8 sm . 腔 场 光子 的 损耗 率 为 we. 令 两 者 比值 小 于 1, 在 消去 


n 后 即 得 出 (8.3.9a) 式 . 

在 此 情况 ,运动 方程 (8.3.4) 式 中 的 常规 力 是 弹性 恢复 
力 .在任 一 坐标 轴 方 向 , 势 函 数 V 随 位 移 w 的 变化 都 如 图 
8.3.1 所 示 . 因 此 模拟 布朗 粒子 的 运动 将 是 在 涨 落 力 驱动 下 
的 阻尼 振动 .无 论 初 值 如 何 ,最 后 都 是 在 势 函 数 的 谷底 ( 即 
4a=0 处 ) 附 近 作 涨 落 性 运动 . 

不 难 证 明 , 这 时 Rea; 和 Rea, 都 是 正 值 ,从 而 (8.3.8) 
式 右 方 前 两 项 都 是 衰减 的 函数 . (8.3.8) 式 右 方 最 后 一 项 就 ”图 8.3.1 小 3 和 情 
是 涨 落 力 驱动 下 阻尼 振动 的 表达 式 , 它 是 0 到 上 时段 内 各  ” 况 下 的 势 函 数 
个 小 间隔 dr 的 涨 落 力 驱动 结果 的 和 .我 们 将 把 势 函 数 的 谷底 ( 即 a =0 点 ) 称 作 运 
动 的 “ 稳 恒 点 ” 

(2) 大 3; 的 情形 .其 条 件 为 


2 > 5 = l 


2 |g | 
应 于 原子 集合 的 净 受 激 辐射 率 大 于 腔 场 的 损耗 率 .在 此 情 
RT 模拟 粒子 的 势 函 数 V 如 图 8.3.2 所 示 . 从 这 个 势 函数 

”不 难看 出 ,粒子 的 位 移 a, 将 愈 变 愈 大 .不 存在 任何 “ 稳 恒 点 ”， 

在 a(t) 的 解 (8.3. 8) 中 ， 这 时 的 ai 已 变 成 负 实 数 . 

以 上 的 讨论 是 将 原子 反 转 数 5 取 为 固定 的 参数 . 实际 
情况 zs 并 非 如 此 . 5, 将 按 (8.3.1) 第 三 式 而 变化 .如 果 在 a? 
图 8.3.2 大玉 稍 小 时 它 比 细 大 .使 得 VV 在 小 距离 处 相似 于 图 8.3.2 中 的 
沁 下 的 巡 汲 数 。 形状 ,而 当 a? 增加 时 它 逐 渐变 小 ,最 后 小 于 Sm , 即 在 远 处 
又 相似 于 图 形 8.3.1, 那 么 a? 将 获得 一 个 非 零 的 稳 恒 值 .激光 系统 正好 具有 这 样 


本 HKV ， (8.3.9b) 


OD 单个 原子 的 受 激 辐射 率 w= 地 1(f1S1i)|? =2x|g1?n3(w - wo). 当 原子 辐射 频率 有 一 
个 宽度 时 , 如 (8.1.47) 式 所 示 , 相当 于 wo 有 一 个 虚 部 iy. 于 是 要 将 8(w - wo) = 
四 元 [az 中 < 换 成 (参见 (4.1.37) 式 上 面 一 段 小 字 ). 当 w = wo 时 即 得 出 受 激 辐射 


2 
率 为 2 有 
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的 饱和 机 制 . 
2. 浸 渐 近似 

在 本 广 引 言 中 已 经 谈 到 ,此 近似 在 激光 立 上 下 一 个 相当 宽广 的 范围 内 都 能 
用 .例如 对 通 笛 的 氨 氛 激光 ,在 阔 值 处 光子 数 的 典型 值 为 10 ,在 Haken 的 Laser 
Theory 书 $ 允 .2 中 ,指出 对 于 气体 (激光 器 ) 浸 渐 近 似 适用 的 范围 可 从 光子 数值 
10” 到 10” . 

为 了 说 明 什 么 是 浸 源 近似 (adiabatic approximation ) , 先 看 这 样 情 况 : 即 4 与 5, 
为 常量 . 这 时 若 不 考虑 5_ 所 受 的 涨 落 力 , 则 5_ 在 经 过 一 段 弛 队 时 间 以 后 将 达到 
一 个 稳 恒 值 


$ - gS3a. (8.3.10) 
它 是 在 令 (8.3. 1) 第 二 式 中 的 - > 六 (zt) 和 六 _(z) 为 零 以 后 所 得 到 的 结果 . 


如 果 ,4 和 入, 虽然 在 变化 ,但 在 $_ 的 弛 称 时 间 (> ) 内 改变 很 小 .那么 在 每 
-时 刻 ,>_ 都 将 近似 地 与 该 时 刻 的 < 和 3 达到 一 种 随 衡 状态 , 即 3_ (z) 
5823(1)2(1). 在 考虑 了 涨 落 力 后 ,结果 为 


人 (2) ~ 82 (1)4 (让 上 + 人 (2). (8.3.11) 


上 式 中 的 <_(z) 代 表 栈 _ 中 滤 去 高 频 成 分 后 剩 下 的 部 分 并 除 以 y (参见 下 文 ). 以 
上 的 近似 处 理 就 是 浸 渐 近似 . 它 的 成 立 , 要 求 退 相位 率 72 六 7; [参见 (8.2.43) 式 ， 
当然 也 要 7Y 福 gj 以 及 方程 之 间 的 有 效 耦 合 比较 弱 ( 人 参见 下 文 的 推导 ). (8.3.11) 式 


在 2 (DP. (站 的 情况 下 [参见 (8.3.16) 式 ] 就 是 浸 渐 近似 的 结果 . 
(8.3.11) 式 的 导出 如 下 .首先 从 (8.3.1) 式 写 出 S$_(z) 的 积分 表达 式 
2 (1)= |e [igSs(t)a (tr) + T(r)ldr + 3 (0)e™, (8.3.12) 


上 式 积分 中 的 第 一 项 的 贡献 主要 来 自 上 限 i 的 附近 , 即 从 :到 以 下 一 、 二 个 1/7 的 
时 区 . 若 在 此 时 区 内 53(t)a(z) 变 化 很 小 (条 件 即 为 7 污 7;,7Y 尖 .前 一 条 件 的 实 
现 要 求 7, 沁 7), 可 将 它 取 为 t 时 刻 的 值 提 到 积分 号 外 面 来 ,于 是 有 


|e -x Vig$,(r)a (r)dr ~ BS $,(1)2 (1) (1 -ee*). 


除了 过 程 刚 开 始 的 短暂 时 间 以 外 ,上 式 右 方 以 及 (8.3.12) 中 含 e “的 项 可 以 略 去 ， 
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这 样 就 导出 (8.3.11) ,其 中 
2 ()=|e Hd P(r)dr. (8.3.13) 


以 上 式 可 看 出 , P_ (zt) 中 高 频 部 分 (频率 比 y 大 的 部 分 ) 已 通过 积分 而 

被 滤 去 .这 一 论断 也 可 从 《&《_ 和 它 的 共生 算 符 &, 之 间 的 相关 函数 来 印证 . 
(EZ, (2 (0z)) 可 像 $8.1 第 四 小 节 那 样 来 计算 .结果 为 

(tO)F r= (je (8.3.14) 


这 表明 ,高 频 成 分 已 被 滤 去 (的 相关 函数 已 不 是 8 函数 型 而 是 指数 衰减 型 .前 者 
的 谱 为 白 谱 ,后 者 的 谱 为 洛 伦 兹 型 ). 


但 对 于 在 1/7 范围 变化 小 的 缓 变 函数 ,e ”“ 近似 等 效 于 坊 3( 一), 其 中 


乡 代 表 曲线 e “下 的 面积 .于 是 对 于 缓 变 函 数 ,上 述 相关 函数 可 近似 表 为 


(人 (人 (De = 广 人 ， (CD8G -2°). (8.3.15) 
此 式 等 价 于 


2 (1) = > 六 (1). (8.3.16) 


这 样 ,(8.3.11) 式 就 等 于 原来 的 方程 (8.3.1) 的 第 二 式 在 略 去 全 全 _ 后 所 导出 的 值 


也 就 是 浸 渐 近似 的 结果 .由 此 可 见 , 浸 渐 近 似 也 就 是 随 衡 态 近似 ,好 似 热力 学 中 的 
准 静 态 过 程 . 
下 面 再 就 线性 联 立方 程 的 情况 (这 种 情况 可 以 精确 求解 ) 对 浸 渐 近似 的 结果 与 精确 的 结果 
进行 具体 比较 ,以 考察 浸 渐 近似 应 用 的 条 件 . 设 原 方程 为 
S91) = yi91() -ig a(t) + F(t), 
gj 、 、 、 (8.3.17) 
zy2t) 二 一 72 y2(t) 十 ig2 y1() 十 F, (tz), 
其 中 所 (1) 和 所 E(z) 为 涨 落 力 , g 和 g, 为 实数 . 设 y, 较 大 ,我 们 对 (8.3.17) 第 二 式 作 浸 渐 近 
似 .这 时 化 出 y1(z) 的 方程 为 


$12) =- (7 A EA + [F(t) -Ps()]. (8.3.18) 

其 解 即 为 : 
OPEAO UE 
我 们 来 将 上 述 浸 渐 近 似 的 解 与 精确 解 进行 比较 .首先 ,从 (8.3.17) 第 一 式 ,将 2 用 yi 及 其 


入) (Cr ) - 名 (rt)]dr. (8.3.19) 
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微 商 -全 y 表示 出 来 
ya(z) = 二 (总 > 十 Yiyl 一 F, )， (8.3.20) 
代入 (8.3.17) 第 二 式 后 即 得 出 人) 满 是 的 一 阶 生 分 方程 为 
,92) + (Yi 十 72) Oy1(t) + (Yi172 一 g1g2)y1(t) = 二 de 十 ya Fi(t) 一 igF, (zt). 
(8.3.21) 
它 的 解 可 写成 
y1(z) 一 Ce lr 十 Ce "2 十 | Le e270 (FP, (cr) — 2 2F,(r))dr 
一 | Lae 一 gse “27) ]F, (rz)dr, (8.3.22) 
其 中 
— 1 1 2 _ 1 1 2 
Ql 二 (7 + ya ) 一 人 人 / 堵 (72 一 71) + gig82,Q2 = (71 + ya2 ) 十 A/ 才 (72 — 71) + gig2,， 
0 = 0 一 力 )2(0) ig $2(0)],c2 = 一 元 二 二 [Ca — 7)%(0) ~ igiy2(0)]. 
(8.3.23) 
在 < 
7 >>7, 7 >>41882 1 (8.3.24) 
的 条 件 下 ,(8.3.23) 式 中 的 a: 和 az 可 近似 成 
al SY1 一 2 as SA 7,. (8.3.25) 


这 时 (8.3.22) 式 中 的 cye "2! 为 迅 衰 项 , c1e “1! 为 缓 衰 项 . 含 积 分 的 项 为 涨 落 力 驱 动 的 项 .在 
y; (zt 中 出 现 迅 训 项 是 由 于 两 个 方程 互相 耦合 的 结果 ,因由 (8.3.23) 和 (8.3.24) 式 可 化 出 = 
二 二 | 本 9;(0)+ 诊 (0) |, 它 与 gi 成 正比 .此 迅 训 项 的 系数 在 (8.3.24) 式 的 条 件 下 又 为 一 


个 小 量 , 故 可 略 去 .至 于 积分 项 中 含 ee4-9) 9 项 不 仅 实际 积分 起 小 由 于 被 积 函 数 很 快 衰减 
到 零 ), 而 且 系 数值 也 是 小 量 (二 二 2 一 的 绝对 值 很 小 , - 元 记 (r) 与 元 二 所 (7) 又 互相 


抵消 ), 故 亦 可 咯 去 . 另 一 qre m9 全 (7r), 也 因为 系数 小 可 以 略 去 . 这 样 


(8.3.22) 式 就 化 为 浸 渐 近似 的 结果 (8.3.19) 式 .由 此 可 见 浸 渐 近似 成 立 的 条 件 是 :不 仅 要 7, 比 
7Y1 大 得 多 ,还 要 求 yz 比 两 个 耦合 常数 的 乘积 的 四 倍 大 得 多 [ 亦 即 (8.3.24) 式 ]. 

如 果 上 述 分 析 能 分 别 用 到 (8.3.1) 第 一 和 第 二 式 之 间 以 及 第 二 和 第 三 式 之 间 , 则 浸 渐 近似 
的 条 件 应 即 为 


y >> 广 4«， 7 >>41g15,, 


第 八 章 “” 耗 散 与 涨 落 的 量子 朗 之 万 理论 ”简单 的 激光 系统 . 361 . 


7>>7Y, 7 >>81g 1n, 
这 意味 着 光子 数 n 和 反 转 数 34 均 不 能 太 大 ,粗略 地 说 ,原子 数目 不 能 太 多 . 


3. 量子 速率 方程 
利用 浸 渐 近似 式 (8.3.11) 从 (8.3.1) 第 一 式 中 消去 人 S_ 即 得 出 


八 2 和 八 八 
=- (和 -Sat 会 ， (8.3.26a) 
f= PF- P.. (8.3.26b) 
再 利用 名 n= (大 41ja+ai( 态 2 ] 即 可 得 出 
d^ 218| -全 人 /A 人 tA 
n=- (e+ (P14 + a1F,). (8.3.27) 


但 上 式 中 的 (Fia + aiF,) 并 不 就 是 涨 落 力 , 因 ( 人 ia + at 人 》 天 0( 参 见 下 文 )， 
从 (8.3.26a) 式 可 得 a 的 积分 表示 式 


2 (CD) = | so)2 (n+ 人 (jar+2(0)e 和 (8.3.28) 
于 是 按 (8.3.26b) 式 
Cal)B (a)) = (at)F (Da isa)P (ir. (8.3.29) 


我 们 可 利用 (8.3.28) 式 的 共 思 g 式 来 对 上 式 右 方 进行 计算 ,其 中 第 一 项 等 于 [上 略 去 了 舍 a1(0) 的 
瞬 态 项 ] 


站 [EEC 人 GO) + (Br CF Ce) Jar. 


由 于 zr<t 的 5,(t)at(z) 与 F(z) 不 相关 ,而 S(t)a1(i) 与 会 (1) 的 相关 值 是 有 限 值 , 故 上 式 
第 一 项 等 于 零 . 上 式 第 二 项 
(PLOP CR = (Pr (7) + BF, (z)] 合 (CD)) = 《名 (rz) 全 CD)) 
= iTSCL — rz). 
这 样 就 得 出 
(a1(2)F (4))R = 07 (8.3.30) 


再 来 看 (8.3.29) 式 中 第 二 项 .同样 ,rz<z 时 的 有,(r)at(zr) 与 全 (z) 不 相关 ,而 (1)a1(z) 与 
个 _(z) 的 相关 值 为 有 限 值 ,因而 有 


一 i al. (£))R = 一 i ei) (£)) dr 


@ (8.3.26) 式 也 称 为 a 的 速率 方程 . 
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=- | glN(y+Bp)+ | A 
(8.3.31) 
最 后 来 看 (8.3.27) 式 中 的 (Fia ) 项 .利用 (8.3.28) 式 同样 可 得 出 


(Pi (2)a (1a= | ed BC), (Cr))adr 


= [|B rt LP, (OP Co) eadr 


= 二 mr + EN (y+ 二)+ gl (7 一 广 为 ) (2 (8.3.32) 


27 
从 (8.2.43) 式 可 以 看 出 p 恒 小 于 yy; , 故 在 


7 >> 地 (8.3.33) 
条 件 下 即 化 出 
(PU) + DP, (sr = mr + LE LY, (8.3.34) 


其 中 N=5(N+S,). 


以 上 讨论 表明 名 (2)2(2) + (2) 全 (5) 在 分 出 mmr +2| 内, 以 后 剩 下 的 


才 是 涨 落 力 FF, .将 此 结果 代入 (8.3.27) 式 即 得 出 


d 、^ 2 6 
Iz = k(n— nr) 十 


(Ssnt+ N,)+h,. (8.3.35) 


比 式 就 是 光子 数 变 化 的 量子 速率 方 程 .为 涨 洲 力 , 它 可 写成 (参考 8.2 第 一 小 
三 ) 


他 () = att — OFF (Gz) - 和 二 (DJ + [PC + BP, (2)1& (1 -0), 


(8.3.36) 


此 式 右 方 也 就 是 了 2 + 4&1 全 ,一 ons -2 
(8.3.35) 式 右 方 的 48| 入 ,4 代表 净 受 激 辐 射 项 [参见 (8.3.9a) 式 下 ], 而 


seln, 代表 自发 辐射 项 .在 光 频 区 段 ,如 (8.2.2) 式 下 所 述 ,ni 可 以 略 去 不 计 . 


值得 提出 的 是 ,在 $4.1 中 求 自发 辐射 率 ( 即 爱 因 斯 坦 A 系数 ) 时 ,我 们 是 在 
保持 初 态 不 变 的 条 件 下 计算 无 穷 长 时 间 间 隔 的 平均 辐射 率 .在 这 里 我 们 看 到 , 当 7 


很 大 ,使 浸 渐 近似 成 立时 ,2 - 即 为 明 时 的 自发 辐射 率 (参见 p.354 的 注 ). 
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光子 数 的 速率 方程 的 优点 是 具有 明显 的 物理 意义 ,但 是 它 不 包含 光 场 相位 变 
化 的 信息 ,因此 有 时 我 们 还 需 回 到 a 的 速率 方程 (8.3.26) ,例如 在 研究 激光 模 光 场 
的 谱 宽 时 (参见 $8.6). 

另外 ,通常 的 速率 方程 理论 是 用 于 广 谱 的 辐射 ,但 从 以 上 讨论 我 们 看 到 , 当 原 
子 的 辐射 谱 宽 y 很 大 的 情况 下 ,即使 辐射 到 单 模 腔 场 ,也 可 以 得 出 速率 方程 . 

下 面 再 来 考察 原子 反 转 算 符 >。 的 方程 .将 5 随 着 “3， 和 a” 变化 的 公式 


(8.3.11) 式 及 其 共 罗 式 代 入 (8.3.1) 的 第 三 式 ,并 将 人， (z) 用 二， (z) 代 入 , 即 可 
化 出 


+ SIg'al(P. (2) - ef, (1)a (9]， (8.3.37) 


同样 上 式 最 后 一 项 并 非 就 是 涨 落 力 ,因为 它 对 库 取 平均 时 并 不 为 零 
利用 a(z) 的 积分 表达 式 (8.3.28) ,仿照 前 面 的 论证 可 得 


SEC, (Da CD) = 一 | (人 (P(r))de 


= 2 3 人 人 (DP. (r)yedr。 
同样 ,在 7Y 污 pl/2 和 YY 污 7;12 的 条 件 下 ,可 得 出 


(人 (DC = EL (Ns. (8.3.38a) 
上 式 的 厄 米 共 示 亦 为 同样 的 值 : 
8 (21)P (2))a = -218 (A,()). (8.3.38b) 


将 (8.3.38) 式 代 回 到 (8.3.37) 式 中 即 化 出 原子 反 转 数 的 量子 速率 方程 : 


d < 4 “人 < 4 “人 和 
$2) = Np— [ys +E (0) $0) -TEN,() + Ds.), 


(8.3.39) 
其 中 记 .(z) 为 涨 落 力 , 它 可 由 下 式 表达 
入 CD) = Pe) + Hg AP (1) gh, (1)2 (0)] + 4 8 LN). 
(8.3.40) 


它 也 可 写成 全 (7 ) EA (z) - g 户 , (1)&(z 一 6。)], 从 而 表明 
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(Ts (2))8 =0. 

(8.3.39) 式 就 是 原子 反 转 数 变 化 的 量子 速率 方程 ,其 右 方 第 一 项 和 第 二 项 内 
前 项 意义 明显 ,第 二 项 内 后 项 与 第 三 项 分 别 为 受 激 辐射 和 自发 辐射 的 贡献 ,与 
(8.3.35) 式 中 的 项 相 比 , 除 符号 相反 外 ,数值 上 还 大 了 一 倍 .这 是 因为 辐射 不 仅 使 
NN, 值 减少 还 使 Ni 值 增加 ,从 而 使 N, - Ni 的 数值 改变 翻 了 一 倍 . 


8.4 激光 的 半 经 典 理论 ”光子 数 的 饱和 、 阔 值 和 稳 恒 态 


上 市 中 得 出 的 量子 速率 方程 仍然 是 非 线 性 的 联 立 算 符 方程 ,对 它们 求解 仍 是 
不 易 . 本 节 的 半 经 典 理论 是 ,保持 “光子 和 原子 能 级 ”的 量子 概念 ,但 把 光子 数 和 原 
子 布 居 反 转 数 等 当 作 c 数 来 处 理 . 并 略 去 方程 中 的 涨 落 力 项 .如 果 光 子 数 和 原子 
反 转 数 的 涨 落 为 一 级 小 量 . 则 这 样 求 出 的 结果 就 等 于 略 去 二 级 小 量 后 的 算 符 期 户 
值 (一 级 小 量 取 期 望 值 后 为 零 .并 参见 (8.4.1) 式 下 的 说 明 ). 

我 们 将 盖 明 光子 数 饱 和 的 概念 并 显示 激光 的 生成 相当 于 发 生 了 ( 非 平 衡 态 的 ) 
二 级 相 变 . 本 节 还 将 给 出 冰 值 (对 应 于 相 变 点 )、 状 态 的 稳 恒 值 和 它 的 演化 . 


1. 光子 数 的 饱和 状态 的 二 级 相 变 


在 作 了 半 经 典 近 似 后 ,得 出 的 c 数 速率 方程 为 (在 光 频 段 ,nr 数值 太 小 ,可 以 
略 去 ): 


d 21g | 


下 三 一 Hz 十 y (Sn + N,), 


(8.4.1) 


d 4 | 


2 
dz23 = Np ~ 7Y323+ 8g | (5,n + N,), 


7 
其 中 N= 却 (N+), 因 而 上 述 方程 中 只 有 两 个 独立 变量 n 和 台 . (8.4.1) 式 也 


相当 于 对 量子 速率 方程 取 期 望 值 ,并 把 (zz 近似 成 (8; )(z > 亦 即 略 去 二 级 小 量 
(A3sAn 后 的 结果 . 

从 上 式 可 以 看 出 ,自发 辐射 项 具有 启动 激光 过 程 的 作用 . 如 果 没 有 自发 辐射 
项 , 则 从 (8.4.1) 第 一 式 即 得 出 将 永远 保持 为 零 ( 在 初始 时 n =0 的 情况 下 ) , 3。 


则 在 达到 34% = 时 就 保持 不 变 .另外 ,自发 辐射 对 阐 以 下 的 光 场 亦 非常 重要 ， 


但 在 阔 以 上 稍 远 处 , 它 的 作用 除了 上 述 启动 光子 增长 以 外 就 不 大 了 ,通常 可 将 它 略 
去 @. 


DD 对 于 阐 值 以 下 ,考虑 自发 辐射 后 的 结果 见 (8.4.18) 式 以 下 的 讨论 . 
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下 面 我 们 来 看 略 去 自发 辐射 项 后 的 (8.4.1) 式 , 即 


fn =— («- 2 gs,)n, 


4|g| 


£3 = Np 一 (7 十 js,. (8.4.2) 


并 设 “:=0 时 ,n 不 严格 为 零 ", 以 替代 自发 辐射 的 效果 (启动 作用 ). 
从 (8.4.2) 第 一 式 我 们 看 到 , 当 3 > 2 时， 光子 数 n 将 增加 ,而 当 光 子 增 


大 到 一 定 限度 时 ,由 (8.4.2) 第 二 式 又 可 看 到 原子 反 转 数 将 减少 .通过 这 种 负 反 馈 
作用 ,nn 不 会 无 限制 地 增长 下 去 ,而 是 趋 于 有 限 的 稳 恒 值 x, (详情 参见 下 文 ). 这 就 
是 光子 数 饱 和 的 机 制 . 

为 了 更 清楚 地 显示 n 增加 时 3 的 变化 ,我 们 来 看 ys 也 足够 地 大 使 (8.4.2) 
第 二 式 也 可 以 做 浸 渐 近似 的 情况 . 此 近似 成 立 的 具体 条 件 是 


4 
3 >> <， >> 3 (8.4.3) 


上 述 条 件 也 常 能 满足 . 作 浸 渐 近似 的 结果 ,zs(z) 将 随 着 n(z) 而 变化 : 


SAR) 
S(t) 一 T+ n(n (8.4.4) 
其 中 
SR) 一 Mp nwt = 3 (8.4.5) 
7Y3 41g| 


(8.4.4) 式 表明 , 当 n(z)~~0( 即 初始 时 ) ,53(z) 最 大 并 等 于 33*”. 33” 代表 通 
过 库 的 作用 ( 即 通过 抽 运 和 弛 豫 ,没有 原子 - 光 场 耦合 ) 所 生成 的 原子 反 转 .在 激光 
文献 中 常 称 为 未 饱和 的 反 转 数 . 随 着 腔 场 光 子 数 的 增长 ,由 于 净 受 激 辐射 率 随 之 增 


大 , 3; 将 减少 . 当 nn 增 大 到 使 5 等 于 一 和 时 ， 从 (8.4.2) 第 一 式 就 可 看 出 ” 即 停 


止 增长 . 这 时 的 光子 数 即 为 稳 恒 时 的 n,. 从 3 = 亲本 7 和 (8. .4.4) 式 即 得 出 


_Y/Np wxY 
a 218 (8.4.6) 


(8.4.4) 式 中 的 ns 是 标志 饱和 效应 的 一 个 常数 ( 因 当 zt 之 nw 时 ,33(z) 
维持 在 53 附近 ) ,通常 称 为 光子 饱和 参数 . 它 与 原子 总 数 N 以 及 抽 运 率 p 都 无 
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天 .对 于 氮 所 激光 器 ,zws*10 (这 里 只 是 给 出 n, 量 级 的 概念 ,并 不 是 说 本 节 的 简 
单 理论 就 完全 适用 于 氨 氛 激光 器 ) .至 于 2” 的 值 , 则 与 N 和 jp 有关 .在 通常 的 工作 
情况 ,n, 要 比 ns 小 得 其 多 . 
(8.4.6) 式 又 可 表示 为 
7 = nua(7— 1), (8.4.7) 
其 中 


_2Nplel_p (th) KY 

pu Ti 
7 称 为 抽 运 参数 ,p'” 代表 加 (产生 激光 ) 的 阔 值 . 以 氨 氛 激光 器 的 n, 来 计算 ,只 要 
7 三 1.1,n, 就 将 达到 10 , 比 阔 值 处 的 光子 数 就 要 大 三 个 量 级 . 

在 -和 3 都 作 了 浸 渐 近似 后 , 剩 下 的 就 是 a 的 运动 方程 (8.3.4) 式 .下 面 仍 

暂 玉 用 $ 8.3 中 布朗 粒子 的 图 象 .图 8.3.1 和 8.3.2 曾 给 出 5, 保持 不 变 情况 下 布 
天 粒子 的 等 效 势 函数 . 在 那里 没有 考虑 饱和 效应 的 作用 , 换 句 话说 , 只 适用 于 
< 的 情况 [参见 (8.4.4) 式 ,其 中 nn 对 应 成 a?]. 在 考虑 饱和 效应 后 应 该 用 
(8.4.4) 式 代入 (8.3.4) 式 第 三 项 中 ,这 样 即 得 出 布朗 粒子 的 常规 力 为 


- (Ed) (NE) 
1 (ra 3 = (ra 0 


(8.4.8) 


(8.4.9) 


其 中 a 为 矢量 a 的 数值 . 代 回 (8.3.4) 式 即 可 看 见 ,该 式 已 成 为 a 的 非 线 性 方程 . 
此 常规 力 可 表示 为 下 述 势 V(a ) 的 负 梯 度 ， 


2k 1 

V(a) = #7 [a -Bn(1+ Fy stwe’)], (8.4.10) 

上 式 中 3 由 (8.3.9) 式 所 示 . 在 原点 附近 即 a? < 人 < 于 3 种 时 ,V(a) 可 近似 表 为 
V(a) (ky -2 gl?58 )a? (8.4.11a) 


(8.4.11a) 式 右 方 与 (8.3.5) 式 右 方 相同 . 而 对 于 远 矩 离 ( 即 a 大 时 ) ,不 论 SR) 的 
大 小 如 何 ,(8.4.10) 式 右 方 方 括号 中 的 第 二 项 与 第 一 项 相 比 都 可 略 去 ,于 是 


V(a) ~ 于 kya?. (8.4.11b) 


图 8.4.1 画 出 了 549 硅 - 扩 ; 亦 即 p 夺 《3 两 种 情况 下 的 势 函 数 .曲线 I 
2|g| 2N|g| 


与 图 8.3.1 相 比 ,定性 上 无 改变 ,但 曲线 本 与 图 8.3.2 相 比 就 发 生 了 质 的 变化 , 曲 
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线 卫 在 经 过 了 一 段 距离 的 下 降 后 , 变 得 向 上 
区 起 , 形 一 个 环形 低谷 ( 横 轴 a 实际 代表 二 维 
的 轴 ), 从 而 使 得 模拟 的 布朗 振子 在 阻尼 力 和 
涨 落 力 的 作用 下 在 谷 的 附近 作 无 规 的 涨 落 运 
动 .这 就 对 应 于 激光 情况 下 光子 数 的 饱和 


涨 落 . 
从 以 上 讨论 我 们 看 到 ,人 Tz 仍 具有 临界 


值 的 意义 ( 故 仍 用 5 加 表示 ): 当 3R) 从 零 变 图 8.4.1 模拟 振子 的 势 函 数 
曲线 工 为 348)< 一 即 p< 情况 
到 gz 


下 亦 即 p 从 零 变 到 = 六 | 时， 势 函 数 21g 
的 极 小 值 始 终 位 于 原点 ,而 当 53” 超 过 jie 


KYY3 
曲线 本 为 548) > -二 BD p>3NT eT [情况 
Ky 
3] oT 时 , 极 小 值 移 到 了 


1/2 1/2 
l= | 时 (3 - 2)| =| 交 -pm)| ， (8.4.12) 


其 中 脚 标 s 代表 稳 恒 值 .(8.4.12) 式 可 通过 对 V(a ) 的 微 商 来 导出 . 
下 面 我 们 回 到 激光 的 语言 .(8.4.12) 式 表明 ,在 闽 以 上 当 抽 运 p 增 大 时 ,a, 随 
着 增 大 .总 起 来 稳 恒 (未 考虑 涨 落 ) 光 子 数 2 ( 亦 即 a? ) 为 


0, 当 户 < pm 时 ， 
(5) . 
”TY N sx 

(23 一 3 ) = 元 ( 必 一 四) 二 m) 当 户 > 访 ”时 . 


(8.4.13) 
我 们 看 到 nn'” 随 p 的 变化 如 图 8.4.2 所 示 ， 
在 p=p'， 处 有 一 个 转折 点 ,这 也 就 是 我 
们 把 5 六 称 作 的 阔 值 (以 及 把 了 
称 作 3, 的 阀 值 ) 的 原因 .这 表明 只 有 足够 强 
的 抽 运 以 产生 足够 大 的 原子 反 转 才能 产生 


激光 . 
图 8.4.2 稳 恒 光子 数 xz 在 阔 以 上 ,2 与 原子 总 数 N 以 及 (p 一 
随 抽 运 率 p 的 变化 pp 加) 成 正比 ,与 « 成 反比 . (8.4.13) 第 二 式 


@ 这 是 略 去 了 自发 辐射 的 结果 ,否则 在 p"” 以 下 光子 数 不 完 全 为 零 .转折 也 有 一 定 的 图 
滑 度 . 
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也 就 是 (8.4.6) 或 (8.4.7) 式 .以 上 讨论 使 我 们 对 (8.4.6) 式 有 更 进一步 的 了 解 . 
值得 指出 的 是 ,图 8.4.2 中 的 曲线 类 似 于 二 级 相 变 中 “ 序 参量 ” 随 状态 参量 的 
变化 曲线 .图 8.4.1 中 的 势 函 数 也 与 朗 道 二 级 相 变 理论 中 的 自由 能 变化 曲线 相仿 . 
正 是 这 一 原因 ,激光 的 生成 也 被 称 为 非 平衡 态 的 二 级 相 变 . 阐 值 就 是 相 变 点 . 
从 (8.4.8) 式 我 们 看 到 三 个 阻尼 常数 x,yY, Ys 愈 大 , 抽 运 阐 值 p' 就 愈 高 ;而 
原子 总 数 N 和 厢 合 常数 |g | 愈 大 , 阔 值 2 就 愈 低 . 这 些 结果 从 物理 上 看 都 是 合 


理 的 .另外 ,由 于 |g|? 中 含有 因子 二 , 故 好 实际 与 原子 密度 N/V 成 反比 . 
当 腔 场 频率 w 与 原子 路 迁 频率 w。 失 谐 时 , 阔 值 还 要 增高 一 个 失 谐 因 子 
广 [(o 一 oo) + 72]172. 当 失 谐 达 到 y 的 量 级 时 , 阐 什 将 明显 增加 . 


下 面 来 看 原子 物理 量 的 稳 恒 值 . 
反 转 数 的 稳 恒 值 35 可 通过 将 (8.4.13) 式 代入 (8.4.4) 式 求 出 .结果 为 


= 3 , p<p'™, 
53 = (8.4.14) 
KY SD p> pp. 
2|1g| 
5 它 随 p 的 变化 如 图 8.4.3 所 示 . 后 一 结果 也 可 从 
| (8.4.2) 第 一 式 直 接 得 出 . 


我 们 看 到 , 情况 与 图 8.4.2 的 曲线 相反 ,在 阔 值 
以 下 , 33 随 p 直线 上 升 ,在 到 达 立 值 后 即 转折 成 水 
平 直 线 .这 是 因为 在 阀 以 上 /= 7 一 1[ 见 (8.4.7) 


TAR Np™ SR) 
p 式 ], 从 而 (8.4.4) 右 方 化 为 二 > 7 即 之 3 


_ 中 的 p 已 由 常数 mp'， 代 替 . 
图 8.4.3 稳 恒 时 原子 布 居 数 WW 机 站 jo 
(8.3.10) 式 ,在 c 数 化 以 后 即 得 


5 = Sasa, (8.4.15) 


a, 的 绝对 值 是 确定 的 ( 见 (8.4.12) 式 ) 但 它 的 相位 并 不 确定 .为 从 物理 上 说 明 这 一 
所 ,我 们 回 到 模拟 的 布朗 振子 的 位 势 V. 设 振子 的 坐标 a = aimi + asm,, 其 中 mi 
和 m, 为 平面 中 两 个 基 矢 . 则 V 可 表 为 a 和 a, 的 函数 . V(ai ,a ) 的 立体 图 形 即 
为 图 8.4.1 中 的 曲线 绕 纵 轴 旋转 2r 的 结果 .在 冰 以 上 , V(ai ,az ) 立 体 图 中 出 现 的 
是 一 个 环形 的 谷 .振子 的 径 向 运动 受到 “ 谷 壁 ”的 限制 ,只 能 在 谷底 附近 作 涨 落 性 运 
动 ,但 它 的 “ 周 向 运动 " 则 没有 受到 限制 ,在 涨 落 力 作用 下 , 它 可 以 沿 周 向 漂移 .对 应 
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到 腔 模 ,就 是 它 的 相位 在 不 断 漂移 .我 们 可 把 a 表示 成 


ac = 全 当 p<p， 时 ， (8.4.16) 
[n(n — 1)] es = w 当 p > p' 时， | 
其 中 $ 即 为 在 0 到 2x 范围 内 漂 黎 的 .数值 不 确定 相位 | 
相应 地 ,5 可 表示 为 
0， 当 p 过 pm 时 ， 


在 立 值 以 上 “a 和 5” 的 绝对 值 与 p 的 关系 都 是 由 因子 Vp 一 加 表示 ,因为 
V na(7 一 1) 正 比 于 V p 一 p'™. 

在 第 五 音 和 第 六 章 中 我 们 曾 看 到 振幅 为 确定 值 的 (不 是 按 某 种 概率 分 布 的 ) 经 
典 光 场 与 量子 光 场 中 的 相干 态 有 某 种 对 应 关系 . 按 此 ,(8.4.16) 第 二 式 中 a, 将 对 
应 于 激光 中 的 相干 成 分 .该 式 的 结果 表明 ,在 阐 以 下 , 光 场 的 相干 成 分 为 零 , 而 在 立 
值 以 上 其 相干 成 分 为 “相位 不 确定 ”的 非 零 值 . 

在 以 上 计算 中 我 们 略 去 了 自发 辐射 和 涨 落 力 . 当 计 入 它们 以 后 , 稳 恒 光子 数 将 
有 一 个 分 布 ,犹如 等 效 振子 在 势 V 的 极 小 点 附近 有 涨 落 着 的 位 移 一 样 .该 分 布 如 
图 8.4.4 所 示 . 数值 结 果 见 $8.7 中 的 讨论 . 

最 后 我 们 来 看 一 下 ,在 这 个 简单 的 激光 模型 中 , 稳 恒 时 原子 集合 的 物理 量 53" 
和 59 与 原子 总 数 N 的 关系 .从 (8.4.14) 式 我 们 看 到 在 阔 以 下 ,29 与 N 成 正 
比 ,但 达到 阔 值 以 后 ,其 值 完 全 由 阻尼 常数 和 耦合 常数 决定 ,与 N 无关. 阻尼 常 数 
k 和 7 愈 大 , 反 转 数 愈 大 ,而 耦合 常数 愈 大 , 反 转 数 将 愈 小 . 

359 正 比 于 原子 集合 的 极 化 2. (8.4.17) 式 表明 :在 阀 以 下 ,原子 集合 的 极 化 为 


零 ,在 阔 以 上 ,总 极 化 的 相干 成 分 正比 于 | N270 .我 们 看 到 即使 在 bp >> 


bp 中 即 N > 7 情况 下 ， 它 也 只 是 与 V 六 成 正比 而 不 是 与 N 成 比 [顺带 提醒 ， 


5% 的 大 小 并 不 由 原子 的 反 转 数 完全 决定 , 它 还 与 光 场 a, 及 参数 g,Y 有 关 , 参 见 
(8.4.15) 式 .这 一 情况 与 经 典 物理 学 中 介质 的 极 化 值 与 电场 成 正比 相 类 似 ]. 
在 本 小 节 的 最 后 ,我 们 来 给 出 在 计 入 自发 辐射 后 , 立 以 下 的 光子 数 . 当 我 们 从 


D ”同样 是 在 忽略 自发 辐射 的 条 件 下 . 
@ 原子 集合 的 极 化 算 符 为 P58 ,其 中 已 = |p(zx)dz. 关 于 单个 原子 的 极 化 算 符 参 见 
(6.1.9) 式 的 注 . 
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Pn) 


图 8.4.4 在 考虑 了 自发 辐射 和 涨 落 力 作用 后 ， 
稳 恒 时 光子 数 的 分 布 
( 工 ) 立 20% 以 下 , (了) 阅 值 处 . (于) 国 20% 以 上 


(8.4.1) 式 浸 渐 地 消去 5 后 ,得 出 光子 数 ”的 变化 方程 为 


1\/2 1 
2n (n+ 方块- ) 
fn 一 一 K717 1 一 十 pt (8.4.18) 
] 十 (+ 
Sat 2 
其 中 
| gg 
"和 = EN, z (8.4.19) 


代表 N/2 个 (总 数 一 半 ) 处 在 上 能 级 的 原子 在 腔 的 衰 期 Ue 时 间 内 所 自发 辐射 的 
光子 ( 即 -on = 一 gn 十 la 的 稳 恒 解 ) .在 六 以 下 ,n/ns 过 1( 对 氨 氛 激光 的 例 


子 ,在 阔 值 处 ,z1z 10-) ,因而 (8.4.18) 式 右 方 第 二 项 的 分 母 可 取 为 1. 这样 该 
方程 即 化 为 线性 方程 .在 略 去 相对 量 级 为 /ns 的 小 量 以 后 , 即 得 出 国 以 下 稳 恒 时 
的 光子 数 为 

(n+ 7/2 


= TD 
1 一 7 十 no /72 


(8.4.20) 


n 


2V ns 人 /nw ,而 按 (8.4.8) 式 ,ns 地 也 可 表示 为 
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nd = (去) ， -也 2 而 (8.4.21) 
其 量 级 为 1. 当 ms:108 时 ,在 阔 区 以 下 ,1- 7>2x10 ,因此 (8.4.20) 式 分 母 中 
(H) 
的 ee (其 值 ~Y10“) 与 (1 一 7) 相 比 可 以 略 去 .这 样 就 得 出 在 六 区 以 下 
() nn + /2 
n 一 ] 二 7 。 
我 们 来 说 明 这 一 结果 的 物理 意义 . (8.4.22) 式 分 子 ns + w/2 实际 上 代表 阐 
以 下 情况 “上 能 级 的 原子 在 二 ( 它 代表 光子 在 腔 内 停留 的 时 间 ) 时 段 内 所 自发 辐射 


(8.4.22) 


的 光子 数 ,因为 这 时 5，=NN 也 =4N ; 匣 ,相应 地 ,上 能 级 原子 数 N， =- 方 CN+ 


Z)= 到 NI+2r) .它们 在 lfx 时 间 内 自发 辐 计 的 光子 数 即 为 2 gLN, = nt 


+ wm/2. 这 表明 即使 在 阐 以 下 ,自发 辐射 的 光子 也 获得 了 受 激 放 大 . 放大 信和 即 为 
1/(w 一 1). 需 要 强调 的 是 ,自发 辐射 的 受 激 放大 与 激光 的 生成 是 两 个 不 同 的 概念 . 
前 者 的 光 场 中 无 相干 成 分 ,后 者 却 有 , 从 前 者 到 后 者 要 经 历 一 个 ( 非 平衡 态 的 ) 相 


变 . 


从 (8.4.18) 式 也 可 以 计算 在 阔 值 处 的 n, 令 归 ==0, Pp 中 = 区 jz， 即 可 求 
出 其 值 为 


14) = n(n 十 二 ): (8.4.23) 


由 此 可 得 在 阔 值 处 ns:104. 更 准确 的 计算 结果 为 上 式 的 (~0.8) 倍 .出 现 误 


差 的 原因 在 于 :为 导出 (8.4.1) 式 所 作 的 近似 ( 见 该 式 下 的 说 明 ), 在 国 值 处 由 于 大 
项 相 消 已 不 是 好 的 近似 . 


2. 光子 数 和 原子 反 转 数 的 演化 
我 们 回 到 阔 以 上 的 情况 ,并 先 来 研究 光子 数 n(z ) 的 演化 .将 (8.4.4) 式 代入 
(8.4.2) 式 第 一 式 以 浸 渐 消去 后 得 出 


， 2 2 
OD 因为 若 无 受 激 辐 射 的 贡献. 则 稳 恒 时 应 有 yn = 218 上 N, ,于 是 n 将 等 于 218 -N 


ned 十 n/2. 
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d = -人 <- 到 Np ja. (8.4.24) 


此 方程 可 化 成 (利用 表 8.4.1 诸 式 ) 


ni no 
Kn(n, 一 7 ) 


上 式 左 边 系 数 可 改写 成 两 项 fi/n + f,/(n, 一 n), 其 中 


1 
fi = x f2 = fi: 


于 是 方程 (8.4.25) 即 可 积 出 ,结果 可 表示 为 


n(t) rk(7—1)z 
Ac， (8.4.26) 


其 中 A 为 积分 常数 ,可 由 初 值 n(0) 定 出 . 


dn = dt, (8.4.25) 


当 7>1 时 ,(8.4.26) 式 右 方 随 
上 一 co 而 趋 于 co ,由 此 得 出 2 (co ) = 
5. ,而 当 7<1 时 , 右 方 随 上 一 co 而 趋 
于 零 , 从 而 n(z) 一 0. 这些 结果 与 前 一 
致 . 
对 于 每 个 时 刻 二 ,从 (8.4.26) 式 
可 以 解 出 n(z) 的 值 ,图 8.4.5 给 出 几 
个 不 同 7 值 的 结果 . 值得 提醒 的 是 ， 
初 值 n(0) 须 取 为 一 个 小 数 , 不 能 为 
“ 零 .否则 定 出 的 A 亦 将 为 零 . 这样 无 
论 是 7<0 还 是 n>>1,n (zi) 都 恒 为 
零 .对 于 my<1 的 情况 ,这 个 结果 没有 
问题 .对 于 7>1I 的 情况 ,得 出 这 一 结果 的 原因 可 以 从 图 8.4.1 看 出 :原点 是 等 效 
势 函数 的 亚 稳 点 , 厂 模 拟 振子 初始 时 准确 地 位 于 原点 , 涨 落 力 又 已 略 去 ,那么 振子 
就 将 永远 地 停留 原点 上 .如 把 初 值 2(0) 取 为 一 个 非 零 小 数 , 即 可 避 开 这 个 亚 稳 点 . 
将 以 上 求 出 的 n(z) 代 入 (8.4.4) 式 中 还 可 求 出 反 转 数 5 随时 间 的 演化 . 
最 后 ,我 们 把 上 节 和 本 节 中 引入 的 一 些 参数 (主要 是 本 节 ) 如 表 8.4.1, 以 便于 
下 文 查 国 . 


图 8.4.5 阀 以 上 光子 数 随时 间 的 演化 


表 8.4.1 


53° (8.4.5)| mw(8.4.5) | ns(8.4.7)| 7(8.4.8) | p'™ (8.4.8) | 2 (8.4.19) 
Np Ys na(7-1)| 2Nplgl’ KYY3 Nlg|? 
ys 4lg|: KYY3 2N|g|” KY 


Zi (8.3.9) 


KY 
2|g|- 
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3 8.5 激光 稳 恒 态 的 涨 落 “ 功率 谱 与 威 纳 - 享 钦定 理 


在 本 节 中 我 们 将 在 涨 落 为 一 级 小 量 条 件 下 推导 稳 恒 激光 的 涨 落 方程 ,因此 只 
适用 于 阔 值 以 上 较 远 处 .另外 还 将 介绍 涨 落 的 功率 谱 以 及 将 功率 谱 与 相关 函数 联 
系 起 来 的 威 纳 - 享 钦定 理 .在 这 些 讨论 中 ,a ,mn, 2, 和 SS, 都 将 恢复 其 算 符 的 原貌 ， 
因为 有 关 涨 落 问 题 需 用 全 量子 理论 来 处 理 . 

从 物理 本 质 上 说 ,激光 与 混杂 光 场 的 差别 并 不 在 于 前 者 的 单 色 性 好 ,方向 性 
好 ,亮度 大 等 . 因为 原则 上 也 存在 单 模 混杂 光 场 , 它 具 有 单一 的 频率 和 确定 的 方向 . 
亮度 也 不 存在 原则 上 的 限制 . 

前 已 指出 ,激光 与 混杂 光 的 差别 在 于 :远离 闵 以 上 的 激光 接近 于 ( 辐 角 漂移 的 ) 
相干 光 . 相干 光束 具有 确定 的 强度 ,其 中 的 光子 数 是 按 泊 松 公式 分 布 的 , 涨 落 小 ( 光 
的 强度 愈 大 ,相对 涨 落 愈 小 ) ,其 噪音 相应 于 散 粒 噪音 ( 见 下 节 ) ;而 混杂 光束 的 强度 
不 稳定 ,其 中 光子 是 成 团 出 现 的 ,并 且 稀 稀 拉 拉 , 其 光子 数 的 方差 比 其 平均 光子 数 
还 大 .这 才 是 激光 与 混杂 光 的 本 质 差 异 . 

1. 场 算 符 的 平移 变换 , 光 场 的 噪音 算 符 

作为 准备 ,在 第 一 小 节 中 先 来 讨论 光 场 吸收 算 符 a 的 平移 并 定义 光 场 的 噪音 

算 符 .我 们 总 可 将 a 表示 为 

a=a+56b, (8.5.1) 
(例如 就 令 5 =a 一 a), 其 中 «为 任 一 复数 . 算 符 4 与 b 之 间 的 变换 称 为 平移 变换 ， 
它 也 属于 么 正 变 换 .利用 $5.2 和 $7.5 中 所 定义 的 平移 算 符 


D(a)= ee (8.5.2) 
可 将 2 和 61 表示 成 [参见 (5.6.28) 或 (7.5.19) 式 ] 
b= D(a)aDi(a), bt1=D (a)a'D'(a). (8.5.3) 
由 于 人 么 正 变换 不 改变 算 符 间 的 对 易 关 系 , 故 算 符 5 和 b+ 仍 满足 
[6,61]=1, [6,8] = [61,61] = 0 (8.5.4) 


这 使 得 2 和 2 也 具有 吸收 和 发 射 算 符 的 性 质 ， 
如 果 令 (8.5.1) 中 的 a 等 于 (a), 则 相应 的 5 就 代表 该 状态 |) 中 a 的 涨 落 算 符 ， 
因 (6) =0. 若 在 该 态 中 2 不 仅 期 望 值 为 零 ,而 且 满足 
b1) = 0， (8.5.5) 
则 有 
al) = a |), (8.5.6) 
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即 该 态 为 本 征 值 等 于 a 的 相干 态 . 
我 们 来 看 一 个 简单 的 例子 : 单 模 场 与 经 典 源 作用 的 结果 .相应 的 理 ; 形 如 


H(t) = L’*(t)at L(t)al. (8.5.7) 
在 海 森 伯 图 象 中 ,a 的 运动 方程 为 
FA = -iw L(t). (8.5.8) 
它 的 解 为 
ai)=a()+8(i)， (8.5.9) 
其 中 


a(t) =— 二 | L(t )e dt, 
fo (8.5.10) 


b (1) = a (0)e™. 

在 光 场 完全 是 由 该 经 典 源 L(t”) 所 产生 的 情况 下 ,初始 时 刻 光 场 状 态 为 真空 . 

在 海 森 伯 图 象 中 ,这 就 意味 者 
z a (0) 1) = 0. 

于 是 由 (8.5.10) 第 二 式 ,6(z)|) =0. 按 (8.5.6) 式 ,|) 即 为 任意 时 刻 a(z) 的 相干 
态 本 征 值 等 于 a(1). 以 上 讨论 实 为 $5.6 的 一 个 特例 ( 光 场 只 有 一 个 模 ), 只 是 这 
里 是 在 海 森 们 图 象 中 处 理 的 . 

在 阔 以 上 较 远 处 , 涨 落 为 一 阶 小 量 ,上 节 中 的 a, 即 为 稳 恒 时 a 的 期 望 值 ( 略 去 
了 二 阶 小 量 ) ,于 是 右 令 

a.(t) = a.+6(t) (8.5.11) 

则 5(z) 就 代表 稳 恒 时 闪 以 上 光 场 的 涨 落 算 符 , 也 就 是 表示 光 场 噪音 的 算 符 . 
2. 稳 恒 时 的 涨 落 方程 


较 方 便 的 做 法 是 把 阔 以 上 a,(z) 的 涨 落 也 分 解 为 幅 模 涨 落 和 相位 涨 落 两 个 方 
面 .在 我 们 所 研究 激光 场 中 ,光子 数 是 一 个 大 值 因而 可 将 a,(z ) 表 示 为 
Q(t) = etae0[V 元 +O(i]， (8.5.12a) 


其 中 V 元 时 代表 (8.5.11) 式 中 的 a,.9(z) 和 p(z) 分 别 为 位 相 和 幅 模 的 涨 落 算 符 . 
在 小 涨 落 情 况 下 山 , 上 式 可 展开 为 


@ 1 并非 无 穷 小 量 .这 里 只 是 说 (22)< 邹 .实际 上 (22》 量 级 =:1. 另 外 ,由 于 相位 的 漂移 
率 比 wo 小 得 多 [参见 (8.6.31) 式 ], 故 在 多 个 光 场 振动 周期 内 ,6 都 可 作为 小 量 . 
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ai 人 ti) = ne + eo (t) +iv nb (2)]. (8.5.12b) 
要 指出 的 是 ， 并 非 在 所 有 的 计算 中 都 只 需 像 上 式 那样 , 只 保留 到 一 阶 小 量 . 例 
如 用 (8.5.12) 式 求 光子 数 的 方差 时 ,在 ”中 就 必须 保留 到 o 的 平方 项 . 否则 由 于 
(o)= 0 ,得 出 的 方差 An 将 不 正确 . 
下 面 来 求 o(z) 和 0(z) 所 满足 的 方程 .为 此 先 把 稳 恒 时 的 $$, 写成 


3,(z) 三 


7 ol 二 33 人 有)， (8.5.13) 
其 中 s,(z) 代 表 涨 落 项 .然后 将 它 和 (8.5.12b) 式 代入 (8.3.26a) 和 (8.3.39) 式 中 ， 
在 略 去 自发 辐射 项 ( 因 在 阔 以 上 较 远 处 ) 并 只 保留 一 阶 小 量 后 即 得 出 


八 2 八 » 八 
B+iVn £6 = Vn ss + esp,, (8.5.14) 


5, 一 一 773 53 — 46W7 oo 二 Tf,, (8.5.15) 


其 中 天 和 六 ,分别 见 (8.3.26b) 和 (8.3.40) 式 ， 7 为 (8.4.8) 式 所 定义 的 抽 运 参 
数 .通过 (8.5.14) 式 和 它 的 共 轿 式 ,可 以 得 出 bp 和 60 各 自 的 方程 : 


Hp= EL Va +h,, P= 1(ewp, +etft), (8.5.16) 


= 下 F -$F —e 1 . . 

0 = F,, F, = je F, $ 全 ). (8.5.17) 
方程 (8.5.15) 一 (8.5.17) 就 是 稳 恒 时 涨 落 量 所 满足 的 运动 方程 ,通过 它们 不 

仅 可 以 求 出 光子 数 和 原子 反 转 数 的 方差 ,还 可 求 出 激光 谱 线 的 宽度 [通过 (8.5.17) 

式 ]. 这 也 是 在 本 节 中 我 们 研究 a, (7)[ 而 不 是 n.(1)] 的 涨 落 的 原因 . 


作为 准备 ,下 面 先 来 介绍 稳 恒 随机 变量 的 功率 谱 以 及 相关 的 威 纳 - 训 钦定 理 . 
3. 稳 恒 涨 落 量 的 功率 谱 ” 威 纳 - 享 钦定 理 


我 们 知道 , 巧 挂 在 气体 中 的 微 体 ,在 气体 分 子 的 碰撞 下 ,将 不 停 地 颤动 . 这 是 因 
为 悬挂 的 物体 在 受 碰撞 偏离 其 平衡 位 置 后 ,会 受到 引力 的 作用 使 其 返回 原 处 .在 热 
平衡 的 状态 下 , 微 体 的 平均 动能 和 平均 势能 都 只 与 气体 的 温度 有 关 , 与 气体 的 压强 
没有 关系 . 因由 能 量 均 分 定律 ,对 微 体 每 个 自由 度 的 位 移 和 速度 有 (由 于 颤动 的 角 
位 移 很 小 , 故 微 体 可 视 为 在 平面 中 运动 ) 
1 


1 1 
5K\r) 一 5m(v) 一 万 4B (8.5.18) 


其 中 K 为 恢复 系数 .即使 将 气压 抽 得 很 低 , 上 述 平 均 势 能 和 平均 动能 的 值 仍 不 变 
尽管 如 此 ,在 不 同 的 气压 下 , 微 体 的 涨 落 运动 仍 将 表现 出 不 同 的 特点 
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图 8.5.1 给 出 不 同 气 压 情况 下 的 涨 落 运 动 . 随 着 气压 增高 ,我 们 看 到 微 体 作 无 
规 变动 的 频繁 度 增 加 ,而 每 次 无 规 变动 的 幅度 减 小 . 这 种 改变 可 通过 涨 落 谱 和 相关 
函数 表示 出 来 . 

具体 说 , 气压 增高 时 , 涨 落 谱 中 高 频 成 分 将 增加 , 而 相关 晒 数 
《z(t+t)zx(z)) 随 rt 的 增 大 而 更 快 的 减 小 .我 们 将 看 到 这 两 者 之 间 有 着 定量 的 联 
系 .这 就 是 威 纳 - 亨 钦 定理 的 内 容 . 


图 8.5.1 悬挂 微 体 的 涨 落 运动 
(a) 较 低 气压 情况 。(b) 较 高 气压 情况 


我 们 只 限于 研究 微 体 运动 的 稳 恒 状态 .这 时 随机 量 例如 z 的 平方 平均 值 将 与 
t 无 关 , 即 
(z(t)) = Z0， 
而 相关 函数 (x(t +t)zx(z)) 也 只 是 时 间 差 z 的 函数 , 即 
(z(t + rt)zr(t)) = (z(t)7rx(0)). (8.5.19) 
下 面 就 通过 传 里 叶 变 换 来 研究 z(z) 的 功率 谱 . 定 义 稳 恒 涨 落 量 z(t) 的 伟 里 
叶 变 换 z(2)7 为 


9 nn 
Xx(0)7 一 rz(t)e dt， (2 = ,Nn 二 0 ， 十 1,， 十 2,…: 
T 


7 于 | 
/73F)- T 

(8.5.20) 
为 了 避免 混淆 ,我们 用 0 代表 传 里 叶 变换 中 的 频率 变量 . 上 式 中 的 了 为 一 个 大 值 
(与 直 相 比 ), 以 后 并 要 将 它 趋 于 无 穷 . 引入 因子 万 示 是 为 了 在 T 王 时 
(1z(9)z|?) 为 有 限 值 (参见 下 文 ) 


由 于 上 式 中 的 Q 取 分 立 值 ,因而 (8.5.20) 式 的 反 变 换 本 为 一 个 级 数 .但 在 工 
大 时 可 将 反 变 换 写 成 积分 形式 : 


x(t) = 1VI[ zx(0)re eqn. (8.5.21) 
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由 (8.5.20) 式 定义 的 z(2)7 亦 为 随机 量 , 因 对 (8.5.20) 式 两 侧 取 统计 系 综 
平均 即 得 出 (x(Q2)r)=0. 但 它 的 绝对 值 平方 |x(Q)rl1? 的 统计 平均 不 为 零 而 且 将 
是 0Q 的 平滑 的 函数 (这 是 作 统 计 平 均 的 结果 .参见 下 文 ). 因 此 我 们 定义 

P(0)= lim(|z(Q)r|’) (8.5.22) 

为 z(t) 的 功率 谱 . 下 面 来 证 明 它 正好 是 相关 函数 (zx (rt)zx(0)》 的 健 里 叶 系 数 .为 
此 ,我 们 利用 (8.5.20) 式 将 P(Q) 化 为 

P(O) = lim | dt 人 di(z(t)zr(t en (8.5.23) 


令 r=t-t 则 \z()z(z)) 将 只 是 r 的 函数 ,并 可 写成 (z(r)z(0)) ,于 是 上 式 
化 为 
P(Q) = lim 37| dz| rz(r)z(0))e dr, 


考虑 到 只 在 | r | 不 大 的 范围 内 z(r) 才 与 zx(0) 有 关联 , 即 (z(r)z(0)》 只 在 
1 rt 1 不 大 的 范围 内 方 不 为 零 ,我们 可 将 上 式 对 rz 的 积分 限 形 式 上 扩大 到 从 - co 到 
+ ,并 提出 到 对 :的 积分 号 之 外 .这 样 就 得 出 


P(O) = |_(z(r)z(0))e dr, (8.5.24) 
此 结果 就 称 为 威 纳 - 享 钦定 理 . 以 上 讨论 也 说 明了 ,只 有 在 (8.$.20) 式 右 方 引入 因 
于 -万 朱 ' 才 使 得 P(Q2) 为 有 限 值 . 
类 似 地 还 可 证 明 
Jim(z (Q)z(0’)) = dmP(0). (8.5.25) 


zx(z) 的 功率 谱 和 相关 函数 (z(t)zx(0)) 是 描述 随机 量 特性 的 两 个 重要 函数 ， 
威 纳 - 训 钦定 理 表明 ,它们 之 间 正 好 是 健 里 叶 变 换 关系 .从 这 一 关系 可 以 看 出 , 当 相 
关 时 间 变 短 时 ,功率 谱 中 高 频 成 分 的 比重 将 增加 ,例如 车 (zx(r)z(0))=Ae""， 


对 应 的 相关 时 间 为 1/T， 则 功率 谱 即 为 57 5" 其 最 大 值 虽 总 在 9 =0 处 ,但 对 于 


大 的 荆 ( 相 应 相关 时 间 短 ) , 谱 分 布 延 伸 得 远 ,相应 于 高 频 成 分 比重 增加 .如果 是 马 
尔 可 夫 型 的 关联 即 (zx(t)x(0))=Ad(r), 相 关 时 间 为 零 ,功率 谱 即 为 白 谱 (也 就 是 
到 无 穷 ). 

在 以 上 考虑 的 例子 中 ,zx(z) 代 表 位 移 ,是 实数 , 故 有 


@ 奉 用 (- ro,ro) 标志 4z(r)z(0)) 不 为 零 的 范围 , 则 严格 地 说 ,只 是 当 志 在 - 工 +ro 到 
T 一 zo 的 范围 , 才 可 以 这 样 做 .但 这 一 修正 不 影响 导出 (8.5.24) 式 . 


* 378 . 辐射 和 光 场 的 量子 统计 理论 


Z (OO)7r = rz(— (0)7. (8.5.26) 
于 是 有 
P(— 0 ) 一 《Z” (一 Q)rr(— Q)7) 一 (xX(Q)rr” (0Q)7) 一 P(0Q). | 
(8.5.27) 
即 功率 谱 为 2 的 偶 函 数 . 男 外 ,(8.5.24) 的 道 变换 为 
(z(t)z(0)) = 去 | _P(Q)er dn, (8.5.28) 
如 将 (8.5.27) 式 代入 即 得 
(zx(1)x(0)) = | PCO)cosptd0， (8.5.29) 


另外 ,由 于 P* (0Q)=P( 一 0Q) 故 按 (8.5.27) 式 ,P(0) 在 此 情况 下 亦 为 实 函 数 .这 
就 保证 了 (8.5.29) 式 右 方 亦 为 实数 . 
为 了 对 功率 谱 作 进一步 考察 ,我们 令 (8.5.28) 式 中 t=0. 再 注意 到 zx 是 稳 恒 
态 随机 变量 , 《x (0)) 也 就 是 任意 时 刻 的 (x” (zt)) = 《x*). 于 是 由 (8.5.28) 和 
(8.5.18) 式 
ks 


| PCo)an = 2r(z2》= 2r ET, (8.5.30) 


只 与 焉 有关, 与 压强 p 无关. 此 结果 表明 ,对 于 图 8.5.1(a)、(b) 两 种 情况 ,尽管 
P(Q) 不 同 ,但 积分 值 却 是 一 样 的 . z 
当 随 机 变量 为 复数 f(z ) 时 ,可 类 似 地 进行 讨论 . 实际 上 仁 里 叶 变 换 定义 式 
(8.5.20)\ 反 演 式 (8.5.21) 和 功率 谱 定 义 式 (8.5.22) 都 是 一 样 的 ,只 是 功率 谱 公 式 
(8.5.23) 和 (8.5.24) 中 的 (z(t)z(z )) 和 《z(t)zxz(0)) 应 改 成 (f* (zt)f(zt )) 和 
《f" (zt)f(0)). 于 是 有 
P(O) = | (7) f(0))e edr. (8.5.31) 


对 于 随机 算 符 f ,结果 类 似 . 只 须 把 f* 换 成 六 ,另外 求 期 望 值 时 应 对 库 和 系 
统 的 密度 算 符 取 平均 .相应 的 公式 如 下 : 


P(O) = [Fn)F (0))emar, (8.5.32) 


(H(z1)7 (0)) = | _P(Q)erdn. (8.5.33) 


如 果 问 题 不 只 涉及 某 一 个 随机 算 符 而 是 涉及 两 个 随机 算 符 (1) 和 g(z), 则 
同样 可 以 证 明 


lm(g (OFF (0)7) = | (81(7)? (0))e tar. 
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在 某 些 情况 下 ,我 们 需要 用 到 对 称 化 的 功率 谱 P'” (0 ) , 它 的 定义 式 为 
Pp (0)= lim 3[(F (0) if (0Q)7) + (fF (Q) if (0)1)] 


= 于 | [FF 0) + (FF 0) eadr. (8.5.34) 
具体 研究 激光 系统 的 涨 落 以 及 谱 线 宽度 将 在 下 节 中 进行 . 


3 8.6 ”激光 涨 落 的 功率 谱 、 谱 线 宽 度 和 输出 场 的 流 强度 


在 上 节 中 我 们 得 出 了 光 场 幅 模 涨 落 算 符 o(z) 和 原子 反 转 数 涨 落 算 符 s,(z) 

所 满足 的 联 立 方程 ,以 及 光 场 位 相 涨 落 ( 实 际 是 漂移 ) 算 符 所 满足 的 方程 .从 o 和 

ss 的 联 立方 程 可 以 求 出 幅 模 涨 落 的 功率 谱 和 它 的 相关 函数 ,以 及 光子 数 的 方差 . 

而 从 光 场 位 相 的 漂移 可 以 求 出 激光 场 的 谱 线 宽度 .这 就 是 本 节 的 第 一 方面 的 内 容 . 

另外 实际 应 用 的 不 是 激光 腔 内 的 光 场 而 是 从 激光 腔 出 射 的 光束 .关于 它 的 流 强 和 

涨 落 可 以 从 腔 内 光子 数 的 损耗 得 出 .这 就 是 本 节 要 讨论 的 第 二 方面 内 容 .通过 以 上 
的 讨论 ,我 们 看 到 激光 的 品质 与 混杂 光 场 的 差别 . 


1. 腔 场 幅 模 的 涨 落 


先 来 看 阐 区 以 上 的 情况 ( 阔 区 的 定义 见 (8.4.21) 式 上 ). 光 场 幅 模 涨 落 算 符 p 
和 原子 反 转 数 涨 落 算 符 ss 所 满足 的 联 立 方程 如 (8.5.16) 和 (8.5.15) 式 所 示 , 即 


八 2 八 八 
0= Ems + hh, (8.6.1a) 
所 3 =— p333 — 4x Vnp+ Ph,. (8.6.1b) 


我 们 可 以 浸 渐 地 消去 (8.6.1a) 中 ss ,因为 
4( 加 - Vn ](4eVm) = 16 8 LET kn; = 4x7Y3(7 — 1), 


它 比 ss 中 的 衰减 系数 wy; 的 平方 小 得 多 ( 注 : 由 (w 一 2) 宇 0 即 得 4(w 一 1) 二 wy )， 
满足 (8.3.24) 式 所 要 求 的 条 件 . 于 是 得 出 


-el1- 人 10+ 人 00， FO = 全 + 1 -开户 
| 7 (0 4V 9) 


dd^ 人 _ 
EC 
(8.6.2) 


此 方程 为 涨 落 力 驱 动 的 带 阻 尼 的 方程 ,与 布朗 粒子 在 液体 中 的 速度 所 满足 的 方程 
相似 . 它 也 可 看 成 是 $8.4 中 的 模拟 布朗 振子 在 “图 8.4.1 曲线 开 所 示 "? 的 位 势 低 
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谷中 的 径 向 运动 方程 . (8.6.2) 式 的 解 为 
0 (t) = [PO er ed gr +po(0)e“t Yn:, (8.6.3a) 
也 可 瑟 成 (通过 将 初始 时 刻 取 为 一 %) 
p20)=| PO) eg, (8.6.3b) 


我 们 可 以 用 (8.6.3) 式 来 求 (07(z)》 以 及 相关 函数 (o(z)p( 刀 )》, 也 可 以 通过 方程 
(8.6.2) 直 接 来 求 o 的 功率 谱 , 为 此 只 需 对 方程 (8.6.2) 两 侧 按 (8.5.20) 作 傅 里 叶 
变换 .结果 为 


-iD00 (O)， =- «(1- #5) (Qi + FO (OQ). (8.6.4) 
由 此 即 得 
0 (Q)1 ie CO) (8.6.5) 
Q +ic(1- 广 | 
相应 的 功率 谱 为 


(FO(QMFDY (OQ)7) 
2 2 1 “i 
(2 十 K (1 7 ) 
在 上 式 的 右 方 的 分 子 中 ,我 们 已 略 去 lim 不明 写 出 . 


(FO (9 站 (CO)7 > 实际 上 即 涨 落 力 FO(z) 的 功率 谱 , 我 们 可 通过 F(z) 的 相关 函数 来 
计算 .按照 (8.5.32) 式 ， 


(POP(Or》 = | (Po (DB (0))e dr. (8.6.7) 
将 Fo (z) 的 表达 式 (8.6.2) 式 代入 上 式 右 方 的 相关 函数 ,得 


A /Ne 人 /A 1 1 Tv 会， 人 
(ee (C7) PFO (0)) = (全 (z) 全 (0))+ 7 (1 PD (0)) 


+ DP Or (1 ) (PP.(0)). (8.6.8) 


全,(z) 的 表达 式 由 (8.5.16) 式 给 出 ,而 其 中 的 人 到 又 由 (8.3.26b) 式 表示 . 至 于 fs.(z) 的 表达 式 
则 可 参见 (8.3.40) 或 其 下 式 .利用 这 些 表达 式 我 们 求 得 


(他 (zc) 全 (0))= [P(r) Ft (0)) + (Pt(r)F, (0))] 


Pp,(0) = lim(p (Q)ip (0)7) = (8.6.6) 


1 
4 
TLC O)) + (P(r) CO)) + 本 (人 (人 ， (0)) 


+ 可-( 人 Ca 人 (Co))] 
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= (x+ 28 N)= 于 ce(1+ 2g)a(r). (8.6.9) 
下 面 再 来 看 (8.6.8) 式 第 二 项 中 的 相关 函数 .利用 (8.3.40) 式 下 面 的 表示 即 得 
(P,P.(0)) = (PB, (7)D(0)) + SLe (F, (rat(0 — ODF. (0)) 
- glF,(7)F, (0)a (0- oO)], 

其 中 a1(0 一 0 人) 又 可 用 e [Vn +p(0-0)-iVn0(0-0] 代 入 (参见 (8.5.12b) 式 ),a(0-0) 
仿 此 处 理 . 

在 略 去 (人 (rz)o(0- 9 人. (0)) 和 (F(z)V a9 (0 下 个, (0)) 这 两 项 小 量 后 , 即 可 计算 出 
(入 (0) 全 (0)). 对 于 ( 合 ,(z) 人 (0)) 可 类 似 地 来 计算 .在 克 ( 志 + 好 ) 比 起 (n 如 + 2) 可 
以 忽略 的 情况 下 ,结果 就 是 


(Fe (rT) FY (0)》= 和 (na + 9/2)5(7). (8.6.10) 
将 以 上 结果 代入 (8.6.7) 式 中 , 即 求 出 下 2 的 功率 谱 为 
(FO (OME,(Q)7) = 3 (ne + n/2). (8.6.11) 
于 是 ,p 的 功率 谱 公 式 (8.6.6) 就 化 为 


k(n 十 n/2) 
P,(0) = 2nL0Q° + x (lo1y) 
我 们 看 到 , o 的 功率 谱 大 体 上 就 是 分 布 在 0 到 c(1- 1/7) 范 围 , 7 增 大 时 , 谱 宽 减 


小 ,相应 高 频 部 分 减 缩 . 有 了 P,(Q) 即 可 求 出 (p?): 


(8.6.12) 


00 = 二 poao = 加 二 如 (8.6.13) 


利用 n 吕 = 卫 汪 (参见 表 8.4.1),(p2) 也 可 用 7 和 ys/p 表示 出 来. 结果 即 为 


(0’) = gD (ee +11]. (8.6.14) 


由 上 式 不 难 求 出 , 当 抽 运 p 增 大 (其 余 基 本 参数 不 变 ) 时 ,《p?) 将 减少 [7 不 是 基本 
参数 , 它 与 p 成 正比 ,参见 (8.4.8) 式 ]. 

下 面 来 求 稳 恒 时 光子 数 的 “比方 差 ”, 即 方差 An 与 (2 的 比值 .由 (8.5.12a) 
式 ,n=n,+2VNo + 0D?, 即 得 (nn?+2n,《p?),《n?)Yn?+6n,《p?), 从 而 


An =V 4n,《p ). 于 是 有 


《02》 nH 十 n/2 
从- 和 = (8.6.15a) 
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也 可 表 成 An/(n) = 7 (8.6.15b) 


其 中 7 与 p 成 正比 (而 且 7-1>0),ns 与 p 无 关 . 通 过 对 p 的 微 商 ,可 以 证 明 当 
增加 时 ,已 蕊 的 值 将 减 小 . 若 假想 7 很 大 ( 即 p/p 中 闪 贡 使 天 T= 1 而 且 


1 ,( 即 Sw ,参见 (8.2.43) 式 ) 则 上 式 右 方 将 化 为 -二 ,对 应 于 泊 松 分 
布 的 值 . 


对 于 氨 氛 激光 器 ,me=*10 ,于 是 当 ww 一 1=10“ 时 ,An/《n) 也 只 不 过 守 10“. 
我 们 也 不 难 求 出 相关 函数 (o(rt)o(0)), 由 (8.5.33) 式 0 


(0 (r)0 (0)) = 去 | P,(O)eed0 = 加 -uD (8.6.16) 


不 


此 结果 与 通过 (8.6.3) 式 来 计算 是 一 致 的 .因由 该 式 可 得 
(p (7)p (0)> = [oar qr (BOC) PO) ee 


=| dt| de (nt + Be te DD, 


(8.6.17) 
当 r>0 时 , 较 方 便 的 处 理 是 先 对 t 积分 ,以 使 得 每 个 可 能 的 都 含 在 t 的 积分 域 
之 内 , 反 过 来 , 当 r<0 时 , 较 方便 的 是 先 对 zt 积分 ,以 使 每 个 可 能 的 z 值 都 含 在 1 
的 积分 范围 以 内 .由 (8.6.17) 式 计算 的 结果 与 (8.6.16) 式 完全 一 致 . 
下 面 再 来 看 头 区 以 下 的 情况 [ 国 区 和 定义 见 (8.4.21) 式 上 ]. 
在 阐 区 以 下 (wm<1),n‘”=0, 整 个 a 就 是 涨 落 .另外 ,在 稳 恒 时 ， 


$6) (1) = 2 + $3) (8.6.18) 
于 是 由 (8.3 26) 式 取得 ( 难 到 演 的 _ 次 硕 “就 是 涨 落 ) 
4a= 一 和 (1 -4+ (8.6.19) 
对 上 式 作 传 里 叶 变换 ,得 
-iQa (Q) =- 科 (1- 7)a (0) + F,(0). (8.6.20) 


由 此 即 求 出 


@ 注意 , 当 t 取 正 值 时 ,下 式 的 积分 回路 应 取 为 无 穷 大 的 上 半圆 , 当 t 取 负 值 时 ,应 取 为 无 
穷 大 的 下 半圆 . 
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a (0) Et) (8.6.21) 
相应 地 ,功率 谱 为 
A 
P(O) = FeCO)F (QO)) (8.6.22) 


(2 十 Fl 一 站 )2 
上 式 中 的 分 子 不 难 求 册 
(FiO)P.0) = | (P(r)P, (0))e dr 


= | [PCD 人 (0D) + BFP, (7)P (0))Jdr 


= na (1+)= «(ng + 了 (8.6.23) 
代 回 (8.6.22) 式 即 得 出 


k(n 十 n/2) 


P(O) = 3 . (8.6.24) 
OD2 十 Fe (1 加 7)? 
我 们 看 到 当 7 增加 时 (在 上 式 有 效 的 范围 内 ) , 谱 宽 减少 ,而 光子 总 数 
(ata) = 六 | _P(Q)dn _ ?am + 2 (8.6.25) 
DT _~ 一 7 


与 (8.4.22) 式 一 致 . 

《ata) 代 表 阐 区 以 下 涨 落 平方 的 平均 值 ,因而 与 阐 区 以 上 的 (26?) 相 对 应 . 比较 
(8.6.25) 与 (8.6.13) 式 ,可 以 发 现 两 者 形式 上 的 相似 性 . 如 果 把 两 式 分 母 中 的 
+(7n 一 1)( 它 们 都 为 正 值 ) 写 成 | w 一 1| , 则 两 式 的 差别 就 只 是 因子 1/4( 自 然 ,两 式 
中 的 7 值 不 同 ) .但 要 强调 的 是 ,这 两 种 情况 在 物理 上 是 完全 不 同 的 ,这 可 从 模拟 
振子 的 运动 来 看 出 :在 冰 区 以 上 , 涨 落 是 环形 谷 上 的 径 向 运动 ,在 周 向 则 是 漂移 , 改 
变 振 子 的 方位 .在 阐 区 以 下 , 则 在 坑 中 心 沿 任意 方向 都 作 涨 落 运 动 .另外 , 阐 区 以 上 
和 阔 区 以 下 的 涨 落 随 着 抽 运 p 的 变化 不 同 ,前 已 指出 , 当 p 增加 时 , 阐 区 以 上 的 涨 
落 减 小 ,而 按 (8.6.25) 式 , 阐 区 以 下 涨 落 随 着 p 的 增加 而 增 大 (这 时 的 涨 落 场 也 就 
是 全 部 的 场 ). 


2. 谱 线 宽度 


对 于 单 模 光 场 ,其 谱 线 本 来 是 设 有 宽度 的 ( 即 它 具 有 确定 的 频率 ) .但 这 是 对 
自由 振动 的 单 模 场 而 言 .对 于 激光 系统 ,情况 就 不 同 了 . 因为 其 中 的 单 模 场 一 方面 与 
膀 内 原子 相互 作用 ,一 方面 还 与 库 相 作用 ,并 非 自由 场 .这 将 使 它 的 谱 线 具有 一 个 寓 
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度 .我 们 仍 将 假定 原子 的 由 迁 频率 与 腔 模 频 率 相等 .下 面 先 讨论 贱 以 上 的 情况 . 

在 $8.2 第 1 小 节 中 介绍 原子 c, 算 符 的 横向 弛 豫 效 应 时 , 曾 指出 相位 无 规 变 
化 的 平均 效应 相当 于 该 算 符 有 一 衰减 .对 于 腔 场 也 有 同样 的 效应 .在 上 节 中 ,我 们 
曾 得 出 稳 恒 光 场 除了 其 幅 模 有 涨 落 外 其 相位 并 有 扩散 (相应 于 模拟 振子 在 周 向 上 
的 漂移 ) . 幅 模 的 涨 落 不 会 导致 a 的 衰减 ,而 相位 的 扩散 则 将 导致 (a) 的 衰减 . 正 是 
这 种 衰减 使 激光 场 有 一 谱 线 宽度 . (8.5.17) 式 给 出 在 冰 区 以 上 光 场 相位 6(z) 所 满 
足 的 方程 为 


8 (1) = Ft), (8.6.26) 
其 中 F, 为 无 规 作 用 力 . 由 (8.5.17) 及 (8.3.26b)， 
Blt) = =(e "P(t) ~ eft()), 
四 (8.6.27) 
F(t)= EF (1) -D(z). 
为 简便 起 见 , 取 06(0)=0, 于 是 由 (8.6.26) 式 即 得 
(1) = | 和 (dz (8.6.28) 
从 而 
(02(2)) = | de de 人 Po 人 oz》 (8.6.29) 
上 式 中 的 相关 函数 不 难 算出 : 
(Pol ) Ps) = FCP (Pe)) + (ICs) F(z))) 
: - jl + 2n0)8(t 1), (8.6.30) 
其 中 zs 各 = |g| N( 参 见 (8 4.19) 式 ).(8.6.30) 式 的 最 后 一 步 计 算 参 见 (8.6.9) 式 . 


KY 
通过 与 (8.6.9) 式 的 比较 我 们 还 看 到 (名 (z) 多 (正好 等 于 二名 (的 名 (的 )》 
将 (8.6.30) 式 代入 (8.6.29) 式 即 得 出 

(02(t)) = (+2n)t. (8.6.31) 
此 式 表明 6 随时 间 变 化 如 同 漂移 或 无 规 行走 一 样 :0 平方 的 平均 值 与 + 的 一 次 方 成 
正比 . 
下 面 来 计算 Ce 中 ,以 求 出 (4) 的 衰减 : 
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(@90) (@jo Poel)ar y = (1- | F(z) dz 
0 


- 3| ds’| dr Bole’) Pat) + (8.6.32) 
按照 从 (8.2.15) 式 到 (8.2.18) 式 同样 的 处 理 ,并 利用 (8.6.30) 式 即 可 得 出 
(e190) 二 (rn?) (8.6.33) 
从 而 就 最 大 项 而 言 ( 略 去 幅 模 的 涨 落 ) 
(& (2)) Ve ) (8.6.34) 
于 是 在 冰 区 以 上 谱 线 的 半 高 全 宽 为 
P= 交 人 (xn 名 + 元) (8.6.35) 


它 比 腔 内 没有 原子 时 腑 场 的 误 减 率 和 要 小 得 多 , 比 起 原子 能 级 迁移 算 符 4 原来 
的 衰减 率 (没有 原子 与 腔 场 作用 )y 就 更 要 小 得 多 . 并 随 着 p 的 增 大 而 减少 . 
下 面 再 来 考察 阐 区 以 下 的 情况 .从 (8.6.19) 式 即 得 
2 (2) = a (Oe to + | F(t)e" Ya, (8.6.36) 
从 而 


(a (1)) = (a (0))e on:. (8.6.37) 
由 此 即 得 谱 线 的 半 高 全 宽 为 
T= xk(1— 7). (8.6.38) 
我 们 看 到 :即使 在 阔 区 以 下 , 腔 辐射 的 谱 宽 也 比 < 要 小 .同样 ,p 增 大 时 本 将 减 小 . 
此 结果 与 (8.6.24) 式 给 出 的 结果 一 致 . 
为 了 与 阐 区 以 上 的 (8.6.35) 式 作 比 较 , 我 们 利用 (8.6.25) 式 将 (8.6.38) 式 中 
的 7 用 阔 区 以 下 的 平均 光子 数 (z) = (ata 表示 出 来 ,结果 为 
7 = Cm) -am ， (8.6.39) 
《7 7 t+7 


于 是 (8.6.38) 式 化 为 
P = 一 全 工 (名 二 到) rn 名 + (8.6.40) 
2 


我 们 有 兴趣 地 看 到 ,从 形式 上 对 比 ,上 式 与 (8.6.35) 式 的 差别 只 在 于 分 母 上 少 了 因 
子 2. 当然 两 者 实质 上 的 差别 是 巨大 的 因为 阐 上 、 下 的 光子 数 相差 许多 量 级 . 
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yr z 如 采用 TI, 代表 阐 区 以 上 的 谱 宽 ， 

RT 《n), 三 n, 为 冰 区 以 上 的 光子 数 . P, 代表 

国 区 以 下 的 谱 宽 ,> 代表 阀 区 以 下 的 光 

| (8.6.35) 和 (8.6.40) 式 即 可 得 
| 

nn Ge 


pe ” 因为 n 加 与 p 无 关 , 在 阐 区 上 下 都 是 同一 
图 8.6.1 平均 光子 数 (zy 与 谱 线 宽 度 下 “个 值 . 以 上 结果 可 用 图 8.6.1 表示 .该 图 的 
的 乘积 在 阐 区 上 下 的 变化 横向 扩 度 即 代表 阔 区 . 


3. 输出 场 的 流 强 度 和 涨 落 的 功率 谱 


在 前 面 我 们 讨论 了 腔 内 场 以 及 它 的 涨 落 . 但 实际 中 应 用 的 是 输出 到 腔 外 的 场 . 
因而 从 实用 的 角度 来 看 ,更 重要 的 是 输出 场 和 它 的 涨 落 . 
在 经 典 理 论 中 ,输出 场 可 以 通过 腔 内 场 (在 我 们 讨论 的 行 波 模 的 情况 下 ) 乘 上 
腔 镜 的 透射 系数 而 得 出 .但 在 量子 理论 中 这 一 简单 的 关系 并 不 成 立 . 因 若 输出 场 由 
算 符 a =V Tesa 和 ai, =V Te-*at 表示 (其 中 工 为 透射 系数 ,$ 为 通过 腔 镜 所 
产生 的 相位 改变 ). 则 有 [a ,ai] =T<1. 不 符合 量子 理论 的 要 求 . 
实际 上 ,输出 是 腔 模 与 腔 外 的 库 模 的 相 
互 作用 来 实现 的 . 出 射 场 除 了 由 腔 模 透 射出 
来 的 部 分 以 外 ,还 要 加 上 库 场 的 贡献 . 行 波 腔 
共有 四 个 镜 ( 见 图 8.6.2) ,三 个 加 斜 影 的 镜片 
代表 完全 反射 的 镜 , 而 右上 角 的 镜片 为 半 透 
镜 .输出 场 除了 含 腔 内 场 的 透射 的 部 分 以 外 ， ”图 8.6.2 行 波 激光 腔 的 输出 场 
还 含有 从 上 方 射 来 的 库 场 中 的 反射 部 分 . 两 
者 将 释 加 在 一 起 . 
在 这 里 我 们 不 打算 计算 输出 流 的 振幅 算 符 <cwO ,而 只 给 出 输出 的 光子 流 强度 
[和 它 的 涨 落 谱 P; (2 ) ,因为 这 可 以 通 简单 的 办 法 得 出 . 


为 此 我 们 来 考察 腔 内 光子 数 的 增加 率 9 由 (8.3.35) 式 并 设 7 可 略 去 ， 


人 八 2 
R= 一 p+ 人 


输出 场 


(Sn+ N,)+F,, (8.6.42) 


@ 有 兴趣 的 读者 可 参考 Collett and Gardiner, Phys. Rev.A,30,1386(1984) ;Gardiner and 
Collett Phys.Rev. A, 31, 3761 (1985); Carmichael, An Open System Appvoach to Quantum 
Optics.p.13 
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其 中 
F, = Fo+F2, FD atl(r— AF()+h.c., 


Fr =-iSa'(t — AF.(t) +h.c. (8.6.43) 


它 应 等 于 原子 的 (光子 ) 辐 射 率 减 去 腔 光子 的 损耗 率 .假定 腔 光 子 的 损耗 完全 是 由 
输出 而 造成 的 (否则 要 从 FG 和 w 中 分 出 其 他 因素 所 造成 的 部 分 ). 于 是 (8.6.42) 
式 右 方 的 kn 一 下 就 代表 输出 所 造成 的 光子 数 减少 率 ,因此 可 把 它 定义 成 输出 光 
子 流 算 符 I 


人 


kn— FY. (8.6.44) 


(Ssn + NN,)+F%] 则 是 原子 的 (光子 ) 辐 射 


(8.6.42) 式 右 方 剩 下 的 部 分 [218 
率 . 按 (8.6.44) 式 


(1) = «ln). (8.6.45) 
当 激 光 器 工作 在 阐 区 以 上 而 且 处 于 稳 恒 状态 时 ,将 (8.5.12a) 式 代入 (8.6.44) 式 即 
得 


T= wn, +2k Vnio— FD. (8.6.46) 
于 是 (IT) = en 而 涨 落 项 为 
AT= 2k Vnio— FD. (8.6.47) 


为 了 计算 稳 恒 时 涨 落 谱 ,我 们 先 来 求 相关 函数 (AT(z)AT(0) >: 
(AT (ti)AT (0)) = 4x2n, Cp (1)0 (0)) -2« Vnsllp (1)F® (0)) 

+ (FV(z)po (OT + FV(E)FDY (0)), (8.6.48) 

上 式 右 方 第 一 项 Li(1) 对 AT 相关 函数 的 贡献 可 由 (8.6.16) 式 直接 给 出 ,其 值 为 
2 ne 十 nl2 —x(1-1/n)1tl 

Li(t)=« "(2 )e nel, (8.6.49) 
(8.6.48) 式 第 二 项 可 化 为 [利用 (8.6.3b) 式 ] 
Li(t)=-— 2x Vnl| BO) PY (0) DN de 


0  、 和 , 
+| (FC) FY) nds’)|, (8.6.50) 


其 中 Fo (z) 由 (8.6.2) 式 给 出 . 
利用 (8.5.16) 式 ,(8.3.26) 式 即 得 


(PO) FY (0)》= (Pe) FY (0)》= Fe Pe) PY (0) + este)FD (0)) 
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= (eA (2) PY (0) + tft ) FD (0)). 
再 将 上 式 中 的 FW 用 (8.6.43) 式 代入. 在 略 去 涨 落 小 量 后 , 41 和 4 可 分 别 用 V 元 e™* 代 入 ,于 
是 得 
Fe (et Vm) P(e FO)) + Fer (et Vm) Fe) FO) ~ 1 nede’). 
再 看 (8.6.50) 式 右 方 第 二 项 中 的 (FD (4) 人 9 (2 )), 仿 此 可 得 出 
(EOF) = FVD EG) + AV PE)) ~ Vand -£7). 
将 以 上 两 式 代 回 (8.6.50) 式 中 即 可 看 出 , 当 上 >0 时 ,只 有 第 一 个 积分 不 为 零 ,而 当 上 <0 时 只 有 
第 二 个 积分 不 为 零 . 于 是 即 可 得 出 Ly (z) ,结果 见 下 面 的 (8.6.51) 式 . 
如 上 计算 出 的 结果 为 
Li(t) =— rine Vn. (8.6.51) 
最 后 来 看 (8.6.48) 式 右 方 第 三 项 .按照 (8.2.39a) 式 的 处 理 了 ,结果 即 为 
La(t) = (FO() FY(0)) = (at(t — Oa (~ OF (FO) = wn,d(s). 
(8.6.52) 
总 起 来 得 


(H) 
CAT (1)AT (0)》= rn, nm + 1 — WN2 in + kn,(1). (8.6.53) 


7 一 
于 是 AT 的 功率 谱 即 可 求 出 ,其 值 为 


二 (n+1) -1 


十 kn.. 
0 + 一 7 
如 果 m1( 例 如 7=1.01, 这 里 n, 仍 将 比 阔 值 处 光子 数 大 二 个 量 级 ) , 则 上 式 可 以 
近似 成 


P(Q)= kn, (8.6.54a) 


(HI) 十 
PLD) 一 A7 ngm 十 7 十 kn,. (8.6.54b) 


; (2+ pk (7 —1 

上 两 式 表 明 在 我 们 所 考虑 的 情况 下 ( 浸 渐 近似 条 件 成 立 ) ,AT 的 功率 谱 为 0? 的 单 
(H) ~、 

调 下降 函 数 , P(0) 值 为 jen i + gn,, 当 ysz1 时 ,其 中 第 一 项 (由 A 贡献 

的 ) 要 比 第 二 项 (由 散 粒 噪音 贡献 的 ) 大 得 多 .另外 ,我 们 还 看 到 ,Li (上 ) 和 上 工 (1z) 


Wh 1 人 
中 的 相关 时 间 < 了 二]7] 都 随 着 7 的 增加 而 减少 ,但 始终 比 1/e 要 大 ， 


@ 或 简单 地 在 略 去 小 涨 落 量 后 将 a 和 at 分 别 用 Vn.e™* 代 入 , 亦 可 得 出 (8.6.52) 式 最 后 
的 结果 . 
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最 后 ,我们 列 出 输出 流 相关 函数 的 一 般 公式 0: 
(T(z)1 (0)) = pn,d(t) + rg (z), (8.6.55) 
其 中 的 g”(z) 定 义 为 
人 (z)a (0)》, 当 上 > 0 时 ， 
g (1) = 


和 和 和 和 (8.6.56) 
(ai(t)a'(0)a (0)a (:)), 当 zt 过 0 时 ， 
a 和 at 为 腔 内 场 的 算 符 . 
我 们 看 一 个 简单 的 情况 , 即 腔 内 光 场 处 于 相干 态 . 这 时 g 中 (1)= (a”a)?. 由 
《I(t))=xk(a* a) 三 1, 故 有 kg*(z)= 了 .于 是 (8.6.55) 式 可 化 为 
(AT (站 AT (0)) = pn.8(t), AT (zt)=1()-1, (8.6.57) 
对 应 于 输出 流 的 涨 落 谱 为 白 谱 , 即 其 噪音 为 单纯 的 散 粒 噪音 .实验 工作 者 常 按 此 来 
判断 腔 内 单 模 光 场 是 否 为 相干 态 . 
值得 注意 的 是 g2 (2 定义 中 算 符 排列 的 顺序 .首先 ,所 有 的 吸收 算 符 都 排 在 
发 射 算 符 的 右边 . 吸收 算 符 又 按 编 时 顺序 排列 ,发射 算 符 则 按 反 编 时 编列 (注意 在 
非 自 由 场 情况 a(1) 与 a(0) 是 不 能 对 易 的 .a1(z) 与 at(0) 当 然 也 不 能 对 易 ). 吸收 
和 发 射 算 符 的 上 述 排列 特 称 为 “正规 - 编 时 ”排列 .在 物理 意义 上 ,g2) (z) 与 腔 内 场 
的 强度 相关 函数 成 正比 (参见 $7.2). 关 于 光子 数 涨 落 与 强度 涨 落 的 关系 ,我 们 已 
在 $7.3 讨论 过 ,参见 (7.3.25) 式 的 下 文 .本 节 还 给 出 了 输出 流 1 与 腔 内 光子 数 
的 关系 , 见 (8.6.44) 式 . 


$8.7 原子 束 流 与 腔 内 场 的 作用 Scully-Lamb 的 激光 模型 


激光 的 全 量子 理论 是 在 20 世纪 60 年 代 由 Haken,Lamb 及 贝尔 实验 室 (Lax， 
Louisell) 三 个 学 群 分 别 建立 起 来 的 . Haken 学 群 和 贝尔 实验 室 学 群 采 用 的 是 明之 
万 方程 和 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 的 处 理 方法 ,而 Lamb 学 群 则 是 求解 激光 模 的 密度 算 
符 主 方程 . 

在 本 节 中 我 们 将 介绍 Lamb 学 群 的 理论 研究 ,其 模型 是 :通过 不 断 注 入 处 在 激 
发 态 的 二 能 级 原子 来 激励 单 模 腔 场 以 生成 激光 . 理论 处 理 采用 作用 图 象 中 的 主 方 
程 . 


1. 简单 化 的 腔 内 场 主 方程 
按 上 面 的 说 明 , 设 注 人 的 二 能 级 原子 都 处 在 激发 态 ( 即 上 能 级 ) .我 们 先 来 考察 


@ ”参见 McCumber, Phys. Rev.141,306,(1966) ,Smirnov and Sokolov, Sov. Phys. JETP, 
43,1095(1976). 
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一 个 简单 情况 , 即 所 有 原子 都 具有 同样 的 速度 , 它 
们 飞越 腔 的 时 间 为 相同 的 值 .另外 ,我 们 还 假定 
原子 与 腔 模 共 振 ( 原 子 的 跃迁 频率 与 单 模 腔 场 的 频 
”| ”，” 率 相 同 ), 并 设 原子 是 逐个 地 与 腔 场 相互 作用 的 , 即 
腔 内 不 会 同时 有 两 个 原子 . 
下 面 来 考虑 某 个 注入 腔 内 的 原子 与 光 场 的 作 
用 . 
图 8.7.1 通过 注入 激发 态 原 子 如 前 所 述 , 取 作 用 图 象 ,并 对 原子 与 场 的 耦合 
来 产生 腔 内 激光 场 作 旋 波 近似 .在 原子 与 腔 模 共振 的 情况 下 ,作用 图 
象 中 瑟 。 亦 与 二 无 关 . 
H,, = jg(a ,+ato )， (8.7.1) 
其 中 g 取 为 实数 [对 单 模 场 总 可 选择 原子 波 函 数 的 相位 来 实现 ,参见 (3.1.50) 第 
一 式 ] .在 原子 刚 注入 时 ,原子 加 光 场 总 体 的 密度 算 符 为 


pr = p61 2)(21, (8.7.2) 
其 中 |2) 为 原子 在 上 能 级 的 状态 矢量 . o 为 光 场 的 密度 算 符 , 设 为 
p= dp | m) ln |, (8.7.3) 


1m 和 《nn | 为 光子 数 本 征 态 . 
在 gr 过 1 的 情况 下 (如 前 所 指出 的 ,zc 为 原子 在 腔 内 的 时 间 ), 作 用 图 象 中 的 
演化 算 符 可 以 近似 成 (到 二 级 微 扰 ) 
U (Tt)=1— ig(a Gg.+ atg_)z 一 Fg (2 g++ ata_)272， (8.7.4) 
利用 
o2=0, co2=0, oo =12)(21， 6 6,.=|11)(1|, (8.7.5) 
即 可 将 (8.7.4) 式 化 为 
U (z) 一 1-igr(a ac go,+at 0- ) -#8 r2(at a | 1)(1 I+aat | 2) (2 | ). 
(8.7.6) 
当 一 个 原子 飞越 后 , or 的 改变 即 为 
Aor = U(r)orgt(r) -or =- igr[atp| 1)(21- 6 412)(11] 
+ gr |atp al1)(11- 方 4 41p12)(2 一 9 44112)(2 | 
(8.7.7) 
对 原子 目 由 度 求 迹 后 ,上 式 右 方 第 一 项 为 零 ( 这 是 要 取 到 二 级 微 扰 的 原因 ) ,于 是 得 
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八 人 和 人， 人 和 八 入 入 


Apr = F387 [241p a 2010- pa 41] = 4 o. (8.7.8) 


%u 代表 作用 在 po 上 的 超 算 符 , 其 作用 如 上 式 所 定义 .车 将 (8.7.3) 式 代入 ,还 可 将 
上 式 化 为 


Nop = gr yl MNOm-1,n-1 一 (mm 十 7 +T2)ow] 7 )《 7 。 


(8.7.9) 
当 上 式 右 方 p 的 矩阵 元 的 脚 标 有 一 个 为 负 值 时 ,该 矩阵 元 应 即 取 为 零 
当 原子 注入 率 ( 即 单位 时 间 内 平均 注入 的 原子 数 ) 为 ~ 时 ,2 的 变化 率 即 为 
£6 = x, Up = Fg rr [241p a-aaip- paat], (8.7.10) 
此 -6 通常 称 为 粗 粒 式 变化 率 .上 式 用 8 的 矩阵 元 表示 时 ,结果 即 为 


Pom = Fg rr [2 mip — (m+ nt2)pm]. (8.7.11) 


如 果 注 入 的 原子 不 是 处 在 上 能 级 而 是 处 在 下 能 级 , 则 通过 类 似 的 推导 可 以 得 
出 ( 设 原子 注入 率 为 x,) 
= Fg rr [2 pat -012 po- o aia]. (8.7.12) 
我 们 看 到 (8.7.10) 和 (8.7.12) 式 分 别 与 (6.5.4) 式 中 的 前 后 两 项 具有 相同 的 
形式 .在 (6.5.4) 式 中 除了 热 光 引起 的 腔 场 耗 散 和 激励 (正比 于 nz 的 部 分 ) 以 外 ， 
还 包括 无 热 光 即 n+ = 0 时 腔 场 移出 所 引起 的 耗 散 . 在 我 们 这 里 也 会 有 这 一 耗 散 
项 .在 只 注 和 人 处 于 上 能 级 的 原子 的 情况 下 ,考虑 了 腔 场 锡 出 的 方程 就 化 为 
£6 = F382 rr, [L221 a—aatip- poaat]+ (2a 0Oat-atao-oata)， 
(8.7.13) 
它 就 是 我 们 所 请 的 简单 化 的 腔 内 场 的 主 方程 . 
(8.7.10) 式 实际 上 存在 一 个 疑问 .可 以 想到 , 腔 内 场 的 涨 落 应 与 原子 注入 的 涨 
落 有关. 既然 腔 场 的 全 部 信息 都 包括 在 o 之 中 , o 所 满足 的 方程 应 与 注 人 原子 的 统 
计 性 有 关系 .那么 (8.7.10) 式 究竟 对 应 于 怎样 的 原子 注入 的 统计 性 呢 ? 1984 年 
Golubev 和 Sokolov 指出 中 ,把 粗 粒 式 变化 率 当 作 瞬 时 变化 率 是 有 条 件 的 ,只 当 原 子 
的 注入 具有 泊 松 统计 性 时 (8.7.10) 式 才 成 立 ,具体 说 明 如 下 . 
当 在 1 一 to 时 间 内 只 有 一 个 原子 注入 时 ,按照 (8.7.8) 式 ,将 使 光 场 密度 算 符 


中 ”Golubev and Sokolov, Sov. Phys. JETP 60,234(1984) 
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从 o(to) 变 到 (1+ 钢 )o(zo). 因 此 若 注 入 的 原子 数 为 有 ,就 将 使 o(z ) 变 到 (1+ 
和 h )*o (zo). 当 上 的 值 具有 统计 分 布 P(k), 下 一 步 应 将 它 按 P(&) 作 平均 .在 泊 松 
统计 的 情况 下 ， 

P(k) = ee) rt 下] (8.7.14) 
于 是 即 得 


p (2)= SPO + Wp (1) = De 二 [rst to)(1+ 人)]p (a0) 


一 ea lt0) Yo 0 (£0 ). (8.7.15a) 
这 样 才能 通过 对 上 的 微 商 得 出 (8.7.10) 式 即 


£6 (1) = ,hp (2). (8.7.15b) 
如 果 原 子 注 和 人 具有 其 他 的 统计 性 ,例如 的 取 值 是 某 个 确定 的 值 (规则 注入 ) 
时 ,7。 =- 一 一 ,P(t) 就 将 为 
(1 二 全 )* = (I+ 入) = et ), 
这 时 po 的 (注入 ) 改 变 率 即 为 
p= rln(1+)p . (8.7.16) 


Golubev 和 Sokolov 利用 这 一 结 采 ,再 补 上 原子 从 激光 能 级 上 的 衰变 项 和 光子 从 腔 
逸 出 所 寻 致 的 耗 散 项 ,就 得 出 消除 了 抽 运 噪音 (规则 注入 ) 的 激光 场 主 方程 .我 们 将 
在 附录 工 中 对 该 方程 进行 讨论 和 研究 .这 里 仍 回 到 (8.7.13) 式 .以 上 讨论 只 是 为 说 
明 该 式 适 用 的 条 件 . 

对 于 (8.7.10) 和 (8.7.12) 式 ,还 有 一 个 问题 值得 讨论 .前 已 指出 它们 与 马尔 可 夫 近 似 下 的 
主 方程 (6.5.4) 具 有 相同 的 形式 .(6.5.4) 式 处 理 的 是 热 光 驱动 下 的 单 模 腔 场 ,而 本 节 的 情况 则 
是 激发 态 原 子 束 驱动 的 单 模 腔 场 . 热 光 是 具有 广 谱 的 库 ,而 这 里 的 各 个 原子 具有 近 单 色 的 频率 ， 
为 何方 程 的 形式 相似 ? 对 于 这 个 问题 可 以 这 样 来 理解 :原子 与 光 场 作用 时 间 短 (gr<< 1), 从 而 
等 效 于 较 大 的 频 宽 .另外 ,与 光 场 相 作 用 的 原子 又 不 断 更 新 ,使 原子 束 像 一 个 状态 迅速 恢复 的 
库 .这 两 个 因素 合 在 一 起 就 使 得 上 述 原子 束 流 的 作用 效果 与 热 光 相似 . 


2. 简单 化 的 主 方程 的 问题 ,具有 饱和 机 制 的 主 方程 


腔 内 光子 数 的 分 布 概率 P(n ) 也 就 是 ou .由 简单 化 的 主 方程 (8.7.13)( 并 利 
用 (8.7.10) 式 ) 即 得 


PAIp 1n) = (nlp) 1 a) +2 1 ap aln) 
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—《n | n o (t) | n)—《n| DO (t)nl n)]. 
上 式 右 方 第 一 项 的 值 可 从 (8.7.11) 式 右 方 得 出 ( 取 m = n), 上 式 右 方 第 二 项 亦 可 
通过 类 似 的 计算 得 出 .于 是 上 述 方程 就 化 为 
Spm (2) = REnp,1a1(t) ~ (n +1)p(t)] 


— kL nom(t) — (n+1)prnr(t)], (8.7.17) 

其 中 
R= gr Yy,. 
可 称 为 原子 束 对 单 模 腔 场 的 “自发 辐射 率 ” 中 
(8.7.17) 式 右 方 第 一 小 项 Rapo, 1 

代表 (由 于 原子 束 的 作用 ) 腔 场 从 n 一 1 个 光 
子 状 态 聊 迁 到 # 个 光子 状态 所 导致 的 pv 的 atom | 
增加 率 ,因而 与 ct-1 成 正比 .其 系数 可 分 
成 两 部 分 .其 中 的 R(n 一 1) 代 表 原 子 束 的 受 。 Rrpm | | Kn pm 
激 辐射 率 , 剩 下 的 尺 为 自发 辐射 率 . 右 方 第 


| K(nt+1) Dll 


n 


束 流 辐射 光子 逸 出 


二 小 项 中 的 RR(n +1)p 代 表 从 腔 场 从 nn 个 
图 8.7.2 束 流 辐射 和 光子 逸 出 导致 的 


的 减少 率 .同样 ,系数 R(n +1) 为 原子 束 受 
激 辐 射 率 与 自发 辐射 率 的 和 . 右 方 第 三 小 项 enpo, 代 表 由 于 光子 逸 出 腔 场 从 | nn) 态 
变 成 |n 一 0 态 所 导致 的 o。 的 减少 .第 四 小 项 <c(2+1)po,+ ri 代表 由 于 光子 逸 出 
腔 场 从 |n ++1) 态 变 成 |n) 所 导致 的 p, 的 增加 .以 上 四 个 过 程 如 图 8.7.2 所 示 , 它 
们 合 起 来 就 给 出 Op. 
细致 平衡 条 件 为 
R(n +1)pm = k(n + 1)prr,nil, 
Rnp, 1,n1 = Knpom. 
第 一 式 代表 |n) 与 |1n +1) 之 间 的 细致 平衡 ,第 二 式 代 表 |n 一 1) 与 1n) 之 间 的 细致 
平衡 ,这 两 式 实际 是 一 样 的 .于 是 稳 恒 的 条 件 是 


pm = prt (8.7.18) 


@ 单个 原子 的 自发 辐射 率 由 g2 r 标志 (这 里 的 * 相应 于 p.354 注 中 的 二 ) , 乘 上 该 原子 在 
腔 内 辐射 时 间 r, 再 乘 上 原子 的 注入 率 x , 即 可 称 为 原子 束 的 自发 辐射 率 . 
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当 站 <1 时 , 稳 恒 态 是 可 以 达到 的 ,这 时 


/EKYV 
Or 六] ou， 


其 中 oo 可 通过 归 一 化 条 件 来 确定 .由 此 得 出 


py, = (1 到 (对 ) (8.7.19) 
从 而 稳 恒 时 腔 内 光 场 为 混杂 光 场 ,其 平均 I 
(yl (8.7.20) 
ei 


再 看 站 >1 的 情况 .这 时 ,由 (8.7.18) 式 所 计算 出 的 pu 不 能 归 一 化 , 因 按 


本 7.18) 式 光子 数 ” 愈 大 ,其 相应 的 概率 ov 愈 大 .这 表明 稳 恒 解 不 再 存在 .出 现 
一 结 霖 的 原因 是 , 这 个 简单 化 的 主 方程 只 适用 于 光子 数 不 太 大 的 情况 
Cd 7 .29) 式 | ,其 中 没有 光子 数 饱和 的 机 制 .具有 饱和 机 制 的 主 方程 将 形 如 


d 加 7 十 工 
jiOm = R (T4270 1,n-1 -oo kl nom 一 (2 十 1)oi si]. 
(8.7.21 ) 
在 下 一 小 节 将 介绍 的 Scully-Lamb 主 方程 就 具有 (8.7.21) 式 的 形式 .这 里 只 给 出 
(8.7.21) 式 的 稳 恒 解 . 
现在 细致 平衡 条 件 已 改变 为 


一 全 Tr (8.7.22) 
此 式 表明 , 右 方 的 因子 六 在 大 于 1 时 (代表 阐 以 上 ) 是 使 得 p,,/p, -1,1 变 大 (与 1 


相 比 ), 而 因子 了 二 万 一 又 将 使 pa/p,-1.。-1 变 小 .从 而 使 oo 的 极 大 值 出 现在 某 个 


有 限 的 ns 处 ， 


no ~ (1 jn (8.7.23) 


在 上 式 中 我 们 用 了 符号 二 ,代表 wo 等 于 最 接近 | 共 - 1 jms 的 整数 
从 (8.7.22) 式 即 可 求 出 : 


_ /RngeY 1 
Onn = |( i (ra)te (8.7.24) 


第 八 章 “” 耗 散 与 涨 落 的 量子 朗 之 万 理论 简单 的 激光 系统 .395 . 
其 中 C 为 归 一 化 常数 .上 述 激光 光子 数 分 布 与 泊 松 分 布 的 比较 如 图 8.7.3 所 示 
( 引 目 Scully and Lamb, Phys. Rev. 159 ,208(1967 ) ) . 
pun Xx 10 


4 


(n—<n>)x 10 


-3  —2 一 | 0 1 2 3 


图 8.7.3 工 . 泊 松 分 布 五 . 立 以 上 20% 情 况 激光 光子 数 分 布 


再 来 看 ,二 <1 的 情况 ,这 时 按照 (8.7.22) 式 ,pw 为” 的 单调 递减 函数 .这 也 


可 以 从 解 (8.7.24) 式 看 出 .因为 


Nat 1 1 
(nt+ng)!l ns! 1+) 2 )…(1+ 宪 ， 


WN sat 


(8.7.25) 


sat sat 


它 和 [全 】 都 随 着 ”增加 而 减少 .ou 的 图 像 亦 形 如 图 8.4.4 左 方 的 曲线 

显然 ,由 (8.7.24) 式 给 出 的 光子 数 分 布 并 不 就 是 泊 松 分 布 (参见 图 8.7.3). 只 
当 六 工时 才 近 似 等 于 泊 松 分 布 ,这 时 ns 要 比 wu 大 很 多 [参见 (8.7.44) 式 ]. 通 
常 的 气体 激光 器 并 不 是 工作 在 这 种 情况 ， 

(8.7.23) 式 只 当中 >1 才 成 立 .如 果 尽 <1, 按 该 式 计算 的 nw 为 负 值 ,因此 失 


去 意义 .这 时 p, 的 最 大 值 即 为 n=0 点 如 图 8.4.4 所 示 . 因 此 ,可 以 定义 RR 的 立 值 
为 

R= k. (8.7.26) 
当 R>R. 并 离开 R. 有 一 定 的 距离 . 即 在 “ 阐 区 ”以 上 时 ,所 产生 的 光 场 才 是 激光 . 


3. Scully-Lamb 的 激光 主 方程 


在 Scully-Lamb 的 激光 理论 模型 中 ,原子 不 是 以 确定 速度 飞越 腔 , 而 是 进入 腔 
后 就 停留 在 腔 内 ,而 且 无 论 原子 是 处 在 上 能 级 还 是 下 能 级 都 会 事变 到 其 他 能 级 .在 
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衰变 到 其 他 能 级 之 后 就 停止 了 与 激光 模 的 作用 . 这 样 原子 与 激光 模 的 相互 作用 时 
间 将 由 上 述 衰 变 所 决定 ,成 为 一 个 随机 值 . 当然 ,为 维持 激光 器 的 运转 , 仍 需 不 
断 注 入 上 能 级 的 原子 . 

为 简单 计 ,Scully 和 Lamb 设 上 、 下 两 能 级 的 衰变 率 是 相同 的 ,其 平均 寿命 用 
ro 表示 ,并 且 按 维 格 纳 - 韦 斯 科普 夫 定 律 ,假设 < 的 归 一 化 分 布 为 


P(r) = 二 ea (8.7.27) 


他 们 还 假定 原子 是 逐个 地 与 腔 场 相 作 用 ,入 射 进来 的 原子 处 于 上 能 级 . 它 通过 发 射 
腔 模 光 子 而 跃迁 到 下 能 级 ,再 吸收 光子 回 到 上 能 级 ,如 此 等 等 , 即 在 上 下 两 能 级 之 
间作 拉 比 振荡 ,直到 衰变 出 局 .如 果 作 用 时 间 为 r, 则 (8.7.9) 式 中 的 % 将 修改 成 
Nd 


(NU 0 ) 。， = sin( gr Vm )sin( gr Vn ) p11 
+ [cos(gr Vm +1)cos(gr Vn +1)—1]po,,. (8.7.28) 


我 们 看 到 ,只 当 gr Vm 和 gr Vn 都 比 1 小 得 多 时 ,上 式 才 化 到 (8.7.11) 式 . 下面 先 
用 小 号 字 来 简要 地 说 明 上 式 的 推导 ,然后 再 将 (8.7.28) 式 按 (8.7.27) 式 所 给 出 的 
p(t) 作 平均 . 

推导 过 程 其 实 与 $6.2 节 相 似 , 只 是 这 里 初 态 原子 是 在 上 能 级 .我 们 先 来 考虑 原子 与 光 场 
的 基本 作用 过 程 : 初 态 中 光子 处 于 数 态 |m ,原子 处 于 上 能 级 |2》. 设 相互 作用 到 z 时 刻 时 原子 
加 单 模 光 场 的 总 体 状 态 为 |z77， 


| rT = a(t) 12) 1 m+6(t)11)1 m+1). (8.7.29) 
由 于 

Hs 12) 1 m) = ig Vm+tll1) 1 m+1), 

Ha ll)lm+1)= fe Vm+l|2) 1m), (8.7.30) 
故 即 得 


alt) = ig Vm rib(s), 
(8.7.31) 
-6 (1) =—-igvm+1a(t). 
由 此 及 初 条 件 (a(0)=1,5(0)=0) 解 出 
at) = cos(gt Vm + 1), b(t) =—isin(gt Vm + 1). (8.7.32) 
当 作 用 时 间 为 + 时 ,总 体 状 态 即 变 成 
| tr =cos(grVm +1)12 1 m) -isin(gr Vm+1)11)| m+1). (8.7.33) 
这 就 是 我 们 所 需要 的 基本 人 解 .一 般 情况 下 , 光 场 的 初始 态 由 密度 > om | m)《n | 表示 .于 是 “ 光 
场 加 入 射 原子 ” 总 体 的 初 态 为 
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or(0) = 2pm 12) | m) (nt (21. 
将 上 面 求 出 的 结果 分 别 应 应 用 到 初 态 为 12) |m) 和 |2)1n) 的 情况 ， 即 可 得 出 在 上 述 初 态 下 的 
or(r): 
or(r) 一 > ,om [cos( gr Vm +1)12 1m) -isin(gr Vm +1)11)| m+1)] 
x [cos(gr Vn+1)(21 (n 1+isin(gr Vn +1)(l11 (n+11]. (8.7.34) 
在 对 原子 自由 度 求 迹 后 ,得 出 的 光 场 的 密度 算 符 为 
0 (Tt) = > ,om Leos(gr Vm +1)cos(gr vnt+1)| m)ln | 
+sin(gr Vm + 1)sin(gr Vn+1)|lm+1)n+l1 1],， (8.7.35) 
并 可 改写 成 
po (zr) = Dy [pmncos(gr Vm + 1)cos(gr Vn +1) 
十 ol isin(grVzza )sin( gr Vn )] | mnl. (8.7.36) 
包 0 等 于 b(t) - 2(0) ,于 是 即 得 出 (8.7.28) 式 .推导 完毕 . 
对 于 m = 的 情况 ,从 (8.7.28) 式 即 得 出 
(和 o)，= sinm (gr Yn)p, nt — sin(grV n+l)pm. (8.7.37) 


当 (8.7.28) 和 (8.7.37) 式 中 的 r 是 一 个 随机 数 ,其 概率 分 布 如 (8.7.27) 式 所 
示 时 ,我 们 要 将 (8.7.37) 式 对 r 作 平 均 .将 该 式 中 的 三 角 函 数 用 指数 函数 表示 后 
即 可 求 出 


2) [hd 一 | n _ ntl | 
(Wp) =| dz 元 e (Wom = 28 TF Trln t/a 


(8.7.38) 
其 中 
1 
na = A (8.7.39) 
与 (8.4.5) 式 中 的 ns. 相 比 ,就 只 是 将 yys 换 成 了 去 ,而 志 -也 就 是 原子 上 下 能 级 的 
误 率 . 


(8.7.38) 式 代表 一 个 人 射 的 上 能 级 原子 平均 起 来 所 引起 的 腔 场 ov 的 改变 .将 
它 乘 上  , 即 得 出 o。 的 粗 粒 式 变化 率 ,其 结果 即 由 (8.7.21) 式 第 一 项 所 示 . 其 中 
R= 2r, 9g” ti. (8.7.40) 
加 上 阻尼 项 后 即 得 出 Scully-Lamb 的 激光 主 方 程 (8.7.21). 
益 条 件 (8.7.26) 式 也 可 表示 为 
r, > 7 ， (8.7.41) 
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其 中 


re) > (8.7.42) 


~ 2g 
由 于 此 处 的 ~ 相当 于 朗 之 万 方程 中 的 NA ,而 z 相当 于 其 中 的 二 -[ 见 (8.7.39) 
式 下 ], 于 是 (8.7.41) 式 也 就 相当 于 朗 之 万 方程 中 的 


KYY3 
Np > 2g9° 》 
亦 即 
n>1. (8.7.43) 


上 式 中 的 9 为 朗 之 万 理论 中 的 参数 即 2>8s- .根据 (8.7.42) 式 下 面 所 述 的 对 应 关 


系 ,7 也 与 二 相对 应 .这 样 (8.7.23) 式 也 就 对 应 于 


Nmax = (7 — 1)ns, (8.7.44) 
从 而 nw 也 就 与 朗 之 万 方程 中 的 (n》, 相对 应 ,参见 (8.4.7) 式 . 
以 上 由 Scully-Lamb 主 方程 所 计算 的 结果 与 前 几 节 从 朗 之 万 方程 得 的 结果 是 
一 致 的 .另外 ,由 于 《E(z)) 可 用 p, ,21(z) 表 示 出 来 . 故 在 求 出 o, , ,1(z) 后 就 能 计 
算出 腔 场 的 谱 线 宽度 . 
Scully-Lamb 主 方程 方法 的 优点 是 ,计算 起 来 比较 容易 ,在 求 出 光子 分 布 后 即 
可 求 出 平均 光子 数 和 方差 ,而 且 不 需 作 半 经 典 近 似 和 小 涨 落 近 似 . 至 于 朗 之 万 方程 
方法 的 优点 则 是 , 它 通过 与 经 典 布朗 粒子 运动 的 联系 而 给 出 直观 的 图 像 ,如 光 场 相 
位 的 漂移 如 同 布朗 振子 沿 势 谷 周 向 的 扩散 ,而 “振子 ” 势 函 数 对 “位 移 ” 的 依赖 关系 
又 与 庆 道 二 级 相 变 理论 中 自由 能 对 序 参数 的 依赖 关系 相似 . 从 而 间接 地 表明 光 场 
中 的 相干 成 分 与 “有 序 参 量 ” 的 等 当 性 .另外 ,在 海 森 伯 图 象 中 来 表示 相关 函数 也 比 
较 直 接 了 当 . 
最 后 ,让 我 们 回顾 一 下 ,在 上 面 推 导 中 拉 比 振荡 如 何 导致 了 光子 数 的 饱和 . 为 此 来 看 


(8.7.37) 式 中 考虑 了 拉 比 振荡 的 (p11 的 ) 系 数 sinz (gr Vni) 随 的 变化 .在 光子 数 小 时 
(< 二 二 ) 它 可 近 侯 成 gn, 此 系数 随 着 而 线性 地 增长 , 亦 即 原来 ( 包 5 ) ,中 第 一 项 的 情 
况 [ 见 (8.7.9) 式 ]. 而 si? (gr Vn) 在 n 达到 c/4g?r? 时 增长 就 停止 ,继而 减 小 , 降 到 零 后 又 上 
升 ,形成 在 1 与 0 之 间 的 周而复始 的 升降 . 当 作用 时 间 r 有 一 个 分 布 时 ,在 对 * 平均 后 ,其 值 除 


了 在 7 坊 nw 阶 段 [nw 值 见 (8.7.39) 式 ,相当 于 朗 之 万 理论 中 的 4 ] 仍 明显 地 随 nn 增长 以 外 ,此 
后 的 平均 值 就 趋 于 1/2. 此 值 正好 就 是 nS> nw 时 ,具有 饱和 机 制 的 (8.7.38) 式 中 op，, ,1 的 系 


第 八 章 ” 耗 散 与 涨 落 的 量子 朗 之 万 理论 ”简单 的 激光 系统 . 3995 . 


数 .(8.7.37) 式 中 ou 的 系数 的 情况 也 一 样 ,不 再 重复 讨论 . 

由 此 可 见 ,ns 具有 上 述 临 界 值 的 意义 就 是 因为 当 n<ns 时 ,在 “平均 作用 时 间 ”zo 以 内 ( 即 
0<r<ro),grvz 总 是 小 于 mx2, 即 si (grVn) 总 是 处 在 随 nn 增 大 而 增长 的 区 域 以 内 . 当 ”达到 
na 时 , gro V 7 达到 也 ,sin (gto Yn ) 也 就 达到 了 它 的 第 一 个 最 大 值 . ”再 大 ,sin (gro Vn ) 就 
开始 减 小 ,并 进入 振荡 .这 就 使 得 n, 具 有 了 临界 值 的 意义 . 

前 面 已 经 指出 , 当 n 比 nw 大 得 多 时 ,sin (grvz) 在 0< rz 过 ro 的 时 间 内 已 在 0 与 1 之 间 经 
历 了 多 次 上 升 与 下 降 , 从 而 使 其 平均 值 趋 近 于 1/2. 


4. 关于 激光 噪音 的 小 结 


我 们 看 到 ,激光 的 噪音 除了 光 的 量子 性 和 原子 -光子 相互 作用 的 随机 性 这 一 本 
原 性 原因 外 ( 8$ 5.6 中 的 讨论 表明 ,即使 电流 为 确定 的 C 数 函数 . 它 所 产生 的 光 场 
亦 具 有 了 噪音 :光子 数 具 有 泊 松 分 布 ) ,还 有 三 个 噪音 源 : 

(1) 原子 抽 运 噪音 ”在 量子 朗 之 万 理论 中 ,此 噪音 对 应 于 (8.2.54) 第 三 式 Np 
项 的 涨 落 力 [参见 (8.2.56c) 式 中 Gs 内 第 二 项 和 (8.2.56a) 式 中 G， 内 售 p 的 
项 ], 在 $8.7 原子 束 流 抽 运 理论 中 它 对 应 于 注入 原子 数 有 一 统计 分 布 [参见 
(8.7.14) 式 |. 

(2) 原子 阻尼 噪音 ， 在 量子 朗 之 万 理论 中 为 “- 和 > 和 一 7.” 所 对 应 的 涨 
落 力 .在 $ 8.7 原子 束 流 抽 运 理论 中 ,对 应 于 原子 从 产生 激光 的 能 级 随机 地 衰减 到 
其 他 能 级 [参见 (8.7.27) 式 ]. 

(3) 光子 从 腔 内 逸 出 的 随机 性 ”在 激光 生成 中 ,也 存在 约束 噪音 的 机 制 .从 量 
子 朗 之 万 理论 来 看 ,在 阔 值 以 上 ,原子 反 转 数 3 的 增长 将 驱使 光子 数 增长 ,而 光 
子 数 的 增长 又 将 导致 反 转 数 3。 的 减少 [参见 (8.4.2) 式 ] ,结果 不 仅 导 致 光子 数 的 
饱和 ,也 对 光子 数 的 涨 落 起 了 抑制 作用 .在 图 8.4.1 中 体现 在 环形 谷 对 位 移 |a | 的 


限制 . 从 原子 束 流 抽 运 理论 来 看 ,“ 阐 值 以 上 "表现 为 (8.7.22) 式 中 的 因子 个 >1, 它 


驱使 p/p,-1.。! 变 大 (与 1 相 比 ), 而 因子 了 7 一 则 驱使 oo/o, -iv。; 减 小 (此 因 


子 来源 于 光子 数 增加 时 ,原子 在 上 下 能 级 间 的 拉 比 振 落 加 快 ,导致 平均 反 转 数 的 减 
少 ) ,从 而 光子 数 的 散布 (也 就 是 噪音 ) 受 到 限制 . 


附 有 
A ， 耗 散 介质 中 爱 因 斯 坦 A 系数 的 修正 和 谱 线 的 附加 宽度 


1 . 原子 的 自发 辐射 是 原子 与 光 场 相互 作用 的 结果 ,因而 自发 辑 射 系数 即 ( 爱 因 
斯 坦 A 系数 ) 应 当 看 作 是 “原子 - 光 场 "总 体 的 特征 函数 . 当 原 子 处 于 不 同 的 环境 中 
时 ,由 于 光 场 的 分 布 和 演化 会 改变 ,自发 辐射 系数 的 值 将 有 所 不 同 .在 此 附录 中 我 
们 将 讨论 原子 处 于 耗 散 介质 中 时 其 自发 辐射 系数 的 修正 .其 中 的 原子 加 上 光 场 作 
为 一 个 开放 的 系统 ,而 耗 散 介质 则 作为 与 它们 相 作用 的 库 . 

耗 散 介质 中 的 光 场 仍 可 用 平面 波 来 展开 ,每 个 模 由 波 和 天 大 和 偏振 s 来 标志 ,只 
是 展开 系数 为 t 的 函数 .在 量子 化 以 前 ,此 展 式 即 为 


Ar(x,t) = > 人 es [ aw (te + ax(t)e ** i ]. (A.1) 
ks 


在 介质 的 介 电 常数 与 1 的 差别 可 忽略 的 情况 下 ,上 式 中 的 w 即 等 于 kc. 介 质 的 耗 
散 表 现在 没有 辐射 源 的 情况 下 ,a 和 a 为 t 的 衰减 函数 .它们 的 变化 方程 为 


os(D =— 和 on(t), (0D =- 和 k(t), (A.2) 
« 称 为 该 模 的 衰减 常数 ,一 般 是 w 的 函数 .这 是 我 们 要 将 Ar (x,t) 按 具有 确定 频 
率 的 波 来 展开 的 原因 . 


以 上 看 的 是 光 场 与 耗 散 介质 作用 的 情况 . 再 来 看 介质 中 的 原子 .由 于 在 介质 中 
受到 碰撞 ,原子 的 布 居 数 将 有 变化 ,因此 介质 对 于 原子 也 构成 一 个 库 . 

为 简单 起 见 , 在 此 附录 中 只 考察 二 能 级 原子 的 情况 (在 文献 [2] 中 讨论 过 三 
能 级 的 原子 ) ,我 们 假设 稳 恒 时 原子 上 下 能 级 布 居 数 之 差 为 cg .在 量子 化 以 后 二 
能 级 原子 与 光 场 的 作用 可 通过 算 符 c, 和 c_ (参见 $6.1) 与 各 个 模 的 算 符 ak 和 
xf 的 耦合 来 表示 .相互 作用 哈密 顿 量 为 

厂 ,， = kD) (guo ak + gao ak). (A.3) 


与 光 场 算 符 a 、at, 一 样 ,我 们 从 海 森 伯 算 符 c, 和 o_ 亦 分 出 自由 振动 因子 e**07. 
这 样 在 耗 散 介质 中 运动 方程 可 表示 为 (形式 上 与 (8.3.1) 式 相似 ) 


@ ”对 这 一 问题 的 研究 是 引发 于 Suckewer 等 关于 等 离子 体 中 自发 辐射 系数 的 实验 ( 见 参 考 
文献 [1]). 
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Salle) =— Fak(t) +igsor (te + FL(E) (A.4a) 
24 (£) =— 0, (1) ~iD gs os (2) a (ee + P, (1) “A.4b) 
ks 


03(t) =— yos(t) — of] +2D) igiak(t)o. (We +h.c.] + T(z) 
ks 


(A.4c) 
03 代表 布 居 数 反 转 算 符 . (A.4a) , (A.4b) 和 (A.4c) 等 式 也 是 另 一 种 作用 图 象 中 的 
方程 ,因为 其 中 各 算 符 的 变化 完全 是 由 于 相互 作用 造成 的 .但 它 不 是 通常 所 说 的 相 
互 作用 图 象 ,通常 的 相互 作用 图 象 是 在 薛 定 兽 图 象 的 基础 上 ,从 状态 矢量 中 分 出 自 
由 振动 因子 而 得 出 的 ,而 这 里 是 在 海 森 伯 图 象 的 基础 上 ,从 算 符 中 分 出 自由 振动 因 
子 而 得 出 的 .如 上 面 所 指出 ,这 一 图 象 中 的 方程 我 们 在 § 8.3 中 已 经 用 过 . 


上 能 级 的 布 居 数 请, 等 于 方 (2 + 1) ,于 是 上 能 级 布 居 数 的 减少 率 为 


~ ENR) = [Nt) — Nn] — Silgial(t)o. (em -hhc]- 名 CD) 


(A.5) 
Nw 即 为 自发 辐射 终结 时 上 能 级 布 居 数 的 平均 值 , 它 与 介质 的 温度 有 关 . 

(A.5) 式 右 方 第 一 项 和 第 三 项 分 别 代 表 耗 散 和 涨 落 所 导致 的 上 能 级 布 居 数 减 
少 率 .第 二 项 为 原子 与 光 场 作用 项 的 贡献 ,因而 也 就 是 自发 辐射 所 导致 的 N, 的 减 
少 率 ,我 们 将 称 它 为 “原子 自发 辐射 率 " 算 符 并 用 T(z) 表 示 呈 ， 


Tr(t) =—iS [grat(t)o (te 0 — h.c.]. (A.6) 
从 (A.4a) 式 可 以 解 出 al.(z) 的 积分 表达 式 


八 t A ) 四 ,1 _ / 
al. (1)= ige| 2， (t )e i “0 2 dz 
t A , _KR/, v , 八 _ 
+| Ft (ze 和 edz + at (0)e 全 (A.7) 
0 


代入 (A.6) 式 后 即 得 
Ta(zt) = TO(z) + 1 (2) + 78(z), 


其 中 
TW (4) 一 > [gk "| Gg, (ta (te 0G qe’ + h.c. (A.8a) 
ks 0 


1®(z) = 一 1 入 (大 )5 (te ors Od’ +h.c. (A.8gb) 
ks 0 
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I® (zt) =-iS gal (0)o. (t)el 0 + h.c. (A. 8c) 
在 $6.1 中 ,我 们 曾 给 出 在 马尔 可 夫 近 似 下 ,有 
>，1Sg8kl2eie eol) ~ (ys + 2i8w0)6(t -1),t—-t 0. 
此 式 在 物理 学 中 叉 称 为 维 格 纳 - 韦 斯 科普 夫 近 似 ,参见 (6.1.17)、(6. 1.28)、 
(6.1.33) 等 式 .于 是 ,同样 在 马尔 可 夫 近 似 下 ,这 里 可 设 
S) lgwl2e ee 2 = (ys +2idw0 H(t 1),t-t 20. (A.9) 
代入 (A.8a) 式 后 并 对 z 积分 即 得 出 (注意 z 的 积分 上 限 正好 为 1 ,于 是 5(t 一 +) 的 
积分 结果 为 广 ) 
TO(t) = ya (ti)o (1) = YAN,(z) (A. 10a) 
取 期 望 值 后 即 为 
(TO (2)) = ya (NN, (1)). (A. 10b) 
关于 % 的 值 参见 (A.32) 式 . 
为 了 推导 (T@ (z)) ,我 们 先 从 (A.4b) 求 出 a ,(z) 的 积分 表达 式 
go, (1)=-— 2i| ee Data t,o (re er dr + | se T(r)dr + ao, (0)e™. 


(A.11) 
对 上 式 取 厄 米 共 思 e 后 再 代入 《T(z)) 被 积 函数 中 ,即将 其 中 的 (Ft,(1')o (1)) 化 为 


(Ft (za (z))» =iy ee| ed Ft (zr) a (rt) os (re 0rdr 
ks 0 


+ | er 他 (2 ) 全 (rt))dr + (Ft (#1)o (0))e*. (A.12) 


A.12 式 中 右 方 第 二 项 显然 为 零 ,第 三 项 中 的 (F(z')o .(0)) 当 z 宇 0 时 亦 为 零 , 因 o _ (0) 不 可 
能 与 比 它 晚 的 于 相关 .在 对 第 一 项 作 进 一 步 推算 中 ,我 们 将 作 近似 : 
(Fi (2)ar (rT) os (rt)) ~ (F(t) arr (7)) os(7)). (A.13) 
这 一 处 理 是 合理 的 ,因为 Fi (z) 与 ax (7) 的 涨 落 间 有 直接 的 关联 ,至 于 cs 则 是 通过 它 与 or 
的 耦合 才 与 ft 关联 的 ,而 电磁 作用 是 比较 弱 的 耦合 . 
将 (A.7) 式 取 共 斩 再 代 人 到 (了 (2 )aws (7)) 中 ,并 注意 到 

(于 (z)ar(0)) = 0， 当 t 宇 0 时 ， 

(了 (zc (rz))=0， 当 :>r 时 ， 
以 及 当 t' =z 时 (Fi,(z')a_(z )) 至 多 为 有 限 值 , 即 可 得 出 

(BL (2) ar (7)) = 总 gr 一 区 | (20 (eevee gr 


+ O62mr(w)e "or — 1 ), (A.14) 
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其 中 “代表 xc(w ) ,zzr(o) 代 表 温 度 为 工时 频率 等 于 w 的 模 中 平均 热 光子 数 [参见 (53.4.34) 
式 ]. 
利用 以 上 结果 即 可 将 (A.12) 式 化 为 


(BL (7) (0)) = 到 (7 +2i8o)00 -的 | eH) (ros(r))dr 


+ igir(w) got = 1) ed ee) (g(r))dr. (A.15) 


此 式 为 (人 ti.(z')6_(z)) 所 满足 的 积分 方程 ,由 于 我 们 只 计算 最 初级 的 Ta (z), 在 7Y%/7Y1 条 
件 下 ,只 需 取 该 方程 的 零 级 解 即 (A.15) 右 方 后 一 项 : 


(BE) (1D)) = iir(w)gublt = 1) er Ee Oe (Gs(r))dr. (A.16) 
所 忽 去 的 是 相对 量 级 为 /7 的 小 项 (yx 含 电磁 交合 常数 ). 
当 将 (A.16) 代 入 (A.8b) 式 中 即 得 出 


(I8(2)) =| ade| dr(Ga( te”? Dr(w) | ge 


x 00) de) he (A.17) 
在 进一步 计算 中 ,我 们 按 文献 [3]P.326 注 中 提 的 方案 ,改变 (A.17) 式 中 对 + 和 对 
c 的 积分 顺序 ,即将 | dz" dr 换 成 | dc| dz 因 这 两 个 二 重 积分 的 积分 域 实际 
相同 .这 样 ,对 :的 积分 可 立即 求 出 . (A.17) 式 于 是 化 成 
(I®(z)) =| dr(Gs(r))e ANT 中) | gi [2 0 2 


x (1-e”). (A.18) 
再 来 看 (了 3 (z)) ,我 们 需要 计算 (at,(0)o (1)). 计 算 过 程 如 下 .将 a_ (z) 用 (A.11) 式 的 
共 思 d 式 代入 ,再 作 近 似 
(at.(0)axs (tr) os3(r)) ~ at (0)ars (7)) (os(7)), (A.19) 
即 可 得 出 
(at (0)c_ (1)) ~ | ee Par (ak (0O) are (7)) os(r))e ordr， (A.20) 
在 此 式 的 推导 中 我 们 应 用 了 
(at.(0)Tf (zr))=0， 当 zr 宇 0 时 
(al.(0)o_ (0)) = 0. 
下 一 步 是 计算 (at (0)atv (rz)》. 将 (A.7) 式 的 共 斩 式 代 人 后 得 
(af (0)aw (7)) =-— igi | ‘a.(0) 人 (re er) dr + HOAr(w)e zr”. 


(A.21) 
将 此 式 代 回 (A.20) 式 即 得 出 Lat,(0)o _(z)) 亦 满足 一 个 积分 方程 : 
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(Cab (0)o- (0) =| are ee P| de Cab 0)G (re))(Gs(7)) 
0 pa 0 
x iw-w0) (rr ) (re) 十 igen, ( nD)| dre 7 去 rr-i(w-w0)r 
= + 2 | dre rd (AL (0) G(r))(G3(7)) 


+ igenr( 2)| dre ”Fri w0)r 《 og (Tt)). (A.22) 


我 们 看 到 此 积分 方程 与 (A.15) 式 的 相似 性 . 同 前 一 样 ,我 们 只 取 上 述 方程 的 零 级 
解 : 


(atl.(0)o_ (1)) = igunr(w)| dre dr ee (G(r)), (A.23) 
并 将 它 代 回 (A.8c) 式 所 给 出 的 (I8 (4)) ,结果 即 得 
(I® (2)) = | e767))D) | ge [nr(w)e™ 2 +h.c. 


(A.24) 
将 (18(z)) 与 (1 (z)) 合 起 来 有 
(T® (1)) + (1 (7)) 


-| drlos(T))e™® Snr(w) | ge le 和 9 + h.c, (A.25) 
0 ks 


由 于 nr(w) 随 w 改变 较 慢 ,我 们 将 它 取 常数 ar (wo ) 提 到 求 和 号 外 , 即 作 近似 


Dnr(w) | gk ?een -2D nr(wo) (Ya + 2idw0 )8(t — 7), 
于 是 即 得 
(TO (2)) + (IO) = nr wo) A032)) = ar (wo) yh CN 一 六) 
(A.26) 


将 (A.26) 式 和 (A.10b) 式 代入 (T(z)) 后 得 出 
(Ta(2)) = YAN(2)) + ar(wo) YVAN) -AD (A.27) 
上 式 与 真空 中 的 形式 相同 ,只 是 ys 换 成 了 , 右 方 第 一 项 即 代表 自发 辐射 率 
而 第 二 项 代表 热 光 子 引 起 的 “ 净 受 激 辐射 率 ”( 受 激 辐射 率 减 去 吸收 率 ) , y 即 代 表 
耗 散 介质 中 修正 的 爱 因 斯 坦 A 系数 . 
下 面 给 出 x 的 表达 式 .对 (A.9) 式 取 实 部 得 


ya6(t — 1) = ReD) | ge [re 0 2, (A.28) 
ks 
将 上 式 两 边 从 - co 到 上 对 z 积 分 即 得 
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74 = >) i (A.29) 
注意 在 耗 散 介 质 中 ,x 一 般 为 w 的 函数 ,根据 (6.1.9) 式 


S| ge ?= TG -1 Go)， (A. 30a) 


G, = 2 | kxgt Th, dz, (A. 30b) 


在 上 式 中 e** 可 取 为 1 的 近似 下 ,不 难得 出 

>,，|1 gu | = 5 | es * 《di12) 1° - 3 si 0 一， (A.31) 
0 为 k 与 (4d)2 的 夹 角 ,于 是 按 (6.1.18) 式 将 > 化 成 对 方向 角 和 w 的 积分 后 ,就 得 
出 


-2 wn 
“4 Toojo ~ (wo— wo) +k’ (A.32) 


其 中 wu 为 一 截止 频率 代表 将 ee* 可 近似 取 作 1 的 极限 , 故 www 大 致 上 为 上 ,a 为 


原子 半径 [如 果 不 作 e**=1 的 近似 , 则 上 限 即 应 为 %, 同 时 ys 应 换 成 2rx(w)2 


移 到 积分 号 内 ,u(w) 为 (6.1.21) 式 所 定义 的 关联 函数 谱 ,在 类 氢 原 子 从 2P 到 1S 
的 跃迁 中 , 它 的 值 由 (6.1.35) 式 给 出 ]. 

在 电离 气体 (等 离子 体 ) 的 情况 ,为 与 ya 可 以 有 相当 大 的 相差 ,参见 文献 [1] 
和 [2 . 

以 上 讨论 中 我 们 没有 考虑 耗 散 介 质 的 介 电 性 , 即 把 它 的 介 电 常数 或 折射 率 近 
似 取 为 1 ,在 文献 [4] 中 ,进一步 考虑 了 这 一 效应 ,在 某 些 情况 下 ,其 色散 曲线 可 能 
出 现 类 似 国体 中 电磁 耦 子 (polariton) 的 图 样 . 
T. 在 耗 散 介质 中 ,自发 辐射 的 谱 形 和 谱 宽 也 会 与 普通 介质 中 不 同 . 谱 线 的 增 宽 
有 均匀 和 非 均匀 两 类 ,这 里 考虑 的 将 只 是 均匀 增 宽 .通常 的 均匀 增 宽 有 斯 塔 元 增 宽 
和 功率 增 宽 .我 们 将 指出 在 耗 散 介质 中 还 有 一 种 新 的 增 宽 , 它 来 源 于 耗 散 所 导致 的 
光子 有 限 寿命 .在 物理 上 ,此 结果 可 以 从 测 不 准 关 系 AEAt 之 天 来 理解 .光子 的 有 
限 寿 命 意味 着 它 的 能 量 有 一 不 确定 度 . 此 不 确定 度 像 原 子 能 级 的 不 确定 度 一 样 将 
对 谱 线 宽度 有 一 贡献 

我 们 的 数学 推导 仍 将 从 (A.4) 式 出 发 .光子 的 频谱 分 布 实 际 上 古 指 按 波 数 
的 分 布 , 只 是 将 & 表 成 Yew/c. 因 此 我 们 可 以 谈论 某 个 时 刻 的 频谱 分 布 .在 非 耗 散 
介质 中 ,辐射 场 的 谱 分 布 ( 谱 形 ) 可 以 通过 二 co 时 光子 按 波 数 & 的 分 布 来 计 
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算 5 7, 即 
S(w) oc p(w) lim|d0, 3 (aL Cs) os)), (A.33) 
其 中 
p(w) = elw) 竺 监 (A.34) 
e 为 介 电 常数 ( 实 ) 


但 对 于 耗 散 介 质 ,S(w) 不 能 按 (A.33) 式 来 计算 , 因 (al (1)aw (i)) 在 1->o% 
时 等 于 零 .我 们 只 能 通过 原子 在 1 =0 到 1 = co 所 辐射 出 的 全 部 光子 按 波 数 的 分 布 
来 定义 谱 形 .为 此 我 们 仍 将 从 自发 辐射 算 符 1,(z) 出 发 , 它 即 为 (A. 8a) 式 所 给 出 
的 TD (z)[ 参 见 (A.10a) 式 ]， 


在 色散 介质 中 , A(x,z) 的 展 式 为 ”1 


A (x,t) 一 Sold + h.c. |. (A.35) 
VE 人 (1+ 色 和)o 
2e dw 


这 时 (A. 31) 式 将 改变 成 


2 
2Tcu1n 


2 | gs | 上 = we] | eg (da 17, (A.36) 
代入 (A.8a) 式 中 即 得 出 (2)[ 也 就 是 了 48(z)] 为 
? (z) = |™ dw qs ; (2)0 (te se 4 he. (A.37) 
在 推导 上 式 中 我 们 利用 了 
dk = [1+ 急于 jaw (A. 38) 


按 前 面 所 述 ,自发 辐射 的 谱 分 布 (未 归 一 化 的 )S(w) 应 即 为 | 《I (z))dz 中 频率 
为 w 的 成 分 ,具体 表达 式 为 


/AQ Ve 
2Tcl0 


由 于 ys 中 已 含有 电磁 耦合 常数 的 平方 [参见 (A.31) 式 ] , 故 在 最 低 阶 电磁 作用 的 
近似 下 ,我 们 可 以 不 考虑 上 式 右 方 中 的 c, (z ) 和 o_ (zi) 与 电磁 场 的 耦合 . 这 样 从 
(A.4b) 式 即 可 解 出 


2 (1) = | er dP (rdr + S$, (0)e”*, (A.40) 
0 


S(w) = 


| dz| dt’ (6, (1)6 (tO oa) ec. (A. 39) 
0 0 
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oc_(z) 则 可 从 上 式 取 厄 米 共 示 而 得 出 ,于 是 
(go, (1’)0. (z)) -| dz| dre we oD, (TP (zt ))» 


+ (N, (0)Ve ”er?. (A.41) 
从 (8.2.45) 第 一 式 不 难 化 出 
(人 (OD (7)) = [(27 -73)N,(r)) + ysN 8(r — r’), (A.42) 
其 中 N49 为 稳 恒 时 N, 的 期 望 值 , 它 与 温度 下 有关: 


] 
9 一 cao1 厅 十 本 (A.43) 


至 于 ( 庙 ,(7)) 的 值 可 从 入 (+)= 去 [1+ 23(z)] 以 及 23。(z) 所 满足 的 方程 (A. 4c) 
式 求 出 在 略 去 (A.4c) 式 中 的 电磁 作用 项 后 ,结果 为 
(Ns(7)) = [(N,(0)) — NM Je rr + NO®. (A.44) 
于 是 在 :<z 时 即 得 [将 (N,(0)) 简 写成 N,(0)] 
(ay 人) (1)) = [N,(0) - NO) Je 7 + Ne , (A.45) 
代 回 (A.39) 式 就 得 出 最 低 阶 的 谱 分 布 为 


SO (oaw ) = Yaw Ve [™ N,(0) 一 Ny” [ -Yt (ww) (yt) ] 
2 wo 0 。 Kk ~ ~ 
-i(w-w)+F+7- 7 
N2” i(w 一 oo )t 一 (7Y+ 务 
十 -一 一 一 一 11- eito 0)t 六 2 ] 
-i(w -wo) + 和 + + ce.c. (A.46) 


为 了 从 上 式 分 离 出 自发 辐射 的 部 分 ,我 们 先 来 看 (A. 44) 式 ,在 自发 辐射 问题 
中 ,初始 时 原子 通常 处 于 上 能 级 即 N,(0) =1.(A.44) 式 告诉 我 们 , (1 一 NM ) 部 分 
将 以 y; 为 误 率 指数 减少 ,而 N;? 部 分 保持 不 变 在 自发 辐射 中 N, 将 从 1 变 到 其 
稳 恒 值 N2 ,于 是 自发 辐射 的 谱 函 数 只 对 应 (A.46) 右 方 的 第 一 项 ,由 此 即 可 求 出 
YAW ~ e(w) 


TY3 wo 


7 十 kx(w )/2 


SY (w) = | 
(w— wo) +(y+ Fr(w)) 


(1 — NO ) . (A.47) 
在 此 式 中 我 们 已 明显 标 出 介 电 需 数 s 和 光子 的 衰 率 « 为 w 的 困 数 . (A. 47) 式 表 
明 , 光 子 ak 的 训 率 c(w)/2 与 原子 5 , 的 训 率 y 共同 贡献 谱 线 的 宽度 . 

以 上 结果 证 实 了 前 面 的 说 法 , 即 介质 耗 散 性 所 引起 的 光子 能 级 宽度 将 像 原子 
能 级 宽度 一 样 导 致 辐射 谱 线 的 增 宽 . 
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在 (A.40) 式 中 我 们 未 考虑 c, 与 电磁 场 的 耦合 . 如 果 考 虑 这 一 耦合 ,在 最 低 阶 
近似 下 ,o ;满足 的 方程 为 | 
0， (tz) = 一 [7y+(zr(oo) + 志 )7AA]9， (i:) 上 + 下 (1), (A.48) 
其 中 涨 落 力 的 关联 函数 为 
(六 (区 =D (9s 2),D(z) = (27 - 7)(N (7)) 
十 [73 十 (2n7 (wo) 十 1)7ya INs 
另外 ,我 们 还 需要 (LN,(z)) 的 方程 .同样 在 考虑 了 最 低 阶 的 电磁 作用 修正 后 ,该 方 
程 为 
SEANs(2)) = [ys + (277(oo) + YA TN,(2)) — NO). (A.49) 
我 们 最 后 得 出 


_ Yaw V e(w) AG) 
Sw to) x[y; 十 DT N2 ) 
Kk(w) 一 
7 十 一 二 十 (2T 十 万 )7YA 
x 2 7 2 (As0) 


(ww0) ?+ [y+ 二 kw) + (十 广 )7 了 
即 在 谱 宽 中 除了 库 所 贡献 的 y+ 序 x(w) 以 外 ,还 将 出 现 电 磁 作 用 (辐射 和 吸收 ) 贡 


献 的 (2 十 元)7 项 . 
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B 原子 自发 辐射 的 非 马 尔 可 夫 理 论 


在 $6.1 中 ,我 们 讨论 了 在 自发 辐射 过 程 中 ,原子 (处 于 真空 中 ) 在 上 能 级 上 的 


‘©O 0 OU 人 DD 王 
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布 居 概率 P, 随时 间 的 变化 . 一 般 地 说 ,P, 在: 时 刻 的 减少 率 | - Pp,(t) 并 不 一 
定 与 P, 在 该 时 刻 的 值 P,(z) 成 正比 .只 是 在 马尔 可 夫 近 似 下 ,由 (6.1.26) 式 才 有 


Aps() =03 (2) Eelt) + Ess) = cs (2) (Ey + doo) ca) 


- (37 idwo)cs (t)c2(t) = 7P2(z). (B.1) 


其 中 由 (6.1.27) 式 给 出 . 

在 非 马尔 可 夫 情 况 下 ,关联 函数 U(z 一 1 ) 将 由 (6.1.20) 和 (6.1.21) 式 表示 ， 
其 中 Gi 在 非 相 对 论 情况 并 忽 去 电子 自 旋 时 ,由 (6.1.19b) 式 给 出 . 

在 $3.1 中 我 们 曾 指出 百 , 中 的 各 项 并 不 一 定 要 求 符合 能 量 守恒 ,但 整个 的 
物理 过 程 是 符合 能 量 守恒 的 [参见 (4.1.15) 式 ], 因 此 在 请, .中 明显 违背 能 量 守恒 
的 部 分 对 结果 影响 不 大 ,这 就 是 在 量子 光学 中 旋 波 近似 是 一 个 好 的 近似 的 原因 . 

为 了 计算 Gi ,我 们 将 初 末 态 的 苹 定 补 波 函 数 

$1(x) 一 万 (r)Y mw (0,9), g (x) 一 fal(r) Ym, (0, 0 ) 
以 及 平面 波 的 展 式 [ 下 式 中 的 j (zz) 为 球 贝 塞 尔 函 数 ] 
et'* 一 An 2 ij (kr)Ym (bh , Pp ) Yin (0,9) (B.2) 


代入 旋 波 近 似 下 的 公式 (6.1.19b) 中 ,通过 积分 即 可 得 出 Gi 的 一 般 表达 式 [ 见 文 
献 (1) 中 (8a) 式 ] .对 于 $6.1 中 所 提 到 的 类 氧 原 子 从 2P 态 到 1S 态 的 跃迁 , 设 2P 
态 的 磁 量子 数 m, =1, 即 有 


jz) = -二 ee， h(x) = 3sre "Yn(0,9).  (B.3) 


V ra} 
$1 (x ) 的 梯度 为 
Vg (x) =— Te 1 ， (B.4) 


其 中 n, 为 r 方向 的 单位 矢量 , 它 在 球 基 矢 n"” [参见 (1.4.21) 式 ] 的 展 式 中 即 为 


n, = 1)*Yi,(0,9)n®”, p=+1,0,—1. (B. 5) 
将 这 些 相 应 的 公式 代入 (6.1.19b) 中 ,并 完成 对 角度 变量 的 积分 ,就 得 出 G 为 


_8/ x of 3 (所) -ra 
Gx = 3 (ao Yow (0 , Pi)n 0 7 Jo Cc e “dr 
A/ 5 72,-2 ke /nn A/ S 2,-1 k» Pe 
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EA | ri 凶 jy “dr|， (B.6) 


其 中 
二 - 了 + 一 ， (B.7a) 
a 的 值 随 着 Z 的 增加 而 减少 ,其 具体 表达 式 为 
2 A 1 
-3 (B.7b) 
再 完成 对 7 的 积分 : 
wo 2a4|[3 一 生 a 
Cole) 
WE 
8a’ Ci 
| 和 )e dr 一 -一 一 一 一， (B. 8b) 
i 
最 后 求 出 关联 谱 函 数 wu(w)[ 见 (6.1.21) 式 ] 为 
uu(w) = 一 一， (B.9) 
7 (1 + Cw 4 Wa) 
其 中 y4 为 爱 因 斯 坦 A 系数 . oo 为 二 (EE1), 它 随 Z? 而 增长 ， 
_ 4w' (dn) | 3 zzc”，， 
A 3 wo 二 8 五 之 Q ， (B. 10) 
在 本 问题 中 
_64 
| (dx) |= 8 26， (B.11) 
e 为 电子 电荷 的 绝对 值 . 


相应 的 关联 函数 U(z) 可 通过 数值 积分 从 u(w) 得 出 [参见 (6.1.22) 式 ]. 它 的 
绝对 值 成 半 侧 峰 形 状 (最 大 值 在 + = 0 处 , 随 着 r 增加 而 单调 下 降 ), 其 幅 角 
argU(z) 在 峰 区 内 先 下 降 再 上 升 ,到 峰 区 外 基本 上 以 wor 直线 上 升 ” .具体 例子 
可 在 后 面 图 形 中 看 到 . 

在 自发 辐射 的 维 格 纳 - 韦 斯 科普 夫 理 论 中 作 了 两 个 近似 ,一 是 马尔 可 夫 近 似 ， 
二 是 电 侦 极 子 (原子 模型 ) 近 似 .其 中 马尔 可 夫 近 似 是 指 设 上 级 级 布 居 数 的 减少 率 
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Pa(z) 与 该 时 刻 的 P(z) 值 成 正比 ,与 过 去 的 历史 无 关 : 
SFP,(1) = 一 YP,(z), 


点 偶 极 子 近似 是 指 koa = 一 a 可 很 小 ,从 而 对 于 重要 的 ,Gs 积分 中 的 只 * 可 近 
似 取 为 1, 于 是 y 即 近似 成 爱 因 斯 坦 A 系数 ya， 

据 估计 ,关联 时 间 r. 的 量 级 为 /wo[ 参 见 8$6.1 中 (6.1.22b) 式 下 面 的 文字 ]， 
而 自发 辐射 P。 的 衰减 时 间 量 级 为 11yA( 这 里 说 的 都 是 量 级 ). 于 是 马尔 可 夫 近 似 
成 立 的 条 件 为 (1/wo)/(1/7a ) 即 讼 很 小 .对 于 类 氧 原子 , ya 正比 于 oo? [参见 
(B.10) 和 (B.11) 式 ] 因 而 ya/wo 以 2 增长 [参见 (B.7b) 和 (B.10) 式 ]. 至 于 点 侦 
极 子 近似 ,相应 的 判 据 性 参数 将 以 Z 的 一 次 方 增长 .这 样 任何 可 能 的 非 马 尔 可 


夫 修 正和 有 限 原子 体积 的 修正 都 只 会 在 大 的 Z 值 才 会 显示 出 来 . 

对 于 大 Z 值 的 类 氧 原 子 , 相 对 论 效应 已 不 能 忽略 .因此 我 们 将 以 狄 拉克 波 函 
数 来 代替 醇 定语 波 函 数 来 进行 计算 ,另外 按 $4.2, 电 偶 极 辐射 是 辐射 总 角 动 量 量 
子 数 为 1, 宇 称 为 负 的 光子 , 它 的 势 函数 亦 称 为 电 偶 极 势 ,下 面 将 用 Aiim-1) (x) 表 
示 , 其 中 M 可 取 士 1 和 0( 参 见 $1.5). 如果 光子 场 归 一 化 在 半径 为 R, 的 大 球 内 
(其 中 心 即 原子 所 在 的 位 置 ), 则 的 取 值 为 一 系列 离散 的 值 ,我 们 若 把 Ajim_1) (x) 


写成 
AbwCiD(Y) = SEF (x), (B. 12) 
则 Fr yb 满 足 正 交 归 一 化 条 件 
[Fimcn (x) Fumi d(x) x = Hd. (B.13) 
Fu(z) 可 用 球 贝 塞 尔 函 数 gr (kr) 和 矢量 球 函 数 Yirw(0,p) 表 示 出 来 


/2 1 2 
aaaM(_DCX) 一 Ro 一 本 同人 Ar)Yiow(O 9) 十 配色 (Rr) Yiom(0, 9) 9 ” 


(B.14) 
其 中 Yrw(0,p) 的 表达 式 见 (1.$.12) 式 
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相互 作用 哈密 顿 量 为 中 
八 , 人 入 人 入 i wwtR) 
Hi = if >》 [ga O+ CELM(-1)e 0 
AM 
x 人 人 + i(w— wt*)) t 
~ BRIM(-1) 0- QIM(-1)E 0 | , (B. 15) 


5 ,与 6- 为 原子 能 级 变迁 算 符 [参见 (6.1.3) 和 (6.1.6) 式 ], wf? 为 (Es -EE1) 的 
相对 论 值 ,耦合 常数 gyim-_ 1 的 表达 式 为 


Bg1IM(-1) 一 ACIIAES * Anmc w(x)d zx. (B. 16) 


其 中 y,(x) 和 yi(x) 分 别 为 上 能 级 和 下 能 级 的 狄 拉 克 波 函数 . 
与 (6.1.17) 式 相应 , 电 偶 极 辐射 的 关联 函数 U(zr ) 与 耦合 常数 giiM(-1) 的 关系 
为 


U(r) = | gam le ), M=1,0,-1. (B.17) 
如 果 令 光子 场 归 一 化 的 大 球 半径 Re 趋 于 ce , 则 对 天 求 和 可 以 化 成 对 w 的 积分 : 
Ro fn Ro re 
2 一 二] dk 二 | dw, 由 三 Ace. 
于 是 关联 谱 函 数 u(w) 可 表示 为 
ul(w) 一 > 2 | BEIM(-1) | (B. 18) 


我 们 仍然 考虑 从 2P 到 1S 态 的 跃迁 .但 现在 电流 密度 Jy,(x)Yyi(z) 包 含 了 自 
旋 电流 ,因此 我 们 必须 分 别处 理 2Py, 到 1Sy 的 跃迁 和 2Py, 到 1S 的 跃迁 . 狄 拉克 
波 函 数 1S1s 可 表示 为 
TG1(r)Q30n(0,9) | 
Ji(x) = 1 ， m == 土 也- (B. 19) 
Fi(r)QFm(0,9) 


其 中 0;,, (0,p) 代 表 旋 量 球 函 数 [参见 (2.3.1) 式 ] ,而 
Gi(r)= Boprie, Fi(r)= Aopie®, 
5 = VI- Za, p= Lr, (B.20) 
B 
@ 在 相对 论 理论 中 ,2P 与 2S 态 已 解除 简 并 ,因此 原则 上 并 不 排除 原子 在 2P 与 2S 态 之 间 


来 回路 迁 .最 后 一 步 才 从 2P 态 牙 迁 到 1S 态 ,但 由 于 2P 与 2S 两 态 能 量 接近 ,这 一 过 程 贡献 小 ， 
参见 参考 文献 [3]. 


AI 加 Za B? 2 1 十 S1 
Bo 1+5S 7 T(1 + 2s,): 
a 为 精细 结构 常数 ,ap 为 发 尔 半径 ,TCz ) 为 伽 玛 函 数 .此 状态 的 能 量 为 


E; = moc’si, (B.21) 
mo 为 电子 静止 质量 . 
初 态 2Pj 的 狄 拉克 波 函 数 为 
TG,(r)Q¥ (0,9) 
ys(x) = | . (B.22) 
Fa(r)Q32m (0,9) 
其 中 
G(r)= Bopre, F,(r) = Avp2e®? 
$2 ~=V4— za’, p= 7 (B.23) 
41 Za 2_ ZZ, 2+s 
Br 3+’ bBo aa FOF2s2) 
此 状态 的 能 量 为 
E, = Fmoc? sa. (B.24) 
于 是 相对 论 的 辐射 频率 为 
wie) = T(E, - 已 ) = ac pe — 5 (B.25) 
稳定 原子 核 的 最 大 Z 值 为 92. 当 2Z=92 Wl s* 与 非 相 对 论 的 w。 有 较 大 相差 : 
oc” 12oc 
站， oo = = 0.169 (B.26) 
由 角 动 量 第 三 分 量 的 守恒 ,光子 的 M 与 原子 的 m 和 mm 之 间 关 系 为 
M=m —m. (B.27) 


由 于 转动 对 称 性 ,最 后 结果 应 与 体系 总 角 动 量 的 第 三 分 量 M+ m(= m) 无 
关 .我 们 可 以 选取 m= 这 ,于 是 允许 的 (M,m) 值 只 有 (1, 方 )- 从 而 u(w) 只 剩 下 


一 项 > | Bk11( -1) | 。 将 (B. 16) 式 和 有 关 的 yf, (x) 》 (xz) 及 Apii(-1) (x) 代 入 后 并 完 


成 对 空间 坐标 的 积分 , 即 得 出 ” 


2 3 Zw 1 3 
u(w) =|BB I’Z*a op So(o) + 了 (让 2 十 3， 9， 


(B.28) 
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其 中 
So(w) = 翰 ( 针 ) (#) Ts 十 2) [7 i 一 C.c. | (B.29a) 
Ss(w) =— So(w)+ 去 -( 儿 )， (所 ) 
亏 让 - i + c.c. |，(B.29b) 
其 中 
4 一 8 ( 卫 .29c) 


此 a 与 非 相 对 论 中 的 值 是 一 致 的 . 
作为 比较 ,我 们 再 看 过 程 2Pys 到 1Sy, 的 跃迁, 这 时 初 态 的 狄 拉 克 波 函数 为 


. TG(r) Qh (0,9) 
J2 (x) 一 1 ， (B. 30) 
一 Fa(r)Q31m (0， 0D) 


其 中 
G,(r) 一 Bo (1 十 B'1 p)pole®, 
F,(r) = Bo (A’ + A1p)oe®?. (B. 31) 
而 在 这 里 
p= 二 地 (1 一 51) 工 ， si=V1- Za, 
Q_ ap 
B’ 251 十 2(1+s1) A‘ Za A _ V2(1- s1) 一 2Zu 
at)’ MTs MT (ra) 
, 1 1 2 
Be 一 元 5(1 s1 )2! 251 
xX Zl/ap 


nl +25)| 0 + AF)+(1+251)(B + A A )+ (B? + A?7)(1 + 5) 亏 十 5 


(B. 32) 


上 , 一 moc” a/ 3(1 十 s1). (B. 33) 


于 是 相应 的 相对 论 辐射 频率 为 


状态 2Py, 的 能 量 为 
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wb® = /Lats) al (B.34) 
在 下 一 步 计算 中 我 们 选取 体系 总 角 动 量 第 三 分 量 m = M + m 为 元 ,这 时 
(M,m) 将 有 二 个 可 能 值 : (M=0,m= 地 ) 和 (M=1,m= -二 ] 由 (B.16) 式 计 


2 
算出 的 两 个 耦合 常数 实际 上 只 差 一 个 常数 ” : 
Bk11(-1) 一 一 V2guaoCl ? (B. 35) 
而 最 后 得 出 的 关联 谱 函 数 为 


| Solw)+ 亏 5 S1 (w) 一 ER (o)| ， (B. 36) 


Za N 到 531 1 TT(2s) 


1 Za 
Solw) i 1+ 工 + 1 — si (1 ~ ie) 所 


二 (1) Za 


元 (1 一 5) V2 5) 24 T(25 +1) 


u(w) =1B,B 122Z2u 
其 中 


> EY DA 7 a CC. rf 

BT | (1 — ika)” 
(B. 37) 

其 余 两 个 S$ (w) 和 Sy (w) 可 参见 文献 [3] ,这 里 不 再 列 出 . 

(B.37) 式 中 的 a 与 2Py, 到 1Sy, 中 的 不 一 样 ,现在 的 值 为 

a = 一 (B. 38) 
| 林 (1 一 511) 
Za 


下 面 先 来 考察 所 求 出 的 关联 谱 函 数 u(w) 的 非 相 对 论 极限 . 当 Z 很 小 使 得 
Z*a” 与 1 相 比 可 以 忽略 时 ,上 述 wu(w) 应 过 渡 到 非 相 对 论 的 结果 . 
先 看 2Py, 到 1S 的 情况 : 


当 sj =V 1-Z a 近似 成 1,ss=vV 4 一 Za 近似 成 2 以 后 ,即将 u(w) 化 为 


2 2 2 
(CU 


Ww 1 - C 
4 2 
(1 EE) 2 
C C 


而 通常 的 非 相 对 论 关 联 谱 (B.9) 式 可 以 化 成 


u(w) = SZ (B. 39) 
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ul(w) = S20 3 — (B. 40) 
(1 
3 “0 2 
我 们 看 到 在 (B. 39) 式 中 出 现 一 个 附加 因子 | .再 看 2Pw 到 1Sw 
21 工 + 一 到 
C 


的 情况 .这 时 1 一 s 的 非 相 对 论 极 限 应 取 为 二 > Z2a? ,由 此 可 得 出 u(w) 的 非 相对 论 
近似 值 为 


3 ?17 2 
210 > 3 py” CC 
ul(w) 一 3 Qa /al 1 + ID 9 (了 .41) 
r(1+ C2 1 + 7 
3 “0 2 
2 
附加 的 因子 改变 成 |1+ 一 一 
2 
C 


可 以 证 明 这 两 个 附加 因子 都 来 自 电子 自 旋 磁 和 矩 与 光子 场 中 磁场 B 间 的 耦 
合 ” ,这 种 耦合 所 对 应 的 相互 作用 哈密 顿 量 为 


八 


让 全 = 7 和 -| 9 (xz)ag (x) .B(x)dx 


而 在 (B. 40) 式 的 计算 中 略 去 了 上 述 作用 . 

下 面 回 到 相对 论 理 论 . 有 了 谱 函 数 (B.28) 和 (B.36) 式 , 即 可 按 (6.1.22) 式 用 
数值 积分 方法 求 出 相对 论 的 关联 函数 U(r). 在 下 面 的 图 1、 图 2 和 图 3 中 ,我 们 将 
显示 Z = 92 的 关联 谱 函 数 和 关联 函数 的 绝对 值 及 相位 3 . 

图 1 显示 在 高 频 部 分 (w > wo ) 相 对 论 的 谱 函 数 与 通常 给 出 的 非 相 对 论 谱 函 数 
有 明显 的 差别 ,其 中 2Py% 到 1Sp? 茎 迁 的 谱 函 数 与 通常 的 非 相 对 论 2P 到 1S 的 谱 函 
数 [ 即 (B.9) 式 ] 的 差 相 对 地 较 小 ,而 2Py, 到 1Sw, 跃 迁 的 谱 函 数 与 (B.9) 式 的 差 相 对 
地 较 大 ,这 与 (B.29c) 式 与 非 相 对 论 中 的 a 一 致 而 (B. 38) 式 则 与 非 相 对 论 的 a 相 
差 较 大 的 情况 相似 . 

图 2 中 曲线 工 ( 对 应 于 2P 到 1Sy, 的 跃迁 ) 在 半 高 处 的 宽度 较 小 ,其 值 为 
0.321/wo ,而 曲线 卫 ( 对 应 于 2Py, 到 1Si2 的 跃迁 ) 在 半 高 处 的 宽度 较 大 ,其 值 为 
0.885/wo .但 前 者 U(0) 较 大 .后 者 U(0) 较 小 .附带 指出 当 Z 减少 时 ,这 种 半 高 处 
的 宽度 将 减少 (意味 着 马尔 可 夫 近 似 更 好 ) ,例如 QZ= 50 时 ,2Py, 到 1S, 跃迁 所 对 
应 的 值 将 减 到 0.237/wo ,因而 已 不 能 说 其 量 级 为 1 oo 了 .而 2Pj% 到 1S 跃迁 所 对 
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一 io bo 上 人 小 


uN/(Ze/as) x 105 


2 4 6 8 10 12 14 16 
W/o 


图 1 相对 论 的 关联 谱 函 数 x(ow) 
I .原子 从 2Piz 到 1Swz 的 跃迁 , Z = 92; 了 .原子 从 
2P3 到 1Sy; 的 跃迁 ,Z = 92 ,虚线 为 通常 的 非 相 对 论 2P 
到 1S 的 跃迁 (不 考虑 自 旋 ),Z=92 


应 的 值 也 降 到 了 0. 539/wo. 非 相对 论 的 


1 

值 介 于 两 者 之 间 . 合 08 
图 3 显示 关联 函数 的 辆 角 argU(r) 六 

的 图 形 .其 中 2Py 到 1Siw 的 曲线 较 2Pyz SS , 


到 1S 的 浅 平 , 非 相对 论 的 曲线 与 2Py， 

到 1S 的 曲线 形状 比较 相近 . 当 r 之 2/ow . 

时 ,这 些 曲 线 都 近似 地 直线 上 升 . 05 1 15 2 25 3 35 4 
有 了 关联 函数 就 可 通过 数值 求解 微 

分 -积分 方程 (6.1. 16) 求 出 c (1). 然 局 。 图 2 相对 论 关联 函数 U(r) 的 绝对 什 

得 出 上 能 级 布 居 数 P,(:) ,并 与 非 相对 论 I .原子 从 2Piw 到 1Siz 的 跃迁 ,Z= 92 


的 结果 以 及 韦 斯 科普 夫 - 维 格 纳 理论 曲 U(0)=2.08X10-3wo; 
线 相 比 较 , 结 果 表 明 非 马尔 可 夫 修 正 很 I .原子 从 2Pip 到 1Sw 的 跃迁 ,Z=92 
小 ,在 图 中 与 马尔 可 夫 近 似 下 的 曲线 ( 指 U(0)=1.80xX10 wo; 
数 豪 减 ) 几 乎 不 能 分 辨 .这 一 结果 也 是 可 ”虚线 为 通常 的 非 相对 论 2P 到 1S 的 路 迁 ,Z=92， 
以 理解 的 .我们 知道 3( 7+) 可 以 用 两 种 不 DO -3.22X10 on 
同 的 极限 形式 来 表示 : 
1 .. E 

HD) = 

和 


d(T) = 1 lim 时 . 
NT wo T 
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, 前 者 具有 典型 的 峰 状 曲线 形式 ,其 宽度 


趋 于 零 ;后 者 在 +>0 范围 以 无 穷 大 的 频 
_ 1 AAAf 率 振 葛 , 而 当 r = 0 时 其 值 趋 于 无 穷 . 现 
3 


NS 款 在 我 们 求 出 的 U(r) 既 具有 峰 的 形状 又 
, 在 峰 区 以 外 以 频率 win 振荡 . 蜂 的 宽度 
, 与 1/wfe) 同 量 级 ,而 P 的 衰减 时 间 量 级 


05 1 15 2 25 3 35 为 1/74. 峰 宽 1/w’ 与 1/7y, 之 比 的 量 级 
oo 为 10“. 因 此 马尔 可 夫 修 正 小 是 合理 的 ， 
» bm A Te be b 二 [3] 乡 三 
图 3 相对论 关联 画 数 U(r) 的 相位 po oe he 0 "修正 的 量 
I. 原 子 从 2Pijps 到 1Sys 的 跃迁 ,Z = 92; 级 为 10 .. 这 跌 付 
IT .原子 从 2Pyp 到 1Si 的 牙 迁 ,Z= 92; Pi) Se. (B. 42) 
虚线 为 通常 非 相 对 论 2P 到 1S 的 跃迁 ,2Z= 92 但 y 与 y。， 不 同 ， 其 值 如 下 3 
{0 (Z = 92,2Py, 到 1Sy,), 
(1.0527y, (2Z = 92,2P,, 到 1S,,). 
我 们 看 到 第 一 个 跃迁 (2Py, 到 1Sw ) 的 > 与 7 差别 较 大 ,达到 13% 左右 ,第 二 个 跃 
迁 (2Pup 到 1S ) 差 别 只 有 5% ,我 们 再 看 通常 非 相对 论 的 值 yc , 它 由 谱 函 数 
(B.9) 确 定 , 当 2Z=92 时 
Ya 7 


y= 0.8957,. B.44 
(+ (1+ 2 | 44) 

我 们 看 到 一 个 有 趣 的 现象 :2Py, 到 1Sy, 跃 迁 的 相对 论 y 值 与 yo 较 接近 ,而 2P,， 
到 1Sy, 跃 迁 的 相对 论 y 值 却 与 爱 因 斯 坦 A 系数 ys 较 接近 . y 与 yc) 的 差别 在 于 
它 忽 略 了 原子 的 有 限 大 小 (与 光 的 波长 相 比 ) .我 们 从 (B.44) 式 看 到 这 两 者 的 差 . 

为 外 ,我 们 还 看 到 了 电子 自 旋 与 光波 中 磁场 B 的 耦合 对 电 偶 极 辐射 的 影响 
(这 可 能 是 出 乎 意料 的 ) .实际 上 2Py, 与 2Pjw 间 的 差别 就 来 源 于 自 旋 . 即使 在 非 相 
对 论 理论 中 自 旋 的 效应 也 不 小 . (B.39) 和 (B. 41) 式 中 的 附加 因子 就 来 源 于 自 旋 的 
效应 .在 Z=92 时 ,考虑 了 自 旋 后 的 非 相 对 论 y 值 与 未 考虑 自 旋 的 值 (B. 44) 相 比 
分 别 为 0.92(2Py% 一 1Sz) 和 1.17(2Po 一 1Sp ), 即 自 旋 效应 的 修正 分 别 为 -8% 
和 17% . 

我 们 在 为 文中 还 研究 了 磁 偶 极 辐 射 的 情况 中 .所 发 射 的 光子 总 角 动 量 量子 数 
仍 为 1, 但 字 称 为 正 , 势 函数 即 为 Awm ,1. 


(B. 43) 
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C 介质 中 原子 自发 辐射 的 局 域 场 修正 因子 


在 许多 物理 问题 中 ,辐射 原子 是 处 在 (绝缘 ) 介 质 中 .这 时 它 的 辐射 率 W 与 其 
真空 值 Wu 的 差别 ,除了 要 乘 Ve 因 子 外 ,还 要 有 习 上 一 个 局 域 场 修正 因子 .这 就 是 本 
附录 要 讨论 的 内 容 . 

在 介质 的 极 化 理论 中 ,要 确定 其 中 每 个 原子 (或 分 子 ) 的 感应 电 偶 极 矩 ,需要 知 
道 它 所 感受 的 电场 强度 . 此 强度 并 非 就 是 介质 中 该 处 的 五 (x) ,因为 五 (zx) 是 包括 
该 原子 贡献 在 内 的 总 电场 的 平均 值 (此 平均 是 在 一 个 宏观 小 但 仍 包括 众多 原子 的 
区 域内 进行 的 ,以 消除 微观 上 的 起 伏 ). 每 个 原子 所 感受 的 场 应 不 包括 它 目 己 所 产 
生 的 场 在 内 ,而 是 它 所 处 位 置 上 的 局 域 场 (外 加 场 与 其 他 原子 所 产生 的 场 ) ,通常 用 
已 ua 来 表示 ,局 域 场 与 该 点 的 五 成 正比 ,并 将 号 成 


下 ou = fioak. (C.1) 
克 劳 修 斯 - 莫 索 提 给 出 fi 的 值 为 (e 代表 介质 的 介 电 常 数 ) 
flo = 3(e + 2). (C.2) 


此 式 在 固体 物理 中 称 为 克 劳 修 斯 - 英 索 提 公 式 ( 亦 称 洛 伦 兹 -党 伦 次 公式 ). fn 即 
为 原子 极 化 的 局 域 场 修 正 因 子 . 

昂 萨 格 指出 ”, 上 述 公 式 只 适用 于 非 极 性 的 原子 或 分 子 , 对 极 性 分 子 并 不 适 
用 ,否则 将 会 得 出 许多 由 极 性 分 子 构 成 的 介质 在 室温 下 将 变 成 铁 电 体 的 结果 .对 于 
水 ,甚至 在 1520°K 以 下 都 将 是 铁 电 体 , 这 显然 是 与 事实 不 符 的 . 昂 蔷 格 进一步 研 
究 了 这 个 问题 .由 于 每 个 分 子 将 在 介质 中 占有 一 定 的 空间 (其 大 小 与 分 子 的 尺寸 相 
当 ), 因 此 可 以 设想 分 子 是 处 在 一 个 小 空 腔 的 中 心 .他 计算 了 极 性 分 子 在 此 小 空 腔 
内 所 感受 的 电场 并 且 得 出 相应 的 fa 值 应 修改 成 


ju = Fe + (C.3) 
介质 中 自发 辐射 的 原子 (分 子 ) 也 会 遇 到 类 似 的 问题 ,如 果 原 子 在 真空 中 的 能 
量 辐 射 率 为 Wo , 则 在 介质 中 它 的 辐射 率 并 不 简单 地 就 是 /eWo (其 中 为 介 电 系 


数 ,We 代表 折射 率 , 导 磁 系数 设 为 1. 见 下 面 小 字 说 明 ), 还 要 乘 上 一 个 局 域 场 子 
fcc 的 平方 , 即 


W = fiayeWo. (C.4) 
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我 们 用 简单 的 经 典 振子 来 说 明 为 何在 不 考虑 局 域 场 效应 时 , W 就 等 于 /seW, ,在 介质 中 , 宏 
观 场 E 和 B 满足 的 方程 为 


vxE=- 二 ,VxB= 匡 + (C. 5a) 
对 于 一 个 位 于 原点 的 经 典 振子 ， 
Jr = iwPoe “8(x), (C. 5b) 
直接 将 它 代 入 (C. 5a) 式 ( 即 不 考虑 局 域 场 效应 ) 求 出 的 辐射 场 ( 远 区 场 ) 为 
E(x, t) 一 一 o Posing 一 一 > 
2 i(kr ~wt) (C.50) 
B(x,t) = 一 Ye 条 Posing < —ny， 


其 中 -VEe 由 此 即 可 计算 出 能 流 密度 并 得 出 辐射 率 W =VeVW，. 
在 文献 中 ,(C.2) 和 (C.3) 式 都 分 别 被 采用 为 辐射 问题 中 的 局 域 场 修正 因子 . 
并 未 得 出 统一 的 结论 ,在 这 里 将 给 出 我 们 研究 的 结果 6]. 
1. 经 典 处 理 
先 用 经 典 理论 来 考察 .仿照 昂 萨 格 ,我 们 考虑 介质 中 一 个 小 空 腔 ,发光 原子 即 
位 于 其 中 心 ( 为 简单 计 先 设 介 质 充满 小 腔 外 整个 空间 ) ,然后 通过 计算 一 个 包含 小 
腔 在 内 的 球面 上 的 能 流 来 确定 辐射 率 W. 
我 们 曾 指 出 外 在 电 偶 极 辐射 的 情况 , 较 方便 的 处 理 是 先 计 算 磁 场 B(x ,1 ) , 假 
定 原 子 电 偶 矩 为 Pue “” ,并 取 z 轴 沿 P。 的 方向 .这 时 磁场 可 表示 成 下 列 形式 ; 
B(x,t) = g(r)Yu(0,9)e ™’, (C.6) 
其 中 Yiao(0,p) 为 J=1,7=1,M=0 的 矢量 球 函数 [参见 (1.5.12) 式 ]. 函数 g(7) 
在 腔 外 (rx>xo) 和 腔 内 (xr 过 ro) 有 不 同 的 表达 式 : 
一 i 中 wp ho (有 + aji(kr),k = 二 < 70， 
g(r) = “ (C.7)® 
Bh (kr),k’ =Ve 二 > 7-0 ， 
其 中 ~ 为 腔 的 半径 .ji (xz) 和 hi? (xz) 分 别 为 球 贝 塞 尔 函数 和 第 一 类 球 汉 克 尔 函 
数 : 


ji(z) = SF - SS ， he(z) = 一 全 (+ 二 (C.8) 


@ ”此 式 中 的 & 和 即 分 别 为 文献 [3](11) 式 中 定义 的 ee 入 . 
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(C.7) 第 一 式 中 的 i 路 e5 Puho (kr ) 代 表 真空 中 电 偶 子 的 发 射 波 ,aj ( 杂 ) 为 介 
质 所 产生 的 附加 项 .a 和 有 都 是 待定 参数 
在 腔 的 表面 上 的 边 值 关系 为 

g(ro 一 9) = g(ro + 6), 

g(ro— 0) +rog’ (ro -8) = T[g(ro + 6)+rog’(ro + 6)], 
其 中 6 为 正 无 穷 小 .g 代表 g 的 微 商 .对 于 球 贝 塞 尔 函 数 和 第 一 类 球 汉 克 尔 函 数 ， 
有 下 面 的 微 商 公式 

(2) = Smz Zi(z), ha(z) =- Te Sh (zr). (C10) 


待定 的 系数 a 和 8B 可 通过 (C. 9) 式 确定 .对 于 我 们 的 目的 来 说 只 需要 8 的 值 , 它 由 
下 去 给 出 : 


(C.9) 


pb =iAoe “| ( 记 十 (asina 十 cosa 一 ne | 
+e(i- 册 -证 ) (esa -se (C.11) 
a a a 9 。 
其 中 
4 .一 kro, a 一 k'ro, Ao 一 一 1A | Br 所 Pu (C.12) 


由 于 腔 半 径 x 与 辐射 原子 半径 同 量 级 , 故 对 于 光 频 段 的 辐射 ,ae<< 1,c 之 1. 于 
是 (C.11) 式 化 为 


3A 

bo Fe 5 (C.13) 

在 远 区 ( 波 区 ) ,磁场 B 的 值 可 表示 为 

8x ww ik7 一 oz ) 
B(x, t)= 一 i 本 3Po 5 Yuo(0, 9p) 
3g312 eittr —wt) 
= 一 关 直 1 w Psings n,, (C.14a) 
相应 地 ,电场 表达 式 为 
i(kr- wt) 

E(x,t) = EL Vx B(x,t) = -5 1 w Psings (Cl14b) 


通过 计算 一 个 远 区 球面 上 的 能 流 ,我 们 即 可 得 出 


W = (a1) Vs (C.15) 
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将 上 式 与 (C.4) 比 较 , 就 有 
Ja = 7 (C.16) 

此 值 与 昂 陕 格 的 值 一 致 . 

当然 ,局 域 化 因子 要 有 意义 ,必须 能 用 到 有 限 介 质 的 情况 ,可 以 期 望 ,(C. 14) 
式 所 给 出 的 结果 对 有 限 介 质 亦 成 立 . 因 有 限 介 质 与 无 限 介质 的 差别 在 于 多 了 一 个 
外 表面 , 它 会 影响 (C.4) 式 右 方 的 (WeW ) 因 子 , 但 不 致 于 影响 由 昂 萨 格 小 空 腔 所 
引起 的 附加 修正 因子 . 不 过 要 通过 计算 一 般 性 地 来 证 明 这 一 结论 是 困难 的 ,只 对 比 
较 简 单 的 情况 如 介质 是 一 个 有 限 的 球体 而 辐射 原子 又 位 于 其 中 心 才 有 可 能 .文献 
[3j] 中 就 给 出 了 这 样 的 证 明 , 这 里 不 再 复述 .下 面 转 到 量子 理论 . 


2. 量子 处 理 
在 上 述 经 典 理论 中 ,只 涉及 频率 为 w 时 的 s 值 ,与 生 无 关 . 而 在 量子 理论 中 ， 
光子 的 态 密度 依赖 于 9e ,这 就 引起 疑虑 .最 后 结果 是 否 会 与 上 述 经 典 结果 一 致 .但 


幸而 在 矢 势 A 的 展 式 中 也 要 出 现 外 ,而且 正好 与 态 密度 中 的 9 消去 句 ,最 后 得 出 


与 经 典 理论 一 致 的 结果 . 

我 们 仍 先 考虑 介质 是 无 限 的 情况 .虽然 原子 辆 射出 来 的 光 场 是 向 外 传播 的 球 
面 波 ,但 在 求 辐射 原子 与 光 场 的 耦合 常数 时 [ 见 下 文 (C. 24) 式 处 ], 所 用 的 光 场 函 
数 应 为 球面 驻 波 ,道理 与 8 4.2 中 计算 多 极 辐射 的 S 矩阵 元 时 的 一 样 . 因此 下 面 的 
任务 首先 是 求 出 介质 带 有 昂 萨 格 腔 的 电 偶 极 场 驻 波 模 ( 它 是 归 一 化 的 , 归 一 化 的 体 
积 设 为 半径 等 于 R 的 大 球 ) ,然后 再 通过 计算 原子 与 这 种 驻 波 模 的 耦合 来 求 出 其 
贺 射 率 . 

色散 介质 中 电磁 场 的 模 函 数 在 文献 [6] 中 曾 讨论 过 . 对 于 与 原子 相 耦 合 的 电 偶 
极 场 ,其 磁场 强度 可 写成 (参见 文献 [3]) 


3 
B(x) = |— f(r) Yio(0, 9). (C.17) 
Recz|1+ 且 各 | 
2e dw 


此 式 对 小 腔 外 和 小 腔 内 都 可 采用 ,其 中 皆 取 介质 的 介 电 常数 ,只 是 f(r) 将 由 不 
同 的 函数 表示 ,在 腔 内 ,由 于 场 在 原点 为 有 限 值 故 有 
filr)= aj(kr), r<ro, (C. 18a) 


其 中 = 所 ,ca 为 待定 常数 .在 昂 萨 格 腔 外 ,gi() 的 形式 为 
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filr) = 3 [eh (4 ) -eho(k7)], r>ro. (C. 18b) 


其 中 四 = Ve i (RE7) 和 hi2 (RE7) 为 第 一 类 和 第 二 类 一 阶 球 汉 克 尔 函 数 ,0 亦 为 
待定 常数 .(C. 18b) 式 在 远 处 (kr 污 1) 符 合 渐 近 行为 的 要 求 '1 
fi(r) sin(k'r + 0). (C.19) 


附带 指出 昂 萨 格 腔 的 体积 很 小 , 腔 内 场 对 归 一 化 积分 的 贡献 可 以 忽略 不 计 , 但 对 计 
算 原 子 与 电 侦 极 模 的 看 合 系数 它 却 是 关键 性 的 . 

通过 磁场 强度 可 求 出 相应 的 电场 强度 . 在 腔 面 上 电场 和 磁场 切 向 分 量 的 连续 
性 给 出 下 面 的 边 值 关系 


aji(a) = [eh (a’) - eh” (a’)], (C.20a) 
aji(a) + agoj' (a) = [eh (a’) ~ eh (a’)] 
十 7 Le h(a’) — eh (a’)]. (C. 20b) 
其 中 a 和 a 由 (C.12) 式 所 定义 .从 (C.20a) 和 (C.20b) 式 即 可 定 出 a 和 0. 


为 计算 辐射 率 我 们 只 需 知道 腔 内 场 ， 因而 只 需 知道 a ,在 a<<1 和 a < 和 1 情 
况 下 ,从 (C.20) 式 解 出 的 结果 为 


3vYe 
a = 效 ne (C.21) 
于 是 在 原点 附近 即 原子 所 在 处 
fi(r) = a 也 kr |= je Fe Tr (C.22) 


再 来 看 原子 在 带 有 昂 桩 格 腔 的 介质 中 的 辐射 . 
求 出 了 电 偶 极 场 驻 波 模 的 磁场 强度 B(x) 后 , 即 可 求 出 相应 的 天 势 A(x), 表 
代入 (4.1.8) 式 


让 (5) =— | $1(x,t) v9 (x,1) :A (x,t)d x, (C.23) 
就 得 出 原子 由 能 级 2 跃迁 到 能 级 1 的 电 偶 极 辐射 的 耦合 系数 
g00 =— 8 (x) V8 (x) + A (x)Fz, (C.24) 


其 中 g 和 A 的 上 标 代表 (,j =1) .发射 一 个 光子 到 (1) 模 的 坚 迁 概率 即 为 [参见 
(4.1.30) 式 | 

w(w) = 2x | gkl) [8(w — wo). - (C.25) 

(C.24) 式 的 积分 范围 为 原子 的 体积 , 故 A*? (x) 应 取 昂 萨 格 腔 中 的 值 ,因而 
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与 参数 a 相 联 系 . 
以 上 是 对 单个 模 计算 的 结果 . 如 设 光子 模 的 谱 密 度 为 o(w), 则 将 它 乘 到 ww 上 
再 对 w 积分 即 可 求 出 光子 的 总 放射 率 . 当归 一 化 球面 的 半径 R 取得 比 X 大 得 多 


时 ,允许 的 半 波 长 取 值 近似 为 R/ 人 个, 即 模 数 N=2R/X ,再 由 


2rc 
的 
得 出 谱 密 度 为 
p(w) = 他 = vel(1 + 如 与 ) (C.26) 
于 是 光子 的 总 放射 率 为 


Rye d 
W -= | ww)p(w)de — 2x | ge1) 12 十 基 至 


包 一 00 


由 此 可 见 ,通过 4 (x) 带 到 |g* 1? 下 的 国 子 - 


+ 二 正好 与 多 中 又 出 现 的 


+ 
(1 + 莽 台 ) 消 去 ， 使 得 最 终结 果 中 并 不 出 现 9 
利用 (C.21) 式 所 求 出 的 a 值 , 最 后 得 
W = 全 VEW (C.27) 
于 是 同样 求 出 
fem = Fe (C.28) 


与 前 面 求 出 的 经 典 结果 一 致 ,也 就 是 与 昂 萨 格 的 值 一 致 

以 上 考虑 的 是 介质 充满 整个 空间 的 情形 ,如 果 是 一 个 有 限 体积 的 介质 球 , 昂 萨 
格 腔 位 于 其 中 心 .得 出 的 fi 仍然 与 (C.28) 式 相同 中 ， 

我 们 看 到 ,量子 处 理 与 经 典 处 理 有 很 大 的 差别 .在 经 典 处 理 中 直接 计算 的 是 位 
于 昂 萨 格 腔 中 原子 所 产生 的 行 波 电磁 场 ,再 由 它 在 远 区 的 值 计算 的 向 外 的 能 流 值 
来 给 出 原子 的 辐射 率 . 而 在 量子 理论 中 ,计算 的 是 带 有 昂 萨 克 腔 介质 (无 限 或 有 限 ) 
情况 下 电 偶 极 驻 波 模 的 函数 (该 模 的 远 区 值 由 归 一 化 条 件 确定 ,与 原子 的 辐射 强 弱 
无 关 ) .而 原子 的 辐射 率 由 其 牙 迁 电流 与 该 模 的 耦合 确定 ,因此 只 与 该 模 在 昂 萨 格 
腔 内 的 值 有 关 . 

从 以 上 说 明 可 见 , 从 这 两 种 处 理 得 出 同样 的 结果 并 不 是 平凡 的 事 . 


附 了 录 .425. 


参考 文献 
L Onsager, J Am. Chem Soc. 58:1486,1936 
AR von Hippel. Dielectrics and Waves. New York: Wiley, 1954 
Changqi Cao, Wei Long and Hui Cao. Phys Lett A. 232:13 ,1997 
Cao Changdi, Cao Hui(H. Cao)and Long Wei. J Phys B. 28:5343,1995 
PW Milonni. ] Mod Opt. 42:1991,1995 
G Nienhuis and C Th. J Alkemade, Physica 81c:181 ,1976 


D 原子 集合 的 相干 态 和 全 纯 表 象 


不 仅 光 场 有 相干 态 ,集中 在 小 区 域 ( 其 尺度 比 c/wo 小 得 多 ,其 中 wo 为 原子 的 
工作 频率 ) 的 二 能 级 原子 集合 亦 有 相干 态 , 它 具 有 与 光 场 相干 态 相 似 的 性 质 .该 态 
也 相当 于 自 旋 相干 态 .我 们 将 对 这 种 状态 进行 介绍 ,并 用 它 来 求解 原子 集合 与 经 典 
外 场 相 作用 的 主 方程 .最 后 还 将 它 推广 到 多 能 级 原子 集合 的 情况. 


1. 二 能 级 原子 集合 的 相干 态 


大 量 相同 的 二 能 级 原子 集合 与 单 模 光 场 有 着 许多 相似 性 . 首先 我 们 来 看 
这 种 原子 集合 的 能 量 .如 果 每 个 原子 上 、 下 能 级 的 能 量 差 为 foo ,原子 总 数 为 N, 则 
该 原子 集合 的 能 量 可 取 为 (原子 下 能 级 能 量 设 为 零 ) 
0, fiwo ,2fwo, 3hwo, ,NAcwo. 
对 比 于 单 模 光 场 的 能 量 取 什 


OO Wn DD DD 


0, fiw ,2fw ,3fiw ,…， 

(其 中 w 为 该 光 场 的 频率 ) ,我 们 看 到 两 者 的 相似 性 ,差别 只 是 原子 集合 的 能 量 存 
在 一 个 上 限 .但 当 此 上 限 比 所 涉及 过 程 的 能 量 大 得 多 时 , 它 的 存在 将 不 重要 .如 果 
原子 集合 又 处 于 全 对 称 状态 (例如 全 体 原 子 初始 时 都 处 于 基态 ,并 集中 在 一 个 小 范 
围 内 ,此 小 范围 的 尺度 比 与 原子 作用 的 光 场 波长 小 得 多 , 则 作用 后 任何 时 刻 该 原子 
集合 都 将 处 于 全 对 称 状 态 ) ,那么 对 应 于 每 个 能 级 nfiwo ,就 只 有 一 个 状态 , 那 就 与 
单 模 光 场 更 加 对 应 了 . 

对 于 单 模 光 场 , 除 了 福 克 态 ( 即 光子 数 本 征 态 )|n) 以 外 ,还 有 男 一 类 重要 的 状 
态 一 一 相干 态 |a). 它 是 不 同 光 子 数 态 的 某 种 相干 倒 加 [参见 (5.2.6) 和 (5.2.7) 
式 |: 

| wy》 = ee 2 和 | n= ei re | 0). (D.1) 

该 态 也 可 以 通过 对 真空 态 |07 的 一 个 么 正 变换 得 出 [参见 (5.2.8) 式 ]: 
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人 十 x 八 、 

a ~a 4 1 0). (D.2) 
20 世纪 70 年 代 初 ,Arecchi 等 中 指出 ,对 于 二 能 级 原子 集合 也 可 引入 原子 相干 

态 |B8). 在 此 我 们 只 限于 讨论 原子 状态 为 全 对 称 的 情况 ,这 时 


| ao》 一 ee 


| B82 = me | 0)， (D.3) 

(1+ 1B 上?)- 吕 为 归 一 化 因子 ,10) 代 表 该 原子 集合 的 基态 ( 即 所 有 N 个 原子 都 处 
于 下 能 级 的 状态 10, N) ,其 中 0,N 分 别 代 表 上 、 下 能 级 的 原子 数 )， 

2 = 29， (D.4) 


(7) 
;中 为 第 j 个 原子 的 能 级 升迁 算 符 ,在 二 维 表象 中 即 为 [” 0】 ， 人 ,可 称 为 该 原 


子 集合 的 能 级 升迁 算 符 ,与 光 场 的 at 相对 应 ,这 样 (D.3) 就 与 (D.1) 后 一 表达 式 相 


似 
人) 10) = TR 1 m) (D.5) 


(其 中 |mx) 为 | m ,NN 一 区) 的 简写 , 亦 即 代表 能 量 为 mftwo 的 原子 态 ) ,我 们 可 将 
(D.3) 式 化 成 各 个 | 和 


Nim! 
8) = CE N= mje | (D.6) 


它 与 (D.1) 中 第 一 等 式 相对 应 ,主要 的 差别 是 此 级 数 只 有 有 限 项 

己 光 场 相干 态 相 似 ,原子 相干 态 18) 与 18)(B' 关 68) 彼此 不 正 交 , 但 全 体 | 8) 
(在 全 对 称 的 状态 空间 中 ) 构 成 完备 集 , 即 单位 算 符 可 用 原子 相干 态 的 投影 算 符 来 
展开 . 


N+1 dp 
元 | A 7 
于 是 任何 全 对 称 的 原子 集合 态 | 了) 可 以 用 |B8) 来 展开 ,结果 为 
_N+1 dB _N+1 dB ， 
Dy BN) = | wf(8" ) 18), 


(D. 8) 

其 中 f(8” ) 寺 (1+ 18|*)Y《B| 了 ), 按 (D.6) 式 它 为 8* 的 NN 阶 多 项 式 .不 难 证 明 

| 了) 与 多 项 式 f(B* ) 一 一 对 应 ,从 而 f(B* ) 可 作为 | 了) 的 一 种 表示 , 亦 称 为 全 纯 表 
示 纪 . 

同样 原子 集合 的 任 一 个 算 符 个 亦 可 用 a* 和 8 的 全 纯 函 数 T(a” , 8) 来 表 
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示 趾 , 它 具 有 二 元 多 项 式 的 形式 :了 (a* ,8)= 21Tooa "8 ,而 


和 ~ (N+) de dB 


(D.9) 
Puri 和 Lawande3 曾 求解 过 二 能 级 原子 集合 与 经 典 外 场 相互 作用 的 主 方程 


0=— iQ[S,+ $ ,0]+7y[22 25,- 08,3-3 3,p]. (D.10) 


我 们 也 可 以 用 全 纯 表示 来 求 上 述 主 方程 的 解 ”. 采 用 全 纯 表示 后 ,上 述 主 方程 可 化 
成 o 的 全 纯 表 示 o(e ” ,8) 满 足 的 一 个 偶 微 分 方程 : 


ote 
+ (c.c. 并 且 a=>8B). (D.11) 
其 稳 恒 解 可 表示 为 多 项 式 
o(o ,BbB) = >om(o )"P'. (D. 12) 


将 它 代入 (D.11) 式 并 令 子 pla” ,8) =0, 即 可 得 出 pm 的 一 个 递 推 关系 式 加 
(N—-m+1)(N— n+1)p,1,n1 1 (CN — m+ 1)pn1,n 


—(N—n)(n+1)p,,, 十 i +1)pwni+(c.c. 并 有 nm) = 0. 


(D.13) 
由 此 即 可 解 出 
_ (NOD)’i”™” po 
(Nn)!(N- m)! (号 ] 
其 中 oo 可 通过 归 一 化 条 件 确定 . 


二 能 级 原子 集合 的 相干 态 也 相当 于 自 旋 相 干 态 . 设 有 N 个 自 施 为 元 的 粒 


(D. 14) 


子 . 当 每 个 粒子 的 ;, 都 为 -性 时 ,总 的 S. 即 为 分 .这 时 (| (Si, $;, S$)1)= 


(0,0, -分 )- 这 一 自 旋 指 向 负 = 轴 的 态 将 记 作 19=0,p =0). 即 9 为 从 负 z 轴 计 


量 的 倾角 . 
任意 方向 的 |19,9) 可 通过 图 1 中 的 轴 n 将 10,0) 态 转动 一 个 角度 0 得 到 
gp》 = ,10,0) (D.15) 
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该 轴 ”位 于 zy 平面 中 , 它 与 = 轴 间 的 角度 
为 p 一 至 .不 难看 出 原来 指向 负 z 轴 方 向 的 


(S) 在 通过 n 轴 旋 转 9 角 后 ,其 方向 角 即 为 
” (x 一 90,9), 因 为 ($) 为 三 维 空间 中 的 矢量 . 
n 按照 (1.4.2) 式 ， 


9 一 之 人 i(n: $ )0 i0($ sno-$ 
2 Ro,, © ns) 一 iO(S sing- ycos9) ， 


_. (D.16) 
图 D.1 旋转 轴 m 的 示意 图 


[1] 
(n 在 志平 面 中 ) 并 可 号 成 、 
Rs, =e*+* ?-, (D.17) 
其 中 
£ = F300™, S,= S$, +iS,. (D. 18) 
再 通过 角 动 量 的 拆 解 中 ,可 将 及 化 成 
R,, -一 er S | eln(l+ir | 2)]S zr S ， 7 二 tan 30e”, (D. 19) 


将 此 式 代入 (D.15) 式 ,并 注意 到 $,10,0> = -人 10.0> 


csS- |0,0) = @ St+ Fr 82+ ol 0,0》= | 0,0)， 


[in(1+1r1’)]S, 1 @ 
e 10,0)》 = (TTT TAN5 | 0,0)， (D. 20) 
即 得 出 
一 


这 里 的 3 sa 3, OD 15) 式 所 定义 的 |9, py 就 相 
当 于 (D.3) 式 所 定义 的 原子 相干 态 | r ,而 10,0) 就 相当 于 (D.3) 式 中 的 |0). 通 过 这 
里 的 讨论 ,我 们 进一步 看 到 |z) 与 10) 之 间 也 是 么 正 变 换 关系 . 因 (D. 17) 式 表明 原 
子 相干 态 |z) 


| rr) = et $. | 0), (D.22) 


”推导 (D.20) 第 二 式 时 ,要 利用 $,10.0> = Ey 10,0> .于 是 ear)73。|10,0> = 


(eS ， ) + et) 10,0) = (er Nz )nli+ 1el?) 10,0>. 
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此 式 与 光子 相干 态 中 的 (D.2) 式 相对 应 . 只 是 这 里 z 与 有 比较 复杂 的 关系 (参见 
(D.18) 和 (D.19) 式 ). 

原子 相干 态 与 光 场 相干 态 另 一 个 相似 点 在 于 三 个 算 符 $, ,S$,,S, 在 |r) 中 期 
望 值 丝 不 为 零 : 


《Cr | (S,,S,,S,) | r》 = 分 (singcosg,sinbsing， 一 cosO ) . (D.23) 


此 式 与 光 场 相干 态 中 的 (a|a,a')1a) = (a,a"* ) 相 应 , 它 还 表明 |r) 具 有 宏观 的 自 
旋 角 动量 . 

在 $5.6 中 ,我 们 曾 阑 明 纯 态 的 经 典 电流 所 产生 的 量子 光 场 为 相干 态 光 场 . 同 
样 可 以 证 明 纯 态 的 经 典 光 场 将 激发 出 位 于 小 范围 ( 比 光 场 波长 小 得 多 ) 内 的 原子 集 
合 的 相干 态 . 


2. 多 能 级 原子 集合 的 相干 态 


采用 原子 相干 态 表象 对 于 处 理 原 子 集体 与 光 场 的 相互 作用 过 程 具有 它 的 方便 
性 5.9 .但 上 述 原子 相干 态 只 限于 二 能 级 原子 集合 , 而 许多 光学 过 程 涉及 三 能 级 或 
更 多 能 级 原子 的 集合 ,例如 三 能 级 原子 集合 的 级 联 超 荧光 或 三 能 级 (四 能 级 ) 原 子 
超 辐射 激光 器 ,为 此 在 文献 [2] 中 把 原子 相干 态 的 理论 推广 到 了 多 能 级 原子 的 情 
况 . 

首先 我 们 考虑 N 个 三 能 级 原子 的 集合 ,仍然 设 它们 处 于 全 对 称 的 状态 ,在 福 
克 表 象 中 ,此 全 对 称 态 可 写成 | n3 ,n,n1), 其 中 的 wa ,mn 和 ni 分 别 代表 处 于 上 
能 级 ,中 能 级 和 下 能 级 的 原子 数 . 因为 原子 总 数 是 有 限 的 ,我 们 也 可 从 能 量 最 高 的 
状态 |N,0,0) 开 始 ,通过 重复 运用 算 符 Sj 和 Sw, 算 符 来 得 到 |N 一 m,m 一 n,n》 


的 态 : 


和信 入 17]7 1 177 1 
S%S% 1 N,0,0) = RN ml IN-m,m—n,n). 


(D.24) 
0 过 nm 三 NN. 
算 符 $, 作用 到 任意 态 | na ,ma ,zi ?上 的 结果 如 下 : 
Sj | naynasni) = Vnsns 十 1) | ms 一 1,72 十 1,7217》， 
Sy | nasnoni) = Vnns tI) lnst+1,n -1,n),  (D.25) 
Sy | nsynasni) = Vn nt+1) | n,n —1,ni +1), 


在 此 全 对 称 的 子 空间 中 ,三 能 级 原子 集合 的 相干 态 定义 如 下 ”: 
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la,pB) = Ta me ees | N,0,0). 
参数 a,B 的 意义 可 通过 三 个 能 级 上 的 平均 原子 数 (ns),《n,) 和 (n,) 间 的 比例 以 
及 (Sy ) 和 ( Sz) 的 辐 角 来 显示 : 
Cn3) 1: (na) :mm)=1:ilal :lal?181. 


和 和 (D. 26) 
Q 一 aig\Sa 一 aig( S71). 
上 式 中 的 期 待 值 都 是 对 态 | c ,8 来 采取 的 . 
像 二 能 级 原子 集合 的 相干 态 一 样 ,不 同 的 | c ,8) 态 之 间 并 不 正 交 . 
(a,Bla’,P) = [1 +Ia zi pt Be + 8 [7)]™? 
(D.27) 


但 它们 也 构成 完备 集 (在 全 对 称 的 子 空间 中 ) ,因为 单位 矩阵 可 用 |w ,8(w ,8| 来 展 
开 , 我 们 得 出 的 结果 是 * 
1 = N+ DIN + | da 


2 
| a | 


d BTTT a rar) ,Ba,Bl. 

(D.28) 
像 二 能 级 原子 相干 态 一 样 ,| a , 8) 实际 上 构成 超 完 备 整 合 . 这 种 超 完备 性 使 得 我 们 
将 相当 广泛 的 密度 算 符 o 写 成 对 角 表示 : 


p= |dad pp(a,B) | a,B)(a,Bl. (D.29) 


其 中 的 权重 函数 P(a,8) 可 看 作为 准 概率 密度 , 它 是 实数 但 不 是 正定 的 ,与 全 纯 表 
不 不 同 , P(a,B6) 并 非 其 宗 量 的 解析 函数 . 

以 上 结 东 不 难 推广 到 更 多 能 级 原子 的 情况 ,例如 对 于 四 能 级 原子 集合 的 全 对 
称 状态 ,相干 态 的 定义 为 * 


1 八 信 A 
| a,B,Y) = ra ra ri ay ae ” ?2e 2e 5a4 | N000). 


(D. 30) 
而 单位 矩阵 的 展开 式 为 
1 _(N+ DN 2)(N+ aadpdy 
lal 1181 
[1+1a | 十 | al | 十 | aBy 上 a,B,Y) a,B,Y . (D.31) 


下 面 我 们 再 来 考察 三 能 级 原子 情况 的 全 纯 表示 ,采用 全 纯 表示 后 , 一 个 状态 可 
用 二 元 的 多 项 式 表示 ,而 主 方程 可 化 为 偏 微分 方程 
在 全 对 称 的 子 空间 中 ,三 能 级 原子 集合 的 状态 | 了) 可 用 相干 态 |a, 8) 展开 为 中 
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_(N+1)(N +2) | a | 
= | pe ,8 ) | a,B) 
(D. 32) 
其 中 
Fo ,8B )= > fma’'™B’", 0Zn<m<N (D. 33) 


为 二 元 的 多 项 式 , 系 数 f ,与 (N 一 m,m 一 n,n| 了 ) 相 联系 : 


Fa ,8 ) 亦 由 | 有) 惟一 地 确定 : 
fla’,B*)= [1+t+lal? +| a Ja8 1 7). (D. 35) 


示 . 


同样 算 符 下 可 表示 为 
个 _(N+1) (N+2) | a 
区 [1+la 二 ap 


la |* # px J/ , 
“Tr Pag rs ,有 CQ ,PB ) | a ,Bla ,PB | ， (D. 36) 


其 中 
T(a”,B*,a’ ,8B ) = Ta “8 as ,0Anm<N,0<LZESN. 
(D. 37a) 
为 四 元 的 多 项 式 ,系数 Tw 由 《N 一 m,m 一 n,n| 个 |N 一 ,kk 一 1,7) 决 定 
人 = [mr TEL TEL 
m m)l nl(m—n)!l EI(N — Ek)! 11I(kR— 71)! 
XN—m,m—n,nl| TIN-k,k-1,1), (D. 37b) 
T(a” ,B" ,a ,8 ) 称 为 算 符 的 全 纯 表示 . 
如 采 算 符 了 为 两 个 算 符 TT 和 工 , 的 乘积 , 即 
个 = 个) 个 (D. 38) 
则 有 
Ta ,Bsa B) = 站 全 ea 


x Ti(a ;8 ,A ,0)T (A ,0o ,a ,8B ). (D. 39) 
而 若 |g) 等 于 个 | 了) ,相应 的 全 纯 表示 间 的 关系 即 为 
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(N+ 1)(N :2| la |*da' dB 
x [LE+lo [+lop 1 


x T(a* ,8 ,a’ ,8B )f(a’,B). (D. 40) 


gla ,8 ) = 
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E 半导体 微 腔 QED 激 子 的 概念 和 局 域 激 子 的 共振 严 光 


半导体 微 腔 QED( 量 子 电动 力学 ) 即 半导体 微 腔 量子 光学 0, 是 固体 物理 和 量 
子 光学 的 交叉 学 科 . 微 腔 可 以 禁 式 或 增强 其 中 辐射 体 的 辐射 过 程 ; 微 腔 中 离散 模 间 
的 间隔 较 大 , 当 辐 射 体 的 辐射 频率 与 腔 模 的 频率 不 同时 ,其 自发 辐射 即 被 禁 戒 ,而 
当 其 辐射 频率 与 菜 腔 模 频率 一 致 时 ,其 焰 合 常数 又 可 以 变 得 很 大 (因为 一 个 光子 所 
对 应 的 腔 场 强度 与 -元 成 下 比 .参见 $6.2 节 前 言 ). 另外 光子 从 腔 中 逸 出 的 损 
耗 率 也 增 大 ,因为 单位 时 间 内 光子 在 腔 的 两 壁 之 间 来 回 返 射 的 次 数 增多 .通常 需要 
采取 特殊 的 措施 来 得 到 Q 值 较 大 的 腔 ( 如 腔 镜 采用 多 层 布拉格 反射 镜 一 一 DBR， 
或 光 场 采用 圆 盘 腔 中 的 回音 廊 模 , 它 利用 全 反射 效应 来 获得 大 的 Q 值 ). 这 类 微 腔 
的 制作 需要 十 分 精细 的 近代 技术 才能 完成 . 当 微 腔 的 Q 值 很 大 时 ,辐射 体 自 发 辐 
射出 来 的 光子 可 能 在 逸 出 微 腔 以 前 又 被 辐射 体 吸收 ,形成 拉 比 振荡 .由 于 这 时 没有 
外 场 存 在 ,故常 称 为 真空 拉 比 振荡 ， 

在 半导体 中 可 与 光子 相互 作用 的 除了 自由 电子 和 陷 空 穴 以 外 ,还 有 两 者 的 束 
缚 态 一 一 激 子 . 它 可 以 游 动 在 整个 半导体 中 (除了 被 隔 俘 的 以 外 ). 激 子 的 概念 是 
20 世纪 30 年 代 由 弗 仑 克 尔 (Frenkel) , 派 尔 斯 (Peierls) 和 万 尼 尔 (Wannier) 提 出 来 
的 . 当时 是 为 了 解释 绝缘 体 具 有 能 力 吸收 线 状 频谱 光波 的 问题 .但 到 五 六 十 年 代 激 
子 的 概念 才 受 到 广泛 的 注意 ,并 发 现在 各 类 固体 中 它 都 起 着 作用 . 

半导体 中 自由 激 子 与 光子 的 作用 有 两 个 特点 : 

(1) 它 与 光子 的 耦合 常数 与 晶体 中 格 点 总 数 的 平方 根 成 正比 ,因而 比 单个 格 点 


OO nD 天 


@ ”其 特点 是 :耦合 常数 可 以 比 腔 的 耗 散 常数 大 .这 种 情况 将 称 为 强 耦合 体式 . 
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原子 与 光子 的 耦合 强 得 多 .这 使 得 激 子 与 光子 的 作用 过 程 受 到 更 多 的 注意 . 

(2) 它 与 光子 的 耦合 又 受到 方向 的 限制 , 即 两 者 的 波 矢 要 匹配 ， 

所 谓 的 “ 激 子 的 辐射 并 非 指 激 子 发 射出 一 个 光子 ,而 是 指 它 转化 为 光子 . 当然 
光子 在 半导体 中 也 能 转化 成 激 子 .这 种 相互 转化 还 可 以 形成 一 种 定 态 , 它 是 一 个 光 
子 态 和 一 个 激 子 态 的 相干 又 加 , 称 作 ( 激 子 型 的 ) 极 化 激 元 (polariton). 

半导体 光学 器 件 由 于 体积 小 . 易 抽 运 ( 电 泵 ) ,损耗 低 , 故 适用 于 大 规模 集成 光 
电路 ,具有 重要 的 应 用 前 景 ,半导体 量子 光学 又 是 交叉 学 科 ,具有 广泛 的 研究 课题 ， 
值得 量子 光学 工作 者 注意 . 

1. 激 子 与 光子 的 耦合 常数 


为 简单 起 见 , 我 们 考虑 “平板 形 立 方 品格 "晶体 中 垂直 板 面 运动 的 弗 仑 克 尔 激 
子 . 设 品格 共有 N 层 , 吊 格 原子 具有 二 个 能 级 , 弗 仑 克 尔 激 子 与 通常 二 能 级 原子 激 
发 态 的 差别 在 于 : 品 体 中 原子 互相 紧 靠 ,由 于 原子 间 的 相互 作用 , 任 一 个 原子 的 激 
发 可 以 容易 地 转移 到 邻接 的 原子 上 ,形成 激发 态 在 晶体 中 的 移动 .激发 能 转移 的 方 
问 就 是 激 子 的 运动 方向 . 当 激 子 运动 方向 与 晶 板 垂直 时 ,最 有 利于 向 晶 板 外 辐射 光 
子 . 

垂直 于 品 板 转移 的 激发 原子 与 光子 相互 作用 的 哈密 顿 量 (未 作 旋 波 近 似 ) 为 


Hs;, 一 > SG Bl [age™ 十 ale i ] + h.c. ， (E.1) 
qd,] Ll,n 


其 中 a 为 晶 格 常数 ,7 为 层 指标 , ”为 该 层 中 晶 格 位 置 指标 , Bb, 为 1 层 n 格 点 的 激 
发 算 符 ,Bj 为 1 层 n 格 点 的 退 激 算 符 ,a。 和 at 为 光子 的 发 射 和 吸收 算 符 , G, 为 光 
子 与 唱 格 原子 的 耦合 常数 , 它 可 表示 为 


27c1 
Gs =A/ Viacd “eg, (E.2) 


其 中 wo 为 格 点 原子 的 跃迁 频率 ,d 为 相应 的 牙 迁 电 偶 极 矩 . V 为 光子 的 归 一 化 体 
积 , 品 板 位 置 取 在 它 的 中 间 部 位 如 图 1 所 示 . 

当 激 发 的 浓度 低 时 , B 和 BY 在 统计 的 意义 上 满足 对 易 
关系 


[By (z), Ble ] = 9z6w (E.3) 
行 定义 第 / 层 的 集体 激发 算 符 为 
八 1 八 
B = FF 2B, (E.4) 图 1 蝇 板 和 光子 


和 和 的 归 一 化 体积 V 
其 中 Ns 为 每 个 层面 中 晶 格 格 点 总 数 , 则 B, (zt) 和 Bi(z) 满 


足 的 对 易 关 系 为 
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[六 (z) ,BCt)] = 8v (E.5) 
H,, = V Ns 2 SG,Bila, 十 a_，]eimw + h.c.. (E.6) 
定义 “运动 方向 与 平板 垂直 的 "自由 弗 仑 克 尔 激 子 算 符 各,(z) 为 
B,(z) = De "Ble), (E.7) 
其 中 NN 为 晶体 中 总 的 层 数 ,而 的 取 值 为 
2xm 1 1 1 
k= m= 5(N-1), -5(N-3),.,5(N-1). (E.8) 


这 样 ,对 于 每 个 值 都 存在 一 个 相应 的 一 k,(E.7) 式 中 1 的 取 值 亦 为 - 方 CN - 
DN-1). 
不 难得 出 激 子 算 符 满足 玻 色 子 的 对 易 关系 

[B,C2), Br (2)] = Ou. (E.9) 


当 平板 晶体 的 层面 很 大 时 ,光子 的 波 矢 9 亦 将 与 平板 垂直 .这 时 (E.6) 式 所 表示 的 
Hs, 可 用 自由 运动 的 激 子 算 符 改 写成 


H(t) = #2) DGPO(g -pags(t) + aty(z)]LB.,() + Bt(z)], 


(E.10) 
其 中 
.1 
snsN(g— k)a 
O(g—k)= De -1 一 所 -一 一 一 (E.11) 
人 sin 7 (4 — k)a 

Gy = VNiG,, Nr = NNs. (E.12) 

O(9-- 月 Nz 为 晶体 中 格 点 的 总 数 . 
以 上 结果 告诉 我 们 目 由 激 子 与 光子 的 耦合 
2 常数 GW 与 整个 晶 板 中 的 格 点 总 数 Nz 的 平方 根 


,成 正比 .因此 一 般 来 说 它 要 比 Gs 大 得 多 . 另外 ， 
因子 O(g -&) 当 gq = 时 为 1. 如 果 层 数 N 为 一 
大 数 , 则 随 着 | g -| 的 增 大 它 迅 速 下 降 , 当 


图 2 函数 O(g -k) 的 图 形 。 19 -| 达到 < 时 降 到 零 ,随后 并 振 葛 状 地 衰减 
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当 六 足够 大 时 ,等 式 gq = 将 成 立 . 
在 gq 与 大 方向 不 同 的 一 般 情 况 下 , (E.10) 式 即 推广 为 


H(t) = kVNr >) >)Go0(qg ~ Rlaolt) + ato (tIB-() TCD) 
(E. 13) 
其 中 O(gqg 一 k)= 局 > em,(E.13) 式 不 仅 对 弗 仑 克 尔 激 子 成 立 ,对 万 尼 尔 激 
子 亦 成 立 ,只 是 在 万 尼 尔 激 子 情况 G, 与 电子 - 空 穴 相 对 运动 的 波 函 数 p(x) 有 关 ， 
粗略 地 说 
G, = ym EAC A es (E.14) 
其 中 Go (x) 可 看 作 “ 相 互 距离 为 x 的 电子 和 空 穴 ” 与 (qj ) 光 子 的 斐 合 常数 , 它 也 可 
以 通过 “ 价 带 中 的 电子 与 光子 作用 而 跃迁 到 导 带 ”的 大 合 常数 更 确切 地 表述 出 来 
( 脚 标 v,c 代表 价 带 和 导 带 .由 于 价 带 基 本 上 是 占 满 的 而 导 带 基本 上 是 空 的 ,我 们 
将 只 考虑 电子 从 价 带 到 导 带 的 跃迁 ). 

(E.13) 式 正如 本 附录 前 言 中 所 述 ,光子 与 自由 激 子 的 看 合 常数 与 晶体 中 格 点 
总 数 Nz 的 平方 根 成 正比 ,但 对 给 定 的 激 子 波 矢 大 ,耦合 光子 的 g 限制 在 一 个 较 小 
的 范围 内 ,如 O(g -kk) 表 示 . 如果 晶体 很 大 ,gq 就 基本 上 与 相等 .有 关 万 尼 尔 激 
子 与 光子 的 吝 ,. 我 们 将 在 下 面 小 字 部 分 作 进一步 讨论 ， 

以 上 结果 表明 自由 激 子 与 光子 之 间 的 耦合 具有 合作 的 性 质 ,但 与 原子 集合 的 
超 辐 射 (聚集 在 小 范围 内 的 N 个 原子 的 合作 辐射 ,参见 附录 F) 不 同 ; 由 于 自由 激 
子 转化 成 的 光子 具有 很 小 的 相 空 间 , 它 可 容易 地 又 转化 回 到 激 子 ,因此 激 子 的 “ 辐 
射 "过 程 需要 特殊 处 理 ( 见 附录 下 ). , 

这 里 我 们 将 直接 讨论 自由 万 尼 尔 激 子 与 光子 的 H; ,并 将 其 耦合 常数 与 电子 和 光子 间 的 耦 
合 常数 相 比 较 . 

电子 在 晶体 内 的 周期 场 中 运动 的 波 函 数 通常 用 布 洛 赫 函数 Be” (x) 和 Bi (x) 来 表示 ,其 

中 上 标 v 和 < 分 别 表示 价 带 ( 满 带 ) 和 导 带 ( 空 带 ) ,下 面 统 一 地 用 a 表示 ,它们 为 晶 格 的 周期 函 


1 (ov 已 行 ， ik°x 
数 (x) 与 行 波 因子 e“ 的 乘积 


1 


B(x) = J (x), (E.15) 
T 


u(x) 是 在 唱 胞 范围 内 归 一 的 
| ub xu (x)Pz = 1. (E.16) 


除 布 洛 赫 函 数 外 ,还 有 一 类 定 域 在 各 个 格 点 ”附近 的 函数 W(x -x ) 同 样 可 构成 晶体 中 
电子 波 函 数 的 完备 集 ,它们 称 为 万 尼 尔 函 数 (注意 它 与 万 尼 尔 激 子 的 波 函 数 不 是 一 回 事 ). 其 定 
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义 为 


W,(x—x,) = kx, BAY (x). (E. 17a) 


1 
J 
需要 指出 的 是 , W(x 一 x, ) 并 非 晶 体 周期 场 中 的 定 态 (能 量 本 征 态 ) 但 构成 正 交 归 一 的 完备 
集 : 


|w: (x— x ) W(x— x )d zr = (E. 17b) 
从 (E.17a) 式 还 可 解 出 
BE’ (x) = i De ™ W,(x — x, )， (E. 18) 


上 式 与 弗 仑 克 尔 激 子 的 (E.7) 和 (E.6) 式 相对 应 .既然 BY? (x) 可 用 W(x 一 x, ) 表 示 出 来 ,晶体 
中 电子 的 任意 状态 自然 也 都 能 用 W(x - x; ) 来 表示 .我 们 将 简单 地 把 x 称 作 电子 的 座位 (或 


座位 中 心 ). 
晶体 中 电子 与 光子 相互 作用 的 哈密 顿 量 为 
六， = 一 | (xz) 0(z) VD x) (E.19) 


车 将 “能 带 a” 的 电子 场 算 符 5,(x) 用 万 尼 尔 函 数 展开 即 
gx) = DW, (x x) by,, 


则 所 得 出 的 算 符 5, 可 看 作 定 域 在 格 点 a 附近 的 a 能 带 中 电子 的 吸收 算 符 .而 (E.19) 式 可 表示 
成 


八 A 八 八 iq -x gj 
Hi = 有 2 > >) Lb bmaye "Gna’ ,na 
a na nag” 


+ bl brate nsGy,, ]. (E.20) 
其 中 
GY na =— sy ere Wi (x— x )er : VW, (x — x,)d xz. (E.21) 
m Vw 


八 


如 果 a 取 v,a 取 c, 则 614.5 代表 价 带 中 座位 在 xz 的 电子 跃迁 到 导 带 中 座位 x, 的 算 符 ， 
也 就 是 通常 所 说 的 电子 - 空 穴 对 的 产生 算 符 ,n “和 标志 电子 和 空 穴 的 座位 ,我 们 可 用 Bt1,, 表示 
它 : 
Bt, = bl,b,. (E.22) 
而 B= 61,6 代表 上 述 电子 - 空 穴 对 的 淹没 算 符 .耦合 常数 亦 简写 成 G2 . 
下 面 来 看 万 尼 尔 激 子 . 万 尼 尔 激 子 为 松 束缚 的 电子 - 空 穴 对 . 设 电子 相对 空 穴 的 波 函 数 为 
9(xw 一 扩 ) ,如 果 用 空 穴 的 座位 代表 激 子 的 座位 , 则 立方 晶体 中 座位 在 x, 的 定 域 万 尼 尔 激 子 的 


产生 算 符 为 
Ct = Va Dpxs x) b=V a Dp(x, — x,)Bt,. (E.23) 


上 式 中 的 系数 由 量 纲要 求 (Ct 应 为 无 量 纲 的 ) 以 及 对 易 关 系 式 
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[C,,C1]=1 (E.24) 
来 确定 . 
在 旋 波 近似 下 ,座位 在 ” 的 定 域 万 尼 尔 激 子 与 光子 的 相互 作用 哈密 顿 量 可 写成 
他 = #5) [CaseomG3 + C,abe ”Gy ], (E.25) 
其 中 耦合 常数 
Gy = Va Dp(xs — za) Gn,. (E.26) 
具有 波 和 撩 的 自由 万 尼子 激 子 可 表示 为 座位 为 n 的 激 子 的 相干 谷 加 : 
Af 1 ix At 
Ci J 二 > C1. (E.27) 
从 上 式 可 反 解 出 
AH 1 ik 入 + 
Ct J 计 27e Ci ， (E.28) 
代 回 (E.25) 式 中 即 得 
fH, = #5 [ClagGs + Crab Gs ]， (E.29) 
其 中 
k 1 i(g-k)ex, n 
Ge J 2 G7 . (上 .30) 
实际 上 Go 一 般 与 ”无关 (除了 靠近 晶体 表面 的 ” 以外) ,因此 上 式 可 近似 成 
G = Vv NrO(g — k)G,. (E. 31) 


此 结果 与 (E.10) 一 (上 .12) 式 一 致 .另外 G。[ 即 (E.30) 式 中 G3 ] 与 电子 -光子 耦合 常数 (更 具体 
地 说 是 价 带电 子 与 光子 作用 而 跃迁 到 导 带 中 去 的 看 合 常数 ) 同 量 级 岂 . 这 就 表明 在 波 矢 匹 配 的 
情况 下 ,自由 万 尼 尔 激 子 与 光子 的 耦合 要 比 自 由 电子 与 光子 耦合 强 得 多 ( 因 O(g 一 Kk) 在 g=k 
时 等 于 1). 


2. 局 域 激 子 的 共振 荧光 


当 激 子 局 域 在 一 个 介 观 大 小 的 晶体 中 时 (注意 局 域 与 定 域 不 同 指 局 限于 ). 它 
将 像 大 原子 那样 在 相干 光 激 励 下 发 出 共振 荧光 . 在 它 仍 可 近似 作为 玻 色 子 的 情况 
下 ,所 发 射 的 共振 荧光 又 具有 自己 的 特点 ”. 

我 们 将 看 到 在 激 子 的 浓度 很 低 时 ,在 辐射 谱 中 将 不 出 现 拉 比 分 裂 ,而 当 激 子 浓 
度 较 高 ,因而 激 子 与 激 子 之 间 的 相互 作用 出 现时 ,其 辐射 谱 在 泵 光 强 度 超过 某 一 临 
界 值 的 情况 下 将 出 现 双 峰 分 裂 ” . 

由 于 荷载 激 子 的 晶体 小 ,故我 们 将 略 去 其 中 激 子 的 行 波 行为 ,简单 地 用 C 和 


@ 在 (E.26) 式 右 方 ,主要 贡献 为 n =n 的 项 , 共 值 即 为 V oz p(0)G8 Ge， 
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C1 来 表示 它 的 吸收 和 产生 算 符 . 激 子 之 间 的 相互 作用 项 即 用 5GGICrCGCG 表 示 , 其 
中 G 为 实数 .按照 8$5.6 第 2 小 节 的 讨论 ,本 来 应 出 现在 系统 状态 矢量 中 的 相干 
光 场 可 取 为 c 数 转移 到 五, 内, 即 在 吾 中 增加 一 项 丢 (Eerim:)Cr 一 (EE* eo0r) 
C ,作用 常数 已 吸收 到 瓦 中 ,于 是 
H= wo CC+ 5GGTCIC C+ 和 (FEGterioo: ~ EFE*C ee%0’) 
+ hoatar + HC dgar + 4C Sgrat. (E.32) 
激 子 运动 的 主 方程 在 马尔 科 夫 近似 下 可 仿照 $6.4 中 对 原子 的 处 理 来 推出 趾 , 其 
结果 为 
9 
元 
其 中 瓦 代表 只 含 激 子 算 符 的 部 分 , 即 
= wo CC+ HGGIGTC C+ih(ECte i — E*Ce%:), (E.34) 
7 为 小 晶体 中 激 子 的 自发 辐射 率 . 
由 于 激 子 为 玻 色 子 , 它 的 密度 算 符 像 光 子 一 样 具有 正 PP 表示 (参见 $5.5 第 5 
小 节 ), 利 用 (5.5.64) 式 , 主 方程 (E.33) 即 可 转化 为 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 . 


p= [A ,0 + 7(2C 00- oC- CiC p). (E.33) 


32P (esB" ,t) = [36 (7 ~ E+2iG0p8') + 天 (六 ~ E* ~ 2iG8?a) 
-有 (iGa’) + 有 (GiGp 2) |P(a,p’ ,£) (E.35) 


其 中 a 和 8B” 为 独立 的 复 变量 .另外 ,我 们 已 经 转换 到 激 子 的 转动 坐标 架 , 即 a 一 
ae “0°,B 一 8 ee 
(E.35) 式 为 非 线 性 的 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 .一 般 情况 下 很 难 求 出 它 的 解析 解 . 
我 们 将 首先 应 用 Ito 规则 ” 将 它 转 化 成 随机 微分 方程 .这 种 转化 是 允许 的 ,因为 在 
正 P 表示 中 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 总 有 半 正 定 的 扩散 矩阵 (参见 $5.5 第 5 小 节 ). 然 
后 再 对 随机 微分 方程 近似 求解 .与 (上 .35) 式 等 价 的 随机 微分 方程 为 可 
2 人 |- [ Ya + E — 2iGa’pB* | 0 0 | 
5 8， -7y8* + E* +2iG8’?a 0 2iGB”*?j\e*)’ 
(E.36) 
其 中 上 和 5 ”为 互相 独立 的 高 斯 型 涨 落 力 (从 而 a 与 8* 并 不 互 为 复 共 恩 ) ,它们 满 
足下 述 条 件 : 
(é€(1)) 一 《5 (1)) = 0， 
EC)5 (£2) = (6 (1)é(t)) = 0， (E.37) 
《ECt)E(t)》 = (EC* (2)E* (2)) = H(t — 1 ). 
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下 面 来 做 近似 处 理 : 假 定 涨 落 力 只 引起 小 的 扰动 ,我 们 先 略 去 它们 来 求 出 a 
和 8 的 常态 解 ve 和 Bo .如 有 果 该 常态 解 是 稳定 的 ( 即 微小 的 扰动 只 引起 状态 微小 
的 变化 ) ,那么 只 需 加 上 & 和 8* 所 引起 的 微小 扰动 ba 和 88” ,就 将 得 出 总 的 a 和 
8 .Sa 和 88 的 方程 在 线性 化 后 为 


2 0 |- y + i4Gao Be i2Ga? | 区 
9t 38 (12)) _i2GB:? yi4GB ao (88* (z) 
, ~ i 论 Gat 0 0 
\ 0 i2GBo” 5 (£) 
ee 1/2 站 
三 一 人 十 也 ， (E. 38) 
6B (z) 5 (£) 
其 中 A 和 也 王 代 表 相 应 的 2x2 矩阵 . 


由 于 稼 态 解 与 涨 落 力 无 关 , 故 B60 即 等 于 au .nn 三 a6b ao 代表 激 子 数 中 的 “ 相 
干部 分 "( 因 ao 对 应 于 (C),). 它 等 于 方程 
3 7 IEL 
nNn ACG? 4G: 一 0 (E. 39) 
的 正 实数 根 (只 有 一 个 ). 另 外 不 难 证 明 常态 解 的 确 是 稳定 的 站 
有 了 以 上 结果 即 可 来 求 激 子 的 共振 荧光 谱 
我 们 用 E(x,) 代 表 小 晶体 外 某 点 x 处 上 时 刻 电场 的 正 频 部 分 , 按 推迟 解 
公式 它 与 :一 工 的 激 子 算 符 C+- 工 成 正比 ,比例 系数 与 x 的 位 置 有 关 . 激 子 所 
发 出 的 光 场 频谱 的 定常 值 T(x,w) 为 


Tco) = 去 加 | (BOC, to) (r,to))e dr. (E.40) 
0 一 CO 


上 式 右 方 取 0 一 oo 是 为 了 达到 定常 态 , 再 利用 人 "xz ,与 CE 人 :一 工 ) 间 的 正比 关 
系 即 得 出 
Trio)a lim| Cl + OC (0))e dr (E.41) 
上 式 右 方 可 以 通过 《8 (rzr)a(0)7 的 傅 里 叶 分 析 给 出 ,结果 为 
| CC + C(t0))e dr =2r(ei oo)a(o) 


T | 8 (tr)Sa(0))e “dr. (E.42) 
(E.42) 式 右 方 第 一 项 为 弹性 散射 的 谱 , 第 二 项 才 是 共振 交 光谱 .通常 定义 谱 函 数 
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矩阵 S(w) 为 
S(w) - 人 | 《Sa(r)8a(0)》 《3a(r)88” (0)) 
”人 《38 (r)8ae(0)》 《386 (rzr)38 (0)) 
S(w) 可 由 (E.38) 式 中 的 A 和 DD 给 出 
S(w) = (A+iwI) D(A' -iwI) . (E.44) 
T 为 单位 矩阵 . 按 (E.42) 式 共振 荧光 谱 I (x,w)[(E. 42) 式 右 方 第 二 项 ], 即 为 
Sa(w). 我 们 再 从 激 子 的 转动 坐标 架 回 到 原来 的 坐标 架 , 结 果 即 得 
8G’n’y 
[7 (wwo) +12G° n°] +47 (ww 一 ao) 
其 中 由 (E.39) 式 的 正 实数 根 给 出 ,其 值 为 


2 4 2 v3 13 2 v3 113 
-| ET LE (7 ) | -| -ET IEl + (过 ) | 
8G5 64G5 \12G 8G5 6467  \1265 


(E.46) 


ce dr. (E.43) 


I?(x,w) cc (E.45) 


车 G=0, 则 从 (E.39) 式 可 直接 看 出 n= 
当 泵 光 为 零 时 ,从 (E.46) 式 即 得 n =0, 对 于 弱 泵 光 (12G*n’ 志 7*), 从 (E.45) 
式 的 分 母 可 得 出 , 严 光 谱 只 有 一 个 峰 , 峰 的 中 心 位 置 在 w = ow 处 .而 对 强 泵 光 ， 
12G*n“>Y  , 则 奕 光谱 将 有 两 个 峰 , 其 位 置 为 
wW 二 wo 土 12G’n*— YY’. (E.47) 
从 以 上 结果 可 以 看 出 ,在 T(x,ow) 中 并 不 出 现 拉 比分 裂 的 峰 ( 尽 管 在 激 子 - 光 
子 系统 中 能 级 会 出 现 拉 比 分 裂 ) .区 光谱 中 不 出 现 拉 比分 裂 是 由 于 激 子 的 玻 色 子 性 
质 所 决定 的 ,而 不 是 以 上 处 理 中 作 了 小 涨 落 近 似 的 结果 .在 文献 [1] 中 对 此 作 了 进 
一 步 的 论证 
文献 [1 还 查验 了 小 涨 落 近似 的 条 件 . 为 此 对 激 子 总 数 中 非 相 干部 分 n 进行 
了 计算 (n 等 于 88” 5a)). 在 常态 时 其 结果 为 
2G’n” 
7 +12G’n” 
由 此 可 见 只 要 相干 部 分 光子 数 >> 二 或 激 子 之 间 相互 作用 足够 弱 G? < 世 , 于 
就 比 1 小 得 多 .小 涨 落 近似 都 将 是 成 立 的 . 
最 后 ,文献 [1 中 还 给 出 了 菊 光 强度 的 量子 涨 落 o 的 定常 值 ,其 定义 为 
(EC 22 天 2》 (EC ) EY)? 


0 二 EE jy (E.49) 


(E.48) 


它 等 于 二 阶 量子 相关 度 与 工 的 差 (参见 8 7.2). 此 值 可 通过 
《BR 


o (0 ay (E. 50) 
来 求 出 .在 准 到 | 2 | 的 二 次 方 时 ,结果 为 
38 6a), 3 0430 4G27 
5 Q0 ao af aa +12G27 (E.51) 


此 结果 表明 ,不论 2” 的 值 如 何 , 激 子 的 共振 奖 光 都 具有 " 非 经 典 光 场 “( 特 征 性 量子 
光 场 ) 的 特点 .o 的 最 小 值 出 现在 
7 
n 二 7J3C (E. 52) 
处 .如 果 G=0 即 激 子 之 间 无 相互 作用 , 则 从 (E.51) 式 直接 看 出 o=0, 这 与 此 时 只 
有 相干 的 弹性 “散射 ”的 情况 是 一 致 的 . 
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F 超 辐 射 的 基本 概念 ” 目 由 激 子 的 超 辐 射 


超 辐射 是 指 多 个 原子 的 合作 辐射 . 知 原 子 总 数 为 N ,并 都 处 于 激发 态 上 , 则 在 
通常 气体 的 情况 ,其 辐射 率 正 比 于 N. 而 在 合作 辐射 情况 ,其 最 大 辐射 率 正比 于 
N*( 这 时 辐射 场 强 正比 于 N). 男 一 个 相关 的 名 词 “ 超 荧光 ” 则 应 指 全 反 转 的 N 个 
原子 集合 自发 辐射 的 整个 过 程 .在 初始 时 ,其 辐射 率 正 比 于 NN ,在 辐射 的 高 峰 期 才 
形成 超 辐 射 ,随后 由 于 处 于 激发 态 ( 即 反 转 态 ) 原 子 的 数目 迅速 减少 ,辐射 率 急剧 地 
下 降 ,并 趋 于 零 . 

超 辐 射 过 程 的 实现 并 不 容易 ,许多 因素 会 破坏 它 .如 原子 的 无 规 移动 会 破坏 超 
辐射 所 必需 的 各 个 原子 跃迁 偶 极 矩 间 的 位 相关 联 . 又 原子 之 间 的 范 德 瓦 尔 斯 作用 
力 ,碰撞 和 多 普 勒 效应 等 都 会 对 它 产生 破坏 性 影响 .合作 效应 要 求 原子 比较 密集 ， 
而 密集 的 原子 之 间 的 破坏 性 效应 又 更 显著 .此 外 , 超 辐 射 还 面临 其 他 一 些 过 程 的 苋 


TS] 
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争 ,更 增加 了 实现 的 困难 . 

在 这 里 ,我 们 先 就 理想 的 N 个 原子 集合 情况 来 介绍 超 辐 射 的 基本 概念 ,然后 
讨论 激 子 的 超 辐射 问题 .由 于 固体 中 各 个 原子 的 位 置 比 较 确 定 , 故 激 子 的 超 辐射 实 
现 起 来 会 容易 些 . 


1. 关于 超 辐射 的 基本 概念 


超 辐射 的 概念 是 狄 克 在 1954 年 提出 来 的 .在 随后 的 二 三 十 年 中 为 许多 作者 
所 研究 ″. 超 辐射 的 机 制 是 不 同 原子 的 牙 迁 电 偶 极 矩 之 间 发 生 了 关联 ,从 而 形成 合 
作 辐 射 .我 们 将 说 明 它 具有 一 种 “ 源 自 微观 不 确 性 ”的 宏观 不 确定 性 . 

我 们 来 看 最 简单 的 情况 , 设 有 NN 个 相同 的 二 能 级 原子 聚集 在 一 个 小 范围 内 ， 
该 范围 的 刻度 比 原 子 辐射 光 的 波长 小 得 多 . 因此 这 些 原子 与 辐射 光 场 间 的 相互 作 
用 哈密 顿 量 对 各 个 原子 是 对 称 的 .如 果 原 子 之 间 的 相互 作用 ( 即 范 德 瓦尔 斯 力 , 它 
是 由 原子 之 间 交 换 虚 光子 而 形成 的 ) 又 可 以 略 去 .那么 整个 哈密 顿 量 对 于 此 六 个 
原子 将 具有 交换 对 称 性 .同时 在 羡 。 中 就 只 有 辐射 光 场 与 各 原子 的 作用 ,并 可 写成 


N 
Ha = fg (or ator al)= fig (2 a+ 3 a). (F.1) 
J]=1 


对 称 性 体现 在 所 有 原子 具有 相同 的 耦合 常数 . 
先 来 看 N =2 的 简单 情况 . 设 初 态 两 个 原子 都 在 激发 态 , 即 为 
1 1 
Ee ea 
由 于 五 ,和 初 态 对 于 两 个 原子 都 是 对 称 的 , 故 在 演化 中 这 种 对 称 性 将 会 保持 .全 对 
称 的 另外 两 个 状态 是 


1 
J) = 万 


01 [0 
| $3) = 轩 | . (F.2b) 


再 用 |1, ) 表 示 一 个 光子 的 状态 , 则 原子 集体 从 |y,) 雅 迁 到 | y,) 并 放出 一 个 光子 的 
辐射 率 y 将 与 

gala | 站， p10) 1 = gS, gpl Sp) 
成 正比 . 由 于 yi 1 3_1 yg) 和 (yp 1 3_1 yi) 都 为 零 , 故 上 式 右 方 可 写成 


3 
kg OE BBE p= gg 1 2 -| 图》 即 
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yi cc (由 1 人 3 1). (F.3) 
同样 可 得 原子 从 | y,) 到 | ys) 的 辐射 率 7, 正比 于 (y,13 ,53_1y,), 即 
yo 《加 12 2 1 pa). (F.4) 


上 述 结果 实际 上 可 推广 到 ”位 于 小 范围 内 的 任意 N 个 原子 集合 的 状态 |y)， 
即 


y cc ly 13, 5.1y). (F.5) 
道理 也 很 简单 :我 们 可 把 N 个 原子 集合 的 全 部 状态 分 成 两 类 :一 类 是 |y) 通 过 5 
的 作用 可 以 达到 的 , 记 作 | 0) ,By |3. 1y) 关 0; 男 一 类 是 |y) 通 过 5_ 的 作用 不 
能 达到 的 , 记 作 |y), 即 (y|3_1y)=0. 本 来 只 有 |y,) 对 辐射 有 贡献 , 即 
y cc gls, yy 31y). 
但 既然 2 Cy 1 3 ,1 《p12>-1y) = 0, 故 可 加 上 去 而 不 影响 y 的 值 .再 利用 


>) pp lt > | pp 1=1, 
即 可 化 出 (E.5) 式 . 
顺便 指出 ,以 上 处 理 过 程 与 $7.1 中 (7.1.32) 式 的 推导 是 类 似 的 . 
我 们 再 回 到 N=2 时 | 和 | 的 辐射 率 . 不 难 求 出 
(p11 $5,314)=2, 
(ys 15,3 |1y,)=2. 
即 |y) 态 和 | y,) 态 的 辐射 率 相同 .可 是 |y,)) 中 有 两 个 处 于 激发 态 的 原子 ,而 | y,，》 
却 只 有 一 个 处 于 激发 态 的 原子 . |y,) 的 辐射 率 之 所 以 比 通常 一 个 激发 态 原 子 的 辐 


射 率 y 大 一 倍 , 是 由 于 在 |y,) 中 ,激发 态 原子 有 广 的 概率 幅 处 于 xz 处 ,又 有 方 的 


概率 幅 处 于 zx， 处 ,从 而 使 其 既 迁 年 阵 元 较 通常 一 个 原子 的 值 大方 (1 +1) 即 /2 售 . 


方 
于 是 其 7 为 一 个 激发 态 原 子 的 7, 二 售 . 
为 作 进 一 步 的 一 般 性 讨论 ,我 们 回 到 N 个 原子 的 情况 .这 时 


N N 
2 _ = > ,09 ， >, = Do . (F.7) 
J=1 7=1 


(F.6) 


于 是 


八 


(凡人 全 1 从 = (co on y+ Sylo ol 办， (F.8) 
j=1 JI 天 民 
当 |y) 中 及 个 原子 处 于 激发 态 时 , 则 有 
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> (Vol = n, (F.9) 


此 式 即 无 合作 辐射 效应 应 时 的 值 . 至 于 (E.8) 式 右 方 的 第 二 项 ,由 于 置换 对 称 性 ,将 
等 于 NON-1(Vcec2 1g), 进一步 计算 得 出 


(glo co = 网 的 二 各， (F.10) 
于 是 (F.8) 式 化 为 
(gg1ES 1 -=n(N-n+1). (F.11) 


我 们 看 到 , 当 全 部 原子 都 处 于 激发 态 即 n= N 时 ,上 式 右 方 化 为 N ,与 原子 之 
间 无 关联 的 情况 结果 一 样 , 当 n 从 NN 人 上 式 右 方 逐 渐 增 大 .最 大 值 出 现在 
nz= 人 ~ ( 当 N 为 奇数 ) 或 "= 今 ( 当 ”为 偶数 ) 时 , 即 ， 王 总 时. 这 时 
(gy|3,S. 10)<<N214. 
正如 我 们 在 $7.1 中 引入 zi 处 电场 (& 分 量 ) 与 x, 处 电场 (1 分 量 ) 间 的 相关 
函数 为 (下 入) (zi) 玫 人 (zz))[ 参 见 (7.1.40) 式 ] ,在 这 里 我 们 定义 位 于 x, 处 和 x， 
处 两 个 原子 的 跃迁 偶 极 矩 的 相关 函数 为 (除了 常数 因子 外 )《(y|o3 co |y). 附 带 
指出 ， EE 中 代表 EE 中 正 频 部 分 ， 即 吸收 光 子 的 部 分 ,因而 与 这 里 的 原子 能 量 下 降 算 
符 o_ 相应 
由 于 对 任意 的 i,j, 只 要 ;天 ) 记 (ce co 110 就 与 (0 co 1y) 相 等 , 故 
(F.10) 式 表明 , 当 n= N 即 全 部 原子 都 处 于 激发 态 时 ,任意 两 点 的 原子 跃迁 偶 极 


矩 都 不 相关 . 而 当 ms 时， 任 两 点 原子 的 牙 迁 偶 极 矩 的 相关 值 ( (ylc2 co 1yy) 
达到 其 最 大 值 <- 二 


正 是 这 种 原子 跃迁 偶 极 矩 之 间 的 相关 性 ,造成 了 原子 集体 的 合作 辐射 . 
附带 指出 , 超 荧 光 高 峰 出 现 的 平均 时 间 约 为 [参见 文献 [2] 的 (5.37) 式 和 图 13] 


《tT) NT (F.12) 
其 中 = 为 单个 原子 自发 辐射 的 衰 期 . 故 当 N 大 时 ,rcr ,而 rz 的 方差 Ar 与 + 
的 比值 近似 为 中 

Cz > ey (F. 13) 


附 了 录 :445，… 


此 值 并 非 可 忽略 地 小 (例如 当 N=10* 时 ,全 0.060) 表 明 辐射 高 峰 出 现 的 时 间 将 
有 明显 的 涨 落 . 这 一 涨 落 可 看 成 是 微观 的 量子 不 确定 性 被 集成 到 了 宏观 的 尺度 ， 

以 上 考虑 的 是 初 态 对 于 N 个 原子 是 全 对 称 的 情况 .对 于 一 般 的 初 态 , 会 出 现 
怎样 的 合作 辐射 呢 ? 让 我 们 先 看 N=2 的 一 个 特例 : 设 初始 时 原子 状态 为 


人 en 
0 . 


1 2 


上 述 状 态 可 表 为 对 称 态 |y,) 和 反对 称 态 | y,) 的 合 加 : 


内 = 万 (1 由) 二 央 》)， (F.15) 


史前 ,ol 


1 72 


A] ea 


1 1 


此 处 的 | y) 其 实 就 是 (F.26) 式 中 的 | y,), 它 可 以 通过 辐射 一 个 光子 跃迁 到 基态 


中 中 即 (F_26) 式 中 的 | 4 》 在 | 凤 中 虽然 也 有 一 个 处 于 上 能 级 的 原子 ,但 


它 位 于 z; 和 位 于 zs 的 概率 幅 有 一 相位 差 ,从 而 它 唉 迁 到 基态 | ys 的 辐射 率 为 
零 . 换 句 话说 状态 |y,) 中 虽然 有 一 个 上 能 级 的 原子 ,但 却 不 能 辐射 出 光子 ， 

归纳 起 来 , 当 N= 2 时 ,我 们 可 把 全 部 的 原子 状态 分 成 二 个 集合 ,一 个 就 是 三 
重 态 |y1), | 加 ) 和 |ys), 另 一 个 是 单 态 |y). 任 意 一 个 N=2 的 原子 状态 可 表 为 上 
述 三 重 态 和 单 态 的 状 加 ,三 重 态 和 单 态 各 有 自己 的 辐射 规则 

现在 回 到 任意 N 的 一 般 情况 .在 附录 D 中 我 们 已 经 看 到 二 能 级 原子 在 数学 描 
述 上 与 一 个 自 旋 为 考 的 粒子 相似 .如 果 我 们 把 每 个 原子 的 能 量 零点 取 在 上 下 能 级 


的 中 间 , 则 原子 集合 的 自由 哈密 顿 量 即 可 写作 


) 
二 


1 2 


N 
H, = fiwo >,Sy = fiwo Sd,, (F.17) 
j=1 
其 中 


@ 关于 这 样 多 的 原子 能 否 集中 在 比 4 小 得 多 的 区 域内 以 产生 超 辐射 的 问题 ,可 参见 (F.25) 
式 及 其 下 的 讨论 . 
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oO) 1 1 0 | 
Ss | | (下 .18) 
同时 相互 作用 哈密 顿 量 (F.1) 式 可 改写 成 

H, = fg (S$, a+ $. af)， (F.19) 


其 中 S, 实 即 为 人 $, ,只 是 为 了 与 $, 配套 而 换 了 写法 .这 样 ,总 哈密 顿 量 将 与 
全 = 方 ($， 9 +9 S,)+ S = 32+92+9? (下 .20) 


相对 易 , 因 此 S? 将 是 辐射 过 程 中 的 守恒 量 . 
犹 克 (Dicke) 把 原子 集合 的 一 般 自 由 状态 用 S* 和 S, 的 本 征 态 | S,S. 来 分 


类 中 
S 1S,S.)= S(S+1)1S,S,), 
S.1S,S.)= S,|S,S,). (F.21) 
其 中 S 和 S, 的 取 值 像 N 个 自 旋 为 广 粒 子 集合 的 总 自 旋 一 样 , 即 
S = 会, 全 -1 -S<S,.<S. (F.22) 


由 于 S 在 原子 集合 与 辐射 场 的 作用 过 程 中 是 守恒 的 , 故 辐射 所 引起 的 原子 集 
合 的 级 联 牙 迁 只 在 同一 个 S 的 状态 中 进行 .相应 于 S, 的 值 逐步 下 降 . 在 从 |S， 
S.) 到 | S ,S. 一 1) 的 跃迁 中 ,辐射 率 
YC(S+5,.)(S— S,.+1). (F.23) 
此 式 为 (F.5) 和 (F.11) 式 的 推广 .在 全 对 称 的 情况 ， 


S = 分 ， S =n- 


(F.23) 式 束 化 成 (F.5) 和 (F.11) 式 . 
在 此 原子 集合 中 ,任意 两 个 原子 跃迁 偶 极 矩 在 | S,S,) 态 中 的 相关 函数 为 


IZ 


2 cc2 


(S,S, | SY SO1S,S = NN， i 天 了 (F.24) 
此 式 为 (F.10) 式 的 推广 .对 于 一 定 的 S, 当 |S, | 取 最 小 值 ( 即 为 0 或 广 ) 时 上 式 取 


最 大 值 < .此 值 又 随 着 S 的 减少 而 下 降 . 故 狄 克 把 S 称 作 原子 集合 的 合 


作 数 . 
下 面 骨 简单 地 介绍 一 下 超 荧光 光 场 的 量子 统计 性 质 中 通常 的 处 理 方法 是 把 光 
饭 作 为 库 先 求 出 原子 算 符 的 主 方程 ,再 对 它 求 解 .然后 再 利用 光 场 算 符 的 推迟 解 公 
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式 ,得 出 空间 任 一 点 的 电场 算 符 (x,1) 与 S$ (一 工 ) 亦 即 怠 (~ 工 成 正 


比 (比例 系数 与 x 有 关 ). 计 算 结 果 表 明 ,当初 态 为 全 反 转 时 ,对 任意 上， 
(S, (1)) = 0， 


表明 光 场 中 无 相干 的 成 分 .在 峰值 处 +3-7 与 1 相差 不 大 ,这 时 的 光子 数 具 有 


(S,S-» 
轻微 的 超 油 松 分 布 . 

在 以 上 讨论 中 ,假定 了 分 布 在 一 个 比 波长 小 的 范围 内 的 全 体 原 子 都 合作 地 辐 
射电 磁场 .实际 上 超 辐 射 存 在 一 个 极限 的 合作 长 度 ,只 在 此 长 度 之 内 原子 才能 合 在 
一 起 形成 超 辐射 .下 面 要 考虑 的 问题 是 此 合作 长 度 是 比 波 长 小 还 是 大 . 

对 于 圆 杆 状 的 原子 分 布 ,从 Arecchi 和 Coartens:? 所 给 的 合作 辐射 率 y ,可 以 
得 出 合作 长 度 的 上 限 为 : 


_2/c. 
= XN yp’ (F.25) 


其 中 ys 为 爱 因 斯 坦 A 系数 亦 即 单个 原子 的 自发 辐射 率 . o 为 原子 的 分 布 密度 .对 
于 (F.25) 式 可 简单 地 论证 如 下 . 

当 原 子 合作 辐射 时 ,它们 同时 发 射 的 光波 要 合 在 一 起 构成 一 个 波 包 ,因此 这 些 
原子 分 布 的 最 大 允许 长 度 ( 也 就 是 极限 合作 长 度 7 ) 应 与 光波 波 包 长 度 ;- 相 等 (7 
为 合作 原子 的 集体 辐射 率 ) 即 


7 (F.26) 
再 由 圆 杆 情况 下 

7. ~ Ya (pAL. )， (下 .27) 
其 中 A 为 圆 杆 的 横 截 面 , (pAL. ) 代 表 合 作 范 围 内 原子 的 总 数 .由 (F.27) 式 当 /. 愈 
大 ,7. 就 愈 大 ,而 7 变 大 由 (F.26) 式 又 得 出 1, 要 变 小 .从 而 形成 了 一 种 互相 制约 
的 关系 .将 (F.26) 与 (F.27) 式 联 立 起 来 消去 y, 就 得 出 /. 须 等 于 


L_ 一 A |/ yaoA 。 
另外 ,从 圆 杆 端 面向 外 发 光 方 向 角 有 一 个 限制 范围 , 因而 在 (F.27) 式 右 方 要 乘 上 
一 个 方向 角 限 制 因子 < .这 样 (F.27) 式 将 修改 成 


2 
7 ~ Ya (pAL, ) 乞 = yap Ll. (F.28) 
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将 上 式 与 (F.26) 式 联 立 以 消去 y 就 得 到 
1 fe 


AN Yap 
Arecchi 和 Coultens 再 根据 狄 克文 中 提出 的 对 (F.28) 式 的 修正 再 对 上 式 加 上 因子 
2 最 后 就 得 出 (F.25) 式 . 
下 面 来 看 在 什么 条 件 下 ,7 会 小 于 A. 由 (F.25) 式 ,7 之 4 要 求 


4c 4 
ya0 < 人 ， 
亦 即 
3 4c 
4 0 > yo 
此 处 的 ys 即 (4.1.38) 式 中 的 W, 将 (4.1.38) 式 代入 后 ,上 式 化 为 
30 > 6. (F.29) 


nkia’a xa 
最 后 一 步 利 用 了 该 处 的 注 . 即 当 XA? 体积 中 原子 的 数目 超过 8/xa 之 6.6X10" 亦 即 
o>>6.6X10"/4” 时 合作 长 度 才 会 小 于 X. 

对 于 下 述 情 况 , 即 圆 杆 长 度 为 L , 横 截面 为 EL*(&<1, 并 取 固 定 值 ) ,原子 总 数 
为 N , 初 看 起 来 ,L 愈 小 即 原子 分 布 范围 愈 集中 愈 容易 实现 合作 辐射 .但 (F.25) 式 


告诉 我 们 并 不 是 这 样 . 全 体 原子 实现 合作 辐射 的 条 件 是 二 <1 将 p= 地 3 代 人 
(F.25) 式 即 得 


N 
-4 到 pa 


由 此 可 见 , 当 六 一 定时 ,L 愈 大 ,反而 工 //. 愈 小 , 即 全 有 利于 全 体 原子 合作 辐射 . 
丸 外 ,按照 上 式 , 对 于 给 定 的 工 , 当 N 超过 某 个 临界 值 N. 时 ,/. 将 变 得 小 于 工 , 即 
不 是 全 部 原子 都 参与 合作 辐射 .不 难得 出 


N = 上 纪 . (F.31) 
XA 


2. 自由 激 子 的 合作 辐射 


在 这 一 小 节 中 ,我 们 来 讨论 自由 激 子 的 合作 辐射 , 它 包括 超 辐 射 和 亚 辐 射 .并 
主要 介绍 我 们 自己 在 这 方面 的 研究 . 

如 附录 下 所 述 [参见 (E.14) 式 下 面 第 二 段 ] 自 由 激 子 所 转化 成 的 光子 具有 很 
小 的 相 空 间 , 它 可 容易 地 又 转化 回 到 激 子 ,因此 对 于 激 子 的 辐射 率 不 能 简单 地 用 费 
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米黄 金 定 则 , 亦 即 微 扰 论 来 计算 .Hanamura 提出 一 个 不 同 的 处 理 方式 他 推导 出 
自由 万 尼 尔 激 子 在 二 维 量子 阱 中 辐射 率 y 的 一 个 特征 方程 .但 此 方程 存在 一 个 问 
题 , 即 它 有 一 个 多 余 的 根 ,该 根 将 导致 光 场 不 合理 的 时 间 演 化 . Knoester 提出 弗 仑 
克 尔 激 子 辐射 的 一 个 普遍 的 表述 ,并 给 出 单 层 原子 情况 的 特征 方程 ,该 方程 能 避 
免 上 述 多 余 的 非 物理 根 .但 他 没有 给 出 其 中 联系 函数 Fi (w) 的 推导 .我 们 指出 “， 


该 Fw (w) 不 可 能 从 通常 采用 的 -PA 作用 项 推导 出 来 .另外 我 们 的 研究 不 局 限 


于 计算 辐射 率 , 还 将 讨论 辐射 光 场 的 统计 性 质 . 
我 们 在 文献 [6] 中 以 立方 唱 格 中 弗 仑 克 尔 激 子 为 例 , 在 Hi; 中 补 进 了 通常 忽略 


2 


的 双 光 子 项 ~ A? 以 后 ,导出 了 正确 的 Fw (w) ,并 求解 出 单 层 , 双 层 及 三 层 晶 格 


2mc” 
情况 下 激 子 的 特征 模 和 辑 射 场 的 时 空 分 布 ,研究 了 光 场 的 一 阶 和 二 阶 相关 函数 ,得 
出 的 结果 中 并 有 些 意外 的 现象 |. 
为 与 文献 [6] 中 符号 一 致 ,我 们 把 (下 . 10) 式 写成 下 式 并 略 去 光子 的 偏振 指标 . 


H(t) = 无》G(g)O( + q) [as(t) + at,(t)][B,(z) + B',(z)], 


(F. 32) 
其 中 的 取 值 如 (E.8) 式 所 示 ,q 的 取 值 与 光子 的 归 一 化 体积 有 关 ( 见 后 文 )， 


] sin 方 N(g + k)a 


O(g++k) = 一 ， 
N sin 方 (9 + h)a 
G(g) =VNrg(Ca)， g (gq)= rd (下 . 33) 


N 为 原子 的 层 数 ,Nj 为 原子 的 总 数 . 值得 提醒 的 是 ,在 百 ,中 并 未 略 去 反 旋 波 项 . 
从 (F.32) 式 得 出 光子 和 行 波 激 子 的 海 森 伯 方 程 为 


i a(t) =1 gl eat) + G(q) BO- gq) [B,Cz) + Bt,(z)], 


i FB (7) = OB, (2) + 2c(o)0(4 -有 )[a (ti)+at (ti]，  (F.34) 


从 上 式 可 见 , 激 子 引 起 光子 变化 ( 即 激 子 转化 成 光子 ), 而 光子 同样 也 引起 激 子 变 
化 ,两 个 方程 的 结构 是 类 似 的 . 
在 求解 初 值 问题 中 ,通常 采用 半 侧 傅 里 叶 变 换 ( 或 拉 普 拉 斯 变换 ) : 


2_(o) = | hte"dt, at,(w) = | Qt (1)e” dz, 
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Bi(w) = | Bilerds, Blw)=| 全 (edz  (F.35) 
为 保证 收敛 ,上 式 右 方 中 的 w 实际 上 带 有 一 个 正 无 穷 小 的 虚 部 se, 即 w 实 为 w+ 
ie ,注意 of (wo) 一 4 (一 oo) 人 (wo) = 名 (w)'. 与 此 同时 ,六 4,(z) 变 换 成 
[| -iw a,(w) -a,(0) |] ,其 中 a,(0) 代 表 av(z)| .这 样 就 把 初 值 <,(0) 引 入 到 
方程 中 来 了 .于 房 ,(z) 的 变换 类 似 . 于 是 方程 (F.34) 化 为 


(w -lg |c)a,(w) = G(q) OO- a) [Bi(w) + Bt,(w)]+ ia,(0), 
(w — OQ)Bi(w) = DG(q)O(g — plas(w) + ats(w)]+if,(0). (F.36) 
从 (F. 36) 第 一 式 以 及 相应 的 at,(w) 方 程 可 以 得 出 
(w -go)[a(w) +at(w)]=21g|  G(q) OO- a)[B,(w) + Bt,(w)] 
+i[(w +l glce)a,(0) + (w -|g|c)at,(0)] (F.37) 


将 上 式 代 入 (F.36) 第 二 式 , 即 可 消去 a,(w) 和 ati,(w), 得 出 Bi(w) 与 By (w)+ 
Bt, (w) 的 联系 方程 : 


(w — QB,(w) = DF (w) [Be(w) + Biy(w)]+ DG(g)O(g —&) 


x [D0) + DT Treat (0) |+ (0), (F.38) 
其 中 联系 函数 Fi (w) 为 
Fw(w) =— >， 21 glcG (gq)O(k -gq)O(g—k) (F.39) 


gq GC ww 
它 表示 波 矢 为 的 激 子 通 过 中 间 态 光子 与 波 矢 为 的 激 子 变化 率 间 的 联系 .上 式 
右 方 由 两 个 激 子 -光子 耦合 常数 和 一 个 光子 传播 子 构 成 . 
在 我 们 的 问题 中 ,初始 时 刻 只 有 激 子 , 故 可 令 (F.38) 式 中 ac,(0) = at (0) = 
0, 于 是 从 (F.38) 式 和 它 的 厄 米 共 示 式 即 可 得 出 


2 [(o2 -02)6w — 20QFy(w) [By (w) + Biy(w)] 


一 i[(w+O)B,(0) + (w - 0Q)8B1,(0)]. (F.40) 
原则 上 从 上 式 以 及 Fi (w) 的 值 即 可 解 出 B,(w) + Bi,(w). 如 果 我 们 把 光子 的 归 
一 化 体积 取 为 L; ,其 中 L? 为 晶体 平板 的 面积 ,并 令 蝇 体 平板 位 于 归 一 化 体积 的 
中 部 , 则 当 工 取得 足够 大 时 (F.39) 式 中 对 9 的 求 和 可 化 成 对 g 的 积分 ,其 值 由 文 
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献 [6] 中 (20) 式 给 出 ,此 处 不 再 录 出 ,这 里 只 指出 , 当 N->co 时 ,Fuw (w) 与 各 成正 
比 ,与 波 矢 的 守恒 一 致 .在 求 出 B,(w) + Bt, (w) 后 ,代入 (F.36) 式 即 可 求 出 


a,(w). 
在 以 上 处 理 中 ,采用 的 是 -PA 型 HH。. 尽 管 这 种 矿 ;, 在 量子 光学 中 被 经 常 地 
用 来 处 理 放射 和 吸收 问题 .但 我 们 发 现在 准确 求解 上 述 激 子 辐射 的 方程 时 会 出 现 
严重 的 问题 ,下 面 让 我 们 来 看 最 简单 的 单 层 情况 (N=1). 
当 N=1 时 ,k=k =0, 可 以 求 出 相应 的 Foo(w) 为 
Fu(w) =—io (F.41) 


2w 
其 中 7 为 一 个 具有 频率 量 纲 的 常数 : 


4n(d” 
7 fica” ? 


其 量 级 为 4r 0 ,IJ1O 一 10- 

这 时 激 子 虽 然 处 于 静止 状态 (N = 1 时 波 矢 为 零 参见 (F.8) 式 ) 但 仍 与 前 面 所 
讨论 的 原子 集体 的 超 辐 射 情况 不 同 .在 这 里 层面 上 原子 状态 之 间 有 着 确定 的 相位 
联系 (实际 上 具有 相同 的 相位 ) ,因而 不 存在 合作 长 度 的 限制 

将 (F.41) 式 代入 (F.40) 式 即将 它 化 为 


B,(w) + Bi(w) = = [Cw + 0)B(0) + (w - 0Q)Bi(0)]. 


(F.43) 
式 右 方 的 B,(0) 和 Bi;(0) 代 表 t=0 时 的 初 值 .特征 方程 


2 
wo- +i -0 (F.44) 


的 根 将 决定 BCw) + 如 (w) 的 极点 ,这 些 极点 的 实 部 和 虚 部 将 决定 激 子 的 衰 率 和 
谱 线 频 移 ( 见 后 ).(F.44) 式 是 一 个 三 次 代数 方程 , 略 去 wm/0 的 高 次 小 量 后 ,该 方程 
的 根 为 
os TQ- 一 方 iy， i7. (F.45) 
F.45 式 右 方 的 第 三 个 根 位 于 复 w 平面 中 的 上 半 平 面 中 ,因而 是 一 个 非 物理 
的 根 , 它 将 导致 电场 强度 EE(z,z) 在 类 空 区 域 不 为 零 ( 见 后 ). 
我 们 曾 试 探 用 ( - 五 .d) 型 筷 ;, 来 解决 这 一 困难 .但 它 给 出 


Fw(w) =-i -ns| de， (F.46) 
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其 实 部 趋 于 负 无 穷 . 即使 对 4 取 值 的 上 限 作 一 截断 (因为 我 们 作 了 电 偶 极 辐射 的 
近似 ) ,但 结果 仍然 不 合理 中 .从 (F. 46) 与 (F. 41) 式 我 们 看 到 ,尽管 -<P.A 型 的 作 


用 与 -Ed 型 的 作用 在 微 扰 论 的 结果 中 差别 并 不 太 大 ,但 对 这 里 的 方程 求解 却 有 
敏感 的 影响 . 


最 后 我 们 在 -各 P.A 中 补 上 通常 略 去 的 双 光 子 项 ;2-_-4? ,此 项 虽 不 影响 光子 与 
激 子 的 耦合 ,但 却 可 能 对 方程 发 生 影响 . 补 上 双 光 子 项 后 (F. 32) 式 化 为 
有 (it) = DG(g)O(kR + g)[B,(z) + Bi,(z2)]La, (t+Qt (1)] 


+hD) flq,q ast) + ats(t) ays) + aty(t)]e ee, (F.47) 


其 中 G*(q) 仍 由 (F.33) 式 给 出 ,而 
和 re- 
mcVwT ago | 
需要 指出 的 是 ,二 能 级 原子 是 一 个 简化 的 工作 假定 ,并 不 满足 原子 全 部 能 级 要 
构成 完备 集 的 要 求 ,因此 有 时 需要 做 某 些 附加 的 处 理 中 .在 (F.32) 式 中 , 略 去 了 对 


光子 偏振 指标 的 求 和 .对 -PA 作用 项 而 言 ,这 并 不 是 问题 ,因为 我 们 可 选取 光子 


的 偏振 方向 使 其 中 一 个 在 跃迁 偶 极 矩 d 的 方向 上 投影 为 零 ,因而 只 有 一 个 偏振 方 
回 对 相互 作用 有 贡献 . (F.33) 式 g 中 的 4 实际 上 代表 跃迁 电 偶 极 矩 在 该 偏振 方向 


上 的 投影 .在 2-4? 中 ,并 不 出 现 特定 的 投影 方向 ,因此 应 恢复 对 两 个 偏振 方向 的 


求 和 . 在 Fa » 9 ) 中 原 有 因子 €\"@x ,并 要 对 A ,A 求 和 (其 中 C) 代表 光子 的 偏振 方 
四 ). 当 原 子 全 部 的 本 征 态 集合 都 考虑 进来 时 ,有 


el *e = 32 Que “din)(@r di)+ (er * dis)(@* ds)]. (F.49) 


f(gq,qg ) = (F.48) 


此 式 可 利用 [x » Px ] = 1fi0w = 1fe, “ev 以 及 (7 | ex“Pp | 1) 一 i77202 《72 | CE) “XX | 1) 和 和 
(Lev pla)>= 一 iza0 (1e xz2) 求 出 [9 . 
当 我 们 作 二 能 级 近似 时 ,为 了 协调 一 致 ,应 将 €" 近似 成 
~ 2m02 


CE “€ 全 2 
fe 


(ed)(e qd), (F.50) 


其 中 (2 = 0 ,dd == dy = dy. 如 前 , 取 ei1"d = 二 d,e,*d =0, 即 将 上 式 化 为 


D272 
EM “ee 斑 EB Bi ， (F.51) 
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而 Ye ei 就 化 为 <2 于是 在 Ca,g') 中 补 人 Xe ， ex 后 就 有 


2xN.0Qd’ 1 
fhicVv 1ag NO 
将 (F.52) 式 代入 (F.47) 式 后 ,并 利用 


De = NO(g -££)O(k + gqg), (F.53) 
Ll k 


f(gq,q ) ~ G(gq)G(g’ ). (F. 52) 


即将 矿 , 化 成 
让 (rz) = SG(g)O(R + gq) Bilt) + Bis(z) [last) + at,(t)] 


+ DG(g9)G(g)O(g -Kk)O(R + a) as(t) + l(t)] 
x [ay(t) + at,(z)]. (F.54) 
经 过 上 述 修 改 后 ,a,(w) 的 方程 化 为 
(w -lg law) =G(9) 5 FOG -gq)|olB,(w) - Bt,(w)] 
-ix{[B,(0) - B',(0)]|, (F.55) 
而 (F. 40) 式 修改 为 


2 2 2w” a a 
5)| (0 0) — Fa (wo) | [Be(o) — Bry(w)] 


= 2 FeCl Bre(0) -Bie(O) +i + 0)B(0) ~ (o — 0)B(0)]. 
(F. 56) 

这 样 ,在 单 层 情况 (=& = 0) ,特征 方程 就 改 成 
2 -02 -2 Fu(o) = 0， (F. 57a) 


将 (F.41) 式 代 人 后 即 化 为 
只 一 0 +im =0. (F. 57b) 
上 式 为 w 的 二 次 方程 , 它 的 两 个 根 为 


这 样 -2P.A 型 和 (一 已 'd) 型 有 H,. 中 所 出 现 的 困难 就 将 被 消除 ( 详 见 下 文 ). 
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以 上 讨论 表明 一-P 4+5 A 的 作用 项 与 -五 d 的 作用 项 并 不 完全 等 价 .如 许多 学 者 


所 指出 *”, 在 全 量子 理论 中 ,虽然 可 通过 一 个 么 正 变 


页 变 
7 变 成 -d:E 


作用 项 (加 上 一 项 | 到 dz) ,但 在 变换 后 的 基底 中 ,E 实际 上 具有 电位 移 的 意义 ,不 再 代表 电场 强 
度 . 


我 们 注意 到 (F.44) 与 (F. 57b) 的 差别 就 在 于 其 中 第 三 项 相差 因子 乌 ， 此 因子 


在 微 扰 处 理 中 常 可 近似 取 为 1, 但 像 这 里 认真 求解 特征 方程 , 它 就 会 引起 非 物 理 
解 . 
回 到 方程 (F.55) ,在 单 层 情况 ,该 方程 即 给 出 
| (w 十 人 2 十 iy) Bo 0) —(w— Qi+ in) Bi (0) 
”十 17xu 一 (oF 
从 上 式 可 求 出 a,(w) - at ,(o). 当 光子 的 归 一 化 体积 AL 的 厚度 L 取得 足够 大 
时 ,有 ( 见 文献 [6] 中 (24) 式 ) 


E(x,0) =i NDEIa(o) atv) lardg, (FF.60) 


其 中 z 轴 垂 直 于 晶体 平板 .于 是 在 单 层 情况 下 可 求 出 在 z >0 区 域 EE(z,w) 的 值 : 
全 (> _ ; | h(n Th (w+ 0)B(0) + (wm — 0)B, (0) i (F.61) 


Bo(w) - Bi(w) = (F.59) 


wr” 十 17w 一 (2 
再 通过 
语 (z,t) = 元 | 让 (z,w)e wdw,e 为 正 无 穷 小 (F.62) 
就 得 出 在 z >0 区 域 
~ 0 ， 当 z 一 ct>>0 时 ， 
E(z,t) = 14. (F.63) 
GW (x,t) + h.c, 当 z 一 ct 过 0 时 ， 
其 中 
(+) _ /Th | 区 王浆 ) | - 革 - 广 六 
80 = 至 到 | 1+ 新 一方 总 j 人 (0) + (1 一 新 一 广 节 ) 六 (0) 
x ei (rE) -zr ) (F. 64) 


于 是 0 - 0 代表 光 场 的 频 移 , 方 7 代表 光 场 振幅 的 衰 率 . 


(F.63) 第 一 式 的 导出 依赖 于 “特征 方程 的 根 都 位 于 w 复 平面 的 下 半 平 面 内 ” 
结果 .因为 当 z- cz>0 时 ,我 们 可 对 (F.62) 式 的 积分 路 径 补 上 “ 复 平面 中 无 
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穷 大 的 上 半圆 ”以 形成 一 个 封闭 回路 , 当 特 征 方 程 在 上 半 平 面 有 根 时 [例如 (F.45) 
式 所 示 的 情况 ] ,(F.63) 第 一 式 的 结果 就 不 为 零 , 即 电场 将 出 现在 类 空 区 间 中 . 
这 是 不 合理 的 ,因此 我 们 要 求 特征 方程 的 根 只 能 在 下 半 平 面 中 . 

(F.63) 和 (F.64) 式 还 告诉 我 们 ,电场 强度 表现 为 指数 衰减 的 行 波 ,在 随时 间 
的 变化 上 没有 一 个 突起 的 峰 . 这 表明 晶体 层面 上 的 原子 从 一 开始 就 合作 地 发 射 光 
波 .对 于 z<0 的 区 域 可 类 似 处 理 .结果 是 EE(z,z) 为 向 负 z 轴 方 向 传播 的 行 波 . 激 
子 的 辐射 率 mw( 其 表达 式 为 (F.42) 式 ) 可 表示 为 : 


7 = 2 到 
其 中 为 级 化 波长 即 c/Q , 7A 为 爱 因 斯 坦 A 系数 .参见 (6.1.33) 式 .另外 (F.33) 式 
g? 所 含 的 d 只 是 路 迁 电 侦 极 算 在 zy 平面 上 的 投影 ,4d? 实 为 42 + d?. 因 此 在 将 它 
用 x 表示 时 ,我 们 加 上 了 因子 所 . 


jy, (F.65) 


表现 上 看 来 ,仅仅 只 有 2 于 | 个 原 于 ( 亦 即 面积 2(x x) 内 的 格 点 ) 参与 了 合 


作 辐 射 .但 这 并 非 实际 的 物理 情况 . 从 (F.33) 式 可 见 , 当 N( 层 数 ) 为 1 时 ,G = 
VN.g , 即 层面 内 所 有 的 原子 都 合作 地 与 光子 耦合 . 由 (E.7) 和 (E.4) 式 亦 可 见 当 


& = 0,N = 1 时 激 子 算 符 名,_o(1) = Bt) A DB, ,其 中 请。 的 定义 见 (E. 
1) 式 下 ,n 的 求 和 是 对 层面 中 所 有 原子 进行 的 ,从 而 名 ,_。(z) 代表 层面 内 全 体 原子 
的 集体 算 符 ( 归 一 化 的 ). 那 么 因子 ?| 于 | 是 什么 意义 呢 ? 实 际 上 它 来 自 本 模型 中 
光子 发 射 所 多 许 的 状态 数 的 减少 . 从 个 原子 和 全 况 ( 电 就 8 y 所 适用 的 情况 ) 
发 出 光子 是 全 方位 的 ,在 dk 范围 内 光子 的 状态 数 为 7 
式 下 文 ], 而 现在 发 射 光子 只 在 正 负 z 两 个 方向 , 因此 骸 内 的 光子 数 状态 为 
2( 区 jd ,两 者 的 比值 8 等 于 


-4xk?dk[ 参 见 (3.3.13) 


8 = 2 - A = 2 对 (F.66) 
于 是 总 的 增强 因子 BN, = 8 了 和 这 与 (F_65) 式 _ 致 


下 面 来 考察 辐射 场 的 相干 和 统计 性 质 对 (F.63) 和 (F.64) 式 取 期 望 值 , 即 知 
当 (B,(0))=0 时 (例如 初始 激 子 处 在 数 态 或 混杂 态 ), 则 CE(z,z)) 在 任何 时 刻 都 
为 零 , 这 意味 着 在 辐射 场 中 不 会 发 展 出 相干 成 分 ,即使 辐射 是 合作 性 的 . 当 激 子 初 
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始 处 于 相干 态 时 ,辐射 场 中 主要 成 分 为 相干 态 ,但 并 不 是 严格 的 相干 态 , 因 为 这 时 
EW (2,4) = A/ HLL F(z,1)B(0) + Fa(z,t)B(0)]. 
其 中 F(z,z) 为 一 小 量 但 并 不 为 零 中 .于 是 B,(0) 的 本 征 态 ( 即 初始 激 子 的 相干 
态 ) 并 非 E'*)(z,z) 的 本 征 态 . 出现 这 一 结果 是 因为 我 们 未 做 旋 波 近似 . 从 而 
E'*(z,zt) 中 含有 正比 于 B41(0) 的 项 . 
其 次 来 看 辐射 场 的 强度 T(z,t). 一 个 出 乎 意料 的 结果 是 :1(z,z) 在 类 空 区 间 并 
不 严格 为 零 , 而 是 有 一 个 小 的 前 锋 突 人 到 |z| > cz 的 区 域 中 .出 现 这 一 情况 是 因为 


I(z, 让 并 不 等 于 大 二 《: EE?(z,z):), 按 照 量子 理论 它 等 于 地- (: Em) (zz)E (wz):), 其 


中 正规 偏 序 : :是 作用 到 E')(z,z) 中 所 含 的 B,(0) 和 B;(0) 上 的 [期 望 值 中 的 态 
矢量 为 海 森 伯 态 , 它 标志 整个 过 程 (参见 $1.1 中 第 10 点 ). 在 EE: (zz) 用 初始 的 
色 ,(0) 和 名 (0) 表 示 后 ,该 态 矢量 可 用 系统 1 =0 时 的 状态 来 表述 (参见 $1.1 
广 )].“I(z,z) 在 类 空间 隔 上 不 为 零 ” 意 味 着 检测 器 在 类 空间 隔 上 可 检测 到 光子 . 
对 于 这 一 情况 ,我 们 的 解释 为 | ,虽然 光 场 以 光速 c 传播 ,但 由 于 光子 在 空间 定位 
的 不 确定 性 , 它 可 以 在 光 场 到 达 之 前 少许 时 间 被 检测 到 (当然 概率 很 小 ). 

为 外 ,如 果 我 们 固定 z 值 来 画 I(z,:) 随 z 的 变化 曲线 ,所 得 出 的 结果 并 非 是 
光滑 的 ,而 出 现 幅 度 相当 大 的 无 规 涨 落 - .至 于 一 阶 相干 度 g 中 (z,z;z,t +7), 如 
果 激 子 初 态 为 相干 态 , 则 |g(z,z;z,t+z) | 等 于 1, 与 zc 无 关 ，; ehop A 
数 态 或 混杂 态 , 则 lg (z,z;z,z+r)| 降 到 0.8 左 右 ,而 且 当 r 改变 时 伴 有 杂 
的 起 伏 ^ . 二 阶 相干 度 的 情况 更 为 复杂 ， 昨 全 站 于 初 丰 为 相让 | a )， 
|g™(z,t;z,t+T)| 也 不 等 于 1, 当 a 的 绝对 值 小 时 , | g2 | 大 于 1 并 与 a 的 辐 角 
有 关 . |a| 增 大 时 , |g 中 | 逐步 接近 于 1. 如 若 激 子 初 态 为 混杂 态 , 则 | g? | 大 致 保持 
在 1.2 左右 .对 于 激 子 初 态 为 数 态 |n) 的 情况 ,|g”| 的 值 随 着 n 的 增加 而 变 大 ,n 
=1 时 约 为 0.1,n=2 时 增加 到 0.5 左右 ,但 再 大 到 ”= 50 时 却 只 增加 到 0.6 左 
右 56. 

以 上 绪 果 表明 ,尽管 上 面 研 究 的 激 子 超 荧 光 是 完全 合作 性 的 ,但 光 场 的 相干 和 
统计 性 质 却 是 各 种 各 样 的 . 

下 面 简单 提 一 下 二 层 和 三 层 格 点 的 情况 上 9 . 


当 N=2 时 ,k 有 两 个 取 值 寺 5 ,这 时 决定 频 移 和 误 率 的 特征 方程 为 
w +im tine”w — 0 = 0. (F.67) 
它 的 四 个 根 分 别 为 土 Qi -11,， + (22 一 i 了 ,其 中 


0,~0l1+ 至 - 


A 2 )， 0:~ 0(1- 至 )， (F.68a) 
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11 完 7, rT, ~ (F.68b) 


由 此 可 见 对 二 层 格 点 , Pi 约 为 单 层 情况 的 一 倍 [ 见 (F.58) 式 ] ,而 卫 则 是 一 个 小 
得 多 的 值 ,于 是 第 一 个 值 相应 于 超 辐 射 情况 而 第 二 个 值 相应 于 亚 辐射 情况 .但 要 指 
出 的 是 即使 在 亚 辐射 情况 ,辐射 率 仍 比 单个 原子 的 辐射 率 大 ,其 值 具 体 为 xya. 原 
因 是 : 亚 辐射 只 是 两 层 原子 的 辐射 发 生 互相 消减 ,而 每 屋内 的 原子 仍然 是 合作 辐射 
的 . 

当 N=3 时 ,特征 方程 有 六 个 根 , 土 Q1 一 iT, 土 Q; 一 证;, 土 (23 一 iT. 其 中 


97 4 3 
Q,~0(1- $+ li 守 F7， 


80” 3c 
0 2 
0:~0(1- 于 )， Ty 二 
加 mm ~ Qa 
0， ol1 轻 )， ~ (F.69) 


由 此 可 见 第 一 个 解 对 应 于 超 辐射 情况 ,第 二 三 个 解 均 对 应 于 亚 辐 射 情况 .如 果 我 
们 用 Bt_, ; ;分 别 代 表 1,2,3 层 的 集体 激发 算 符 [参见 (E.4) 式 ], 则 三 个 特征 模 的 
激发 算 符 分 别 对 应 于 初 态 激 子 算 符 


去 [Gs = 0) + 色 -olt = 0) + Bir = 0)], 

工 及 1_， = 0 - Bl_, = 0 

万 | _i(t ) (上 ) ] ， 

EL- Bl = 0) +2Bl-ol = 0) = Bi-als = 0)1, (F.70) 
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G 超 辐 射 微 激光 器 的 随机 量子 轨迹 理论 


在 附录 下 中 的 第 一 部 分 我 们 讨论 了 N 个 相同 的 二 能 级 原子 的 超 荧光 .在 达到 
合作 辐射 时 ,其 能 量 辐射 率 将 正比 于 N? .这 时 的 辐射 称 为 超 辐射 . Haake 等 研究 了 
一 种 超 辐射 激光 的 理论 ” ,该 激光 器 中 含有 N 个 相同 的 三 能 级 原子 .能 量 关系 为 
,Ei >>Eo. 能 级 2 与 能 级 1 之 间 的 跃迁 与 激光 模 a 相 作用 .能 级 1 上 的 原子 并 
通过 与 为 一 单 模 光 场 ( 模 5 , 亦 称 消极 模 .该 模 Q 值 小 ) 的 作用 回 到 原子 的 基态 ( 即 
能 级 0). 然 后 再 通过 一 经 典 相干 光 抽 运 到 上 能 级 (能 级 2) ,此 模型 的 特点 是 :在 以 
上 三 个 过 程 中 , N 个 原子 都 合作 成 一 个 整体 来 与 相应 的 光 场 作用 .在 略 去 抽 运 品 
首 和 原子 到 非 腔 模 的 自发 辐射 的 条 件 下 该 文 作者 对 原子 和 激光 模 的 方程 进行 了 求 
解 .得 出 这 种 超 辐 射 激光 器 许多 与 普通 激光 器 不 同 的 特点 ,如 : 零 阐 值 ;原子 布 居 数 
值 会 出 现 突变 (如 同一 级 相 变 ); 极 小 的 谱 宽 ( 约 IN? ); 当 有 效 抽 运 强度 p[ 参 见 
(G.16) 式 ] 取 固定 值 时 ,激光 模 的 光子 数 正比 于 N? ;输出 场 在 低频 段 是 完全 的 挤 
压 态 ; 当 有 效 抽 运 参数 超过 1 时 ,激光 活动 即 停止 .这 些 结果 都 是 在 N 为 大 数 情况 
(宏观 体系 ) 下 得 出 的 .近年 来 由 于 集成 光电 路 的 发 展 人 们 对 只 包含 不 多 的 原子 (或 
激 子 ) 的 微型 激光 器 发 生 兴趣 ,因此 我 们 对 只 包含 二 三 十 个 原子 的 微型 超 辐 射 激光 
器 进行 了 研究 ”. 我 们 知道 , 相 变 是 宏观 体系 中 才 出 现 的 现象 ,在 微 激光 器 中 无 论 
是 一 级 还 是 二 级 相 变 都 不 会 发 生 ,但 当 N 增 大 时 应 显示 出 走向 相 变 的 趋势 .文献 
[2j] 的 研究 不 仅 证 实 了 这 一 点 还 发 现在 某 些 参 数 范围 , 超 辐 射 微 激光 器 会 出 现 新 的 
情况 .本 附录 的 另 一 个 目的 是 借 此 问题 介绍 随机 量子 轨迹 处 理 方法 . 它 在 研究 少数 
原子 的 光学 过 程 方面 有 它 的 优越 性 .不 仅 能 给 出 定常 态 时 的 结果 ,还 能 显示 演化 的 
整个 过 程 ,包括 趋 于 定常 态 的 时 间 尺 度 . 

此 激光 右 的 相互 作用 哈密 顿 量 为 中 

H, =ifigu (a Sz 一 afSi )+ 1 元 go (6 Sn 本 biSo ) 
+ ii0 (Sy — So )， (G.1) 
其 中 a 和 ai 为 激光 模 算 符 ,2 和 2+ 为 消极 模 算 符 , 9 为 一 常数 ,相应 于 抽 运 光 为 
经 典 相干 光 . 此 外 ,两 个 腔 模 都 有 泄漏 导致 的 耗 散 与 涨 落 . 而 


N 
S; = > SY. (G.2) 


S 久 代表 第 w 个 原子 的 由 状态 17) 到 状态 |i) 的 迁移 算 符 .如 前 所 述 ,在 入 ,中 原子 
是 集体 地 与 两 光 模 和 抽 运 场 作用 . 

如 同文 献 [1] ,文献 [2] 亦 假定 消极 模 的 耗 散 系数 足够 地 大 ,可 以 将 $6 和 站 浸 
渐 地 从 系统 中 消去 .这 样 得 出 的 主 方程 为 
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(2) = LP) + Aap () + A (2), (G.3) 
其 中 工 , Ao, 和 A。 实际 上 都 是 “ 超 算 符 ”, 即 作用 在 P 上 的 算 答 ， 其 定义 为 
£5 (1) = [0S - Sw)+ gu(a Sa - ailSw)},p (2)], 
And (1) = 7280p (So — Siodop (£) -p(t)SoSo), (G.4) 
Ad (1)=«, (24 0 (1)al ata p(t) -p(t)a'a), 
其 中 


7 = 2 ， (G.5) 
< 和 xs 为 模 a 和 模 2 的 耗 散 系数 ,y 代表 原子 集体 从 能 级 1 回 到 能 级 0 的 衰 率 . 
如 356.4 所 述 ,Au 中 的 一 ySoSmp(t)-7p(t)Sw So 和 A。 中 的 -wksata 
p(t)- Ko p(t)al! a 代表 阻尼 项 ,在 随机 量子 轨迹 方法 处 理 中 ,我 们 可 以 把 ify 
SS 一 ifix,414 并 和 人 到 委 ,,(z) 的 第 一 项 和 第 三 项 (第 二 项 中 的 消极 模 5 和 61 已 
浸 渐 地 消去 ) 中 构成 非 厄 米 的 哈密 顿 量 委 ;,: 
HH, =ifig, (a Sz 一 afSi )+ ih0 (Sa 一 Sw )- 读 yS10 So 


ifix,aia, (G.6) 
并 定义 两 个 贡 缩 算 符 [它们 分 别 出 现在 (G.4) 的 第 三 式 和 第 二 式 中 j]: 
C=V2a, 6 =V27S。. (G.7) 


这 两 个 算 符 体现 过 程 中 的 随机 变化 . C， 源 于 激光 和 与 库 的 作用 , C, 源 于 模 5 与 库 
的 作用 .由 于 模 "被 浸 渐 消去 因而 它 的 随机 变化 被 转移 到 原子 能 级 1 到 能 级 0 的 
跃迁 中 . 
数值 计算 是 模拟 一 个 个 小 时 段 Az 内 系统 状态 的 变化 .于 是 系统 的 状态 1) 将 
表示 为 一 系列 离散 值 |z,) ,其 中 
t, = nAt. (G.8) 
从 1) 到 |z 1) 的 演变 将 通过 下 面 的 途径 决定 ”: 
(i) 计算 (z, ,ts +Az) 时 隔 内 两 个 H 缩 概率 pi(z,) 和 p,(z,): 
pi (ti)= (£, | CC | tAz, 
pa (tn) = lt, | CiC, | 1,)Az, (G.9) 
其 中 At 应 取得 足够 地 小 ,使 得 p1 (zi) 和 ps(z, ) 都 比 1 小 得 多 . 
(ii) 产生 两 个 随机 数 r; 和 ”~ ,它们 以 均匀 的 概率 分 布 于 [0,1]j 间 ， 
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(者) 将 ri 和 ~ 与 计算 出 的 加 (i) 和 ps(zi,) 相 比较 ,并 按 下 述 规则 来 确定 
| 
中 大 ri<pi(t,),r 宇 p(t, ),h ri 落 在 计算 出 的 南 缩 概率 pi(t, ) 之 内 ,而 
r2 落 在 计算 出 的 志 缩 概率 pz (zs ) 之 外 , 则 取 
| t+1) 一 Ce (G. 10) 
V lt, | CIC, | 1z,) 
避 夺 i 宇 pi1(t,),rs<<ps(t,), 即 ri 落 在 计算 出 的 地 缩 概率 pi(z,) 之 外 ,而 
rz 落 在 计算 出 的 南 缩 概率 p,(zi, ) 之 内 , 则 取 
tn+1) 一 有 全 生生 和 (G.11) 
~V (t, | C2C, | £1) 
即 发 生 C, 黄 缩 ; 
号 在 六 亿 广 ( 坊 ) ,2 声 加 ( 志 ), 即 > 和 7 都 分 别 落 在 pi(z,) 和 p,(z) 之 
外 , 则 取 


@ iHrnAs/t t, ) 


| ti+17 天 一， 
A/ (£, je nh™ Hnrh ) Az/# | t, 》 


即 无 十 缩 发 生 , 状 态 按 百 。 演 化 .mm < pi(z) 同 时 r, < p,(z,) 的 概率 实际 很 小 ,可 
以 不 考虑 . 

按 上 述 步 又 逐步 地 进行 ,就 将 得 出 一 条 随机 量子 轨迹 . 任何 一 个 算 符 @ 在 该 
量子 轨迹 ti 时 刻 的 期 望 值 即 为 (i, | Q1z, ) ,最 后 对 足够 多 的 量子 轨迹 进行 系 综 平 
均 ,就 可 得 出 任意 时 刻 白 的 期 望 值 . 

下 面 说 明 具 体 的 计算 方法 .首先 令 no,n1,n, 分 别 代表 三 个 能 级 上 的 原子 布 
居 数 . | n,ni ,no) 为 “具有 (ns,ni ,no 分布 数 ”的 原子 全 对 称 状态 .再 令 |m) 代 表 
激光 模 ( 模 a ) 中 有 m 个 光子 的 状态 ,一 般 状 态 可 表示 为 | n，,， ni ,no)|m) 的 相干 
姜 加 : 


(G. 12) 


[DD = 2 >JA ww 人 (t) | n,ni,no) | m). (G.13) 


显然 no ,ni ,ns 应 满足 关系 

710 十 71 十 7 二 人 几 . (G. 14) 
初始 原子 状态 取 为 全 反 转 态 即 |n, = N ,ni =0,n。 =0) ,光子 状态 为 真空 态 |0》 .下 
面 要 说 明 的 是 $; 如 何 作用 到 | ny ,n,no) 上 31. 


附 录 :461 : 


Qi | n,n1,n0) = V n(ni+1)|n,—1,nit 1 ,no)， 
So | 12 ,721 ;7207》 =Vni(ns+ 1) | 2 十 1,721 一 1,no), 
,No) = Vn(not+1)| n,n —1,no+1), 
Si0 | n2,71,70) i no(ni 十 1) | 12 ,721 十 1 ,70 一 1)， 
So | 722 ,721 ,720 7 = n2(no+ 1)|n,—1,n1,no 十 1 ， 
Sy | nsnisno) = V no(nz 十 1) |1n ,+1,ni,no — 1). (G.15) 
有 了 上 和 式 即 不 难 完成 (G.9) 一 (G.12) 式 中 的 运算 . 
除了 参数 N 以 外 ,在 主 方程 中 还 有 四 个 具有 频率 量 纲 的 参数 , 即 0Q, gy ,x 
和 y .从 这 四 个 参数 中 可 以 定义 出 三 个 无 量 纲 的 参数 : 
加 g12 加 g12 ps (2 NY 
C 一 Tc ge ， Ny ei (G.16) 
它们 分 别称 为 :无 量 纲 耦 合 强度 ,有 效 抽 运 强度 和 误 率 比 .其 中 # 又 可 认 作 腔 的 质 
量 因 子 .这 些 参 数 的 定义 与 文献 [1] 相 同 . 
在 文献 [2] 的 数值 计算 中 , 取 了 N=10,15,30 三 个 值 ,并 对 400 个 随机 量子 轨 
迹 进行 了 统计 平均 . 当 c 和 & 取 为 2 和 0.15 时 ,Haake 等 人 的 文献 [1j 中 得 出 的 结 
果 是 ( 按 该 文中 的 (3.3) 式 ,该 式 未 考虑 自发 辐射 的 效应 ): 在 P=0 处 ( 指 卫 =0+ 


se 为 无 穷 小 ) (no),《n1) 和 (nz) 分 别 等 于 搜 N,0 和 亏 N. 这 表明 P=0 点 为 一 


级 相 变 点 ( 因 P=0 对 应 于 无 抽 运 情况 即 Q =0, 这 时 (no) 等 于 N,《ni1) 和 (4n2) 等 
于 零 而 当 了 有 一 无 穷 小 变化 时 ,《no) 和 《ns) 出 现 有 限 大 小 的 变化 ). 为 外 在 P=1 
的 点 ,该 文 得 出 的 结果 是 (no6) =0,《n1) = N,《ns) =0, 即 全 部 原子 都 处 在 中 间 能 
级 上 ,同时 光子 数 亦 降 到 零 . 当 P 之 1 时 激光 作用 停止 ,上 述 各 值 应 保持 不 变 , 从 而 
曲线 出 现 转折 .这 意味 着 P=1 为 二 级 相 变 点 . 

文献 [2] 计 算 的 结果 则 与 文献 [1] 中 不 同 .在 P=0 点 ,《no) 并 不 从 NN 突然 降 


到 2 N ,而 是 连续 地 下 降 ,逐步 接近 文献 [1] 中 的 曲线 . 忆 接 近 1 时 ,下 降 变 得 平 绥 


到 P=1 时 它 并 不 降 到 零 ,ni) 也 不 达到 N. 至 于 (n,), 在 P 等 于 零 时 从 零 较 快 地 上 

升 ,随后 下 降 ,到 P=1 处 并 不 降 到 零 . 换 句 话说 , 当 N 取 有 限 值 时 ,如 前 所 述 不 出 现 

一 级 “ 相 变 ”" 和 二 级 “ 相 变 ” ,这 本 是 意料 中 的 结果 ,有 点 出 乎 意料 的 是 :对 于 N=30 这 
样 不 算 大 的 值 ,已 与 宏观 结果 相当 地 接近 . 

真正 出 现 质 的 变化 是 在 € 取 较 大 的 值 时 . 在 文献 [1] 中 ,《no),《ni) 和 《ns) 都 

与 € 无关 ， 仅 光子 数 的 平均 什 与 & 成 正比 .在 文献 [2] 计 算 的 情况 (N 取 不 大 的 


Sor | n2,7 


p> 
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值 ). 结果 则 完全 不 同 . 当 & 的 值 取 为 10 时 ,《n,) 随 了 的 变化 在 下 降 到 0.4N 左右 
后 又 略微 上 升 ,并 接近 N/2.《n,) 则 从 零 上 升 一 段 后 ,重新 下 降 , 到 已 = 1 时 况 降 到 
零 .至 于 上 能 级 的 布 居 数 (n,) ,在 初始 阶段 上 升 较 快 ,在 PP 超过 1/2 时 即 大 致 保持 
为 N/2. 我 们 看 到 : 布 居 数 的 情况 与 小 & 时 正好 相反 :上 下 两 能 级 布 居 数 的 值 大 ,中 
间 能 级 的 值 小 . 

文献 L2j 并 对 光子 数 的 分 布 进行 了 研究 . 当 取 c=2,P=0.2 和 &=5 时 ,定常 
分 布 给 出 42 =11.2 和 《KAn”) =8.9. 即 光子 具有 亚 泊 松 分 布 (如 所 预期 ). 为 了 考 
察 计算 的 可 信 性 ,文献 [2] 还 取 了 不 同 的 初始 值 来 进行 计算 .结果 表明 ,只 要 参数 
c,§,P 的 取 值 不 变 , 得 出 的 定常 值 就 一 致 ,的 确 与 初 值 无 关 . 

下 面 来 看 演化 的 过 程 . 在 文献 [2] 中 取 了 原子 初始 时 的 布 居 数 为 | no = 0， 
ni 二 0,n2 三 20 人 光子 的 初 态 为 真空 .参数 c,&,P 分 别 为 1,2,1/2 来 进行 计算 . 结 
采 表 明 :^zo),《zi2 和 《zz 从 各 自 的 初 值 出 发 并 非 单调 地 趋 于 其 定常 值 ,而 要 经 过 
大 致 三 个 振荡 才 接 近 它 .所 需 的 时 间 约 为 0.71y. 值得 说 明 的 是 ,在 主 方程 (G.3) 式 


中 有 二 个 阻尼 系数 y 和 %。. 当 6=2 时 ,之 = 起- 十, 即 y 是 其 中 小 的 一 个 


最 后 来 考察 一 下 光 场 中 的 相干 成 分 (a(z))》. 

当初 态 为 | n, = 0,n1=0, no = 50)10), 有 50 个 原子 初始 时 都 处 于 基态 . 光 场 
为 真空 态 的 情况 ,a(z)) 对 每 个 随机 量子 轨迹 都 为 零 ,当然 对 400 个 量子 轨迹 的 
平均 亦 为 零 这 一 结果 是 可 以 理解 的 ,因为 在 初 态 中 ,无 论 是 光 场 还 是 原子 系统 都 
不 是 相干 态 也 无 相干 的 成 分 . 

右 初 态 中 光 场 为 相干 态 |a) 例 如 原子 和 光 场 整体 初 态 为 |0,0,50) | a =0.2); 
或 初 态 光 声 为 真空 态 ,50 个 原子 中 有 45 个 处 于 能 级 0, 剩 下 的 个 按 二 能 级 原子 
式 ]， 总 体 初 态 即 为 19- 0.2， no =45) 10) 则 在 随后 的 发 展 中 ， (2(1)) 先 是 增长 ( 蕴 
其 绝对 值 ) ,然后 由 于 相位 扩散 而 衰减 到 零 . 

乃 一 个 重要 问题 是 定常 解 的 稳定 性 .在 文献 [1] 中 , 当 P,c,e 在 一 定 范围 内 
时 ,定常 解 是 不 稳定 的 .但 在 文献 [2] 中 未 发 现 这 一 情况 . 

在 文献 [2] 中 只 研究 了 腔 内 光 场 并 未 涉及 输出 光 场 ,因为 文献 [1] 未 作 此 项 研 
究 , 无 可 比较 .实际 上 ,在 文献 [2] 中 进行 此 项 研究 并 无 困难 , 因 光 子 的 击 缩 项 (在 腔 
外 为 真空 库 时 ) 应 即 描述 腔 内 光子 的 逸 出 .通过 这 种 逸 出 即 可 计算 输出 场 的 量子 统 
计 性 .例如 要 计算 定常 输出 场 的 二 阶 相关 度 y2 (r) ,我 们 可 在 腔 内 场 达到 定常 状 
人 态 时 ,选取 量子 轨迹 中 mi 个 H 缩 发 生 的 时 刻 i; (i = 1,2,…, m1 ) ,然后 数 出 在 
ti+T 到 zt; +rt+dr 时间 间 隔 内 发 生 韦 缩 的 总 数 dm 人 ? (上 标 (c) 代 表 博 缩 ). 于 是 


lim -42 即 代表 :定常 输出 场 中 射出 一 个 光子 后 经 过 时 间 再 射出 一 个 光子 


mi Yo] dr 
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的 发 射 率 ,也 就 是 条 件 发 射 率 .再 将 它 除 以 平均 击 缩 率 ( 在 真空 库 情况 也 就 是 平均 
发 射 率 )7, 类 比 (7.3.4) 式 即 可 得 出 7 ”(r) , 即 


d ) 
lim mm. dr = ny (rt), 
于 是 有 


(c) 
7yO(r) = 工 tm ce 


7 m1 一 co m1 dr 


(G.17) 
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H 规则 注入 原子 对 无 阻尼 腔 内 相干 光 场 的 挤 压 


在 $5.6 中 我 们 看 到 与 单 光子 作用 的 经 典 源 ( 即 经 典 电流 发 射 或 吸收 一 个 光 
子 的 作用 ) 可 生成 相干 态 光 场 ,而 在 $7.6 中 又 讲 到 通过 与 双 光 子 作用 的 经 典 源 可 
得 到 挤 压 相 干 态 ,并 具体 研究 了 单 模 情况 ,得 出 : 它 可 将 初始 的 相干 态 光 场 挤 压 成 
“ 挤 压 相干 态 ”. 这 些 都 是 纯 理 论 的 分 析 因 实际 的 光源 是 原子 或 分 子 ,不 同 于 经 典 电 
流 .经 典 源 的 特点 是 , 它 所 生成 的 光 场 为 纯 态 ,而 由 原子 生成 的 光 场 情况 则 不 同 : 这 
时 体系 状态 既 包 含 原子 自由 度 部 分 也 包括 光 场 自由 度 部 分 ,必须 对 原子 自由 度 求 
迹 后 才 得 出 光 场 的 状态 ,其 结果 将 是 统计 混合 态 .判断 这 种 光 场 是 否 为 挤 压 态 (不 
一 定 是 挤 压 相干 态 ) ,通常 是 计算 它 的 两 个 正 交 分 量 的 方差 (参见 $7.5) .研究 表明 
通过 原子 与 光 场 的 作用 也 可 以 产生 挤 压 态 光 场 .采用 注入 原子 即 可 达到 这 一 目的 . 

Meystre 和 Zubairy 指出 +: . 单 模 相 干 态 通过 与 二 能 级 原子 的 作用 ( 即 所 请 的 
J-C 模 型 ) 可 以 被 挤 压 .此 后 ,许多 作者 曾 在 推广 的 J-C 模 型 和 其 他 更 广泛 的 情况 下 
进行 了 光 场 挤 压 的 研究 ,其 中 Kuklinski 和 Madajczyk 得 出 ,在 原子 与 光 场 作用 时 
间 足 够 地 长 并 取 某 些 特定 值 的 情况 ,可 以 获得 深度 的 挤 压 中 .但 这 些 特定 的 作用 时 
间 的 取 值 需要 很 高 的 精度 .我 们 研究 了 通过 重复 注入 原子 来 挤 压 “相干 态 光 场 ” 的 
过 程 ”. 求 出 最 大 的 挤 压 度 与 作用 次 数 K ,每 次 作用 时 间 人 以 及 原始 相干 态 的 平 
均 光 子 数 N 之 间 的 关系 . 

假定 原子 与 腔 内 单 模 相干 光 场 共振 ,而 且 每 个 时 刻 腔 中 至 多 只 有 一 个 原子 . 相 
互 作用 包括 单 光 子 作 用 和 双 光 子 作 用 两 类 (在 双 光 子 作 用 情况 ,原子 跃迁 频率 正好 
为 光子 频率 两 倍 ) ,这 样 相互 作用 图 象 中 的 态 ,,(z) 将 与 t 无 关 : 
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让 (zi) = 和 [ai +(aii ], 1=1,2. (H.1) 
光 场 的 密度 算 符 o,,, (i) 可 通过 求解 原子 一 光 场 的 动力 学 方程 并 随后 对 原子 
目 由 度 求 迹 的 办 法 来 求 出 .对 于 人 射 的 二 能 级 原子 初始 时 处 于 激发 态 的 情况 ,结果 
为 
Or (t) = pr (0)cos( Qt) cos( QP) + p01n1(0)sin( QW )sin( QW ), 
(H.2) 


|/ | 
0 和 一 8 和 二 人 (H.3) 


从 (H.2) 式 可 见 , 咎 pj,(0) 和 p,,-1,,-1(0) 为 实数 , 则 p,,(z) 亦 为 实数 . 
设 人 射 原子 的 速度 都 取 同 一 个 值 ,穿越 腔 的 时 间 为 荆 ,k 个 原子 穿 过 腔 以 后 的 
光 场 密度 算 符 矩阵 元 设 为 o 迪 ( 工 ) , 则 按 (H.2) 式 即 可 从 p 避 ( 工 ) 得 出 or CT): 
or (个 ) =po®(T)cos( QT)cos( QT) 


其 中 


+ 0 T)sin( QT )sin( QWT). (H.4) 
定义 a 在 aia; 平面 中 任意 方位 的 分 量 ay 为 
as = aicosg + avsing， (H.5) 
它 也 可 表示 为 
25 = (ae +ate). (H.6) 


从 密度 矩阵 元 po,,, 可 以 求 出 a 和 a? 的 期 望 值 0. 
(ay ) = >，V 7 十 1Re(o。 ne ) ， 


n 


(03》 =D Vr I aRe( pa )+ FD) (2n + 1)p,. 


(H.7) 
由 此 即 可 计算 方差 62 寺 (a2) 一 (ay》. 
当初 始 光 场 为 相干 态 时 [为 简单 计 设 其 振幅 a( 亦 即 < 的 本 征 值 ) 为 实数 ] ,有 


po = ev” -一 (H.8) 


mln! 


不 难 求 出 经 过 次 原子 作用 后 的 方差 为 


@ 在 文献 [3] 中 ,(a3) 第 一 项 的 指数 因子 有 印刷 错误 ,此 处 已 改正 . 
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Sk) = C(k) + D(k)cos2$, (H.9) 
其 中 


CC = + Dod -3 DD Viriod,], 
D(k) = 3 Vr ta -3D Vrripd]. (HI0) 
因此 车 D(k)<0, 吕 (8) 的 最 小 值 将 出 现在 $=0. 按 (H.5) 式 ,相应 的 分 量 即 


为 a1. 若 D(&E) >0, 器 的 最 小 值 将 出 现在 %= 地 ,相应 的 分 量 即 为 a2. 
数值 计算 表明 无 论 是 单 光子 作用 [对 应 于 (H.1) 式 中 1 =1] 还 是 双 光 子 作用 


[对 应 于 (H.1) 式 中 1 =2], 小 的 方差 均 出 现在 $0, 即 方差 被 压缩 的 分 量 为 0， 
(这 是 就 人 射 原子 的 激发 态 的 情况 而 言 另 外 ,此 结果 与 初始 相干 态 的 振幅 设 为 实数 
有 关 ). 

顺便 指出 , 若 初 始 时 腔 内 光 场 的 密度 矩阵 只 有 对 角 元 不 等 于 零 ( 混 杂 光 场 即 为 一 例 ) , 即 


(0) 一 (0) 
Cmn Ml On Onn » 
其 中 pw 代表 初始 时 光子 数 为 n 的 概率 , 则 从 递 推 公式 可 得 出 


别 (6) = 村上 二 (za (H.11) 

其 值 与 $ 无关, 并 总 是 大 于 才 , 当 (n); 增 大 时 它 也 随 着 增 大 ， 
在 文献 [3] 中 曾 就 初 态 为 (H.8) 式 所 示 的 相干 态 情况 对 61 进行 了 数值 计算 . 
单 光 子 作用 的 结果 表明 ,只 当 人 了 到 某 些 区 间 的 值 时 ,6 才 会 比 子 小 , 即 出 现 压缩 


在 T< 一 的 范围 ,在 N=10 的 情况 (N 为 初始 相干 态 的 平均 光子 数 ) ,最 小 值 出 现 
在 工 为 0.15 六 附近 ,时 约 为 0.13 ,相应 的 注入 总 次 数 KK 之 15. 在 N=20 的 情况 ， 


最 小 值 出 现在 十 =0.13 六 附近 ， 2? 约 为 0.090, 相 应 的 原子 注入 数 K=:24. 在 N 


=30 的 情况 ,最 小 值 出 现在 T=0.11 二 附近 ,1 约 为 0.071, 相 应 的 KK 为 40. 从 


以 上 结果 可 见 , 5 的 压缩 度 是 不 小 的 .值得 注意 的 是 , 当 光 子平 均 数 N 一 定时 ,并 
非 注 入 次 数 愈 大 ,压缩 度 就 愈 大 , 而 有 一 个 最 佳 取 值 . 当 N 增加 时 ,可 达到 的 压缩 
度 愈 大 . 

下 面 转 到 双 光 子 作用 的 情况 , 初 态 仍 由 (HH.8) 表 示 . 数值 计算 表明 ,对 于 相对 大 
的 N 值 ,有 下 述 结果 : 


” 466 .辐射 和 光 场 的 量子 统计 理论 


i) 9:(K,T) 和 5 (K,T) 都 随 着 T 周期 性 的 变化 . 周期 为 5. 实际 上 当 N 为 


20 时 ,这 种 周期 性 已 经 显示 出 来 . 
i) 被 压缩 的 方差 亦 为 61, 较 大 的 压缩 出 现在 T 守 (21+1)x/g, 以 及 T= 
21x/g; 的 两 侧 . 


ii) (天 ,至 | 在 K 增加 时 先 减少 然后 又 缓慢 地 增加 . 当 N = 20 时 ,最 小 值 


在 K 守 100 处 ,6? 从 初始 的 0.25 降 到 0.05, 随 后 随 着 开 的 增 大 而 较 平 缓 的 增加 ， 
到 KK =400 时 约 达 到 0.075, 仍 只 有 初始 值 的 3/10. 

通常 的 相干 光 场 都 具有 较 大 的 平均 光子 数 N. 这 时 对 于 双 光 子 作 用 情况 ,还 
能 推出 61(K ,NN) 在 工 的 优选 值 x/g, 时 的 解析 公式 . 

对 于 大 的 NN ,在 (H.10) 的 求 和 中 ,起 重要 作用 的 ” 亦 比 较 大 ,于 是 (H.4) 式 中 
的 22 下 可 以 近似 展开 为 

DOT = g, TV 1 于 本 ~ gaT(n + 3 _ 下 | (H.12) 

在 文献 [3j] 的 附录 中 ,指明 了 其 中 的 g,T/8n 的 项 在 直到 KO(N?) 的 递 推 计算 
中 都 可 以 略 去 . 


对 于 优选 的 T= 一 ,从 方程 (H.2) 和 (H. 12) 即 得 
pm (EE)= (Do 2 20). (H.13) 


这 样 在 经 过 K 次 注入 后 (每 次 开 都 为 一 ) ,结果 即 为 


pm(N,K)= (- 1) ”om 2k,n-2k (N,0). (H.14) 
从 方程 (H.9)、(H.10) 和 (H.14), 可 计算 相应 的 61 和 62 .结果 为 3 


区》 [7 十 1 (N KFTN+2K ~ EK 33K 
- n ln,nt+l 9 ~ N(N +2K) N’(N +2K) 


7K° | 7 天 
NON+2K)” 2NCON+2K) 


kK? 
V (n+ Tn Tp ~ ~N ~ NPN TaR): 
OY nt Dnt2a)pnm(N, KY N+2K -NN -3MN TIR) 


(H. 15b) 


(H. 15a) 


S 


N 


2 -1 1k 
SN,K) = 4 NTIR + 16N’’ 
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82(N,K) = 地 |1+ 符 |+ 译 访 : (H.16) 
它们 在 下 述 条 件 下 成 立 : 
1 K 
方 六 1，， 意 二 1 (H.17) 


从 (H.16) 式 可 得 出 下 述 结论 : 
(i) 6; 总 是 比 6, 小 , 即 最 小 方差 出 现在 $=0( 注 意 : 这 是 在 初始 相干 态 振 幅 
取 为 实数 的 条 件 下 ) ,与 前 面 的 结 采 一 致 . 
(ii) 当 (H.16) 两 式 右 方 第 二 项 比 起 第 一 项 小 得 多 时 ,有 
3816, = 于 (H.18) 
这 时 光 场 为 一 纯 态 由 下 式 表 示 : 


1》 = De n+2K). (H. 19) 


nl 


(H.18) 式 表明 该 态 具 有 最 小 不 确定 乘积 . 
(证 ) 对 于 确定 的 N ,当天 增加 时 61(N,K) 先 是 下 降 ,后 转 为 上 升 ,转变 点 位 于 


K, SV2NY. (H.20) 
当天 = 天. 时 ,相应 的 61 为 


1 
(61) > . 
4 V2N 


由 此 可 见 初始 平均 光子 数 N 愈 大 , (61),, 愈 小 .在 N 一 时 , (61) 一 0. 
实际 上 ,在 作用 次 数 K 增加 时 ,6? 先是 迅速 地 下 降 , 然 后 缓慢 地 趋 于 (61 ),，. 
因而 并 不 需要 次 数 K 取得 像 K. 那样 大 就 可 获得 深度 的 挤 压 . 
由 (H.19) 式 给 出 的 |)x 还 是 一 个 振幅 挤 压 态 ( 参 见 $7.6 末尾 处 ). 因 为 经 过 
K 次 作用 后 ,(z 已 增加 到 N +2K ,而 V (nn*) 一 《n) 仍 为 v N ,因而 
6n VN < 1 
‘n) N+2K ~ VN+2K 
上 式 中 的 /VN +2K 代 表 泊 松 分 布 情况 下 的 值 . (H. 22) 式 表明 , |); 具有 亚 泊 松 


的 光子 数 分 布 . 
如 本 附录 标题 所 指出 的 ,我们 只 考虑 了 腔 内 场 无 阻尼 的 情况 . Golubev-Sokolov 


(H.21) 


(H. 22) 
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曾 给 出 阻尼 腔 中 规则 注入 原子 时 的 主 方程 ( 见 附录 1) 但 如 Benbert 和 Rzazewski 
所 指出 的 ,该 方程 存在 一 个 问题 , 即 通 过 它 计算 稳 恒 的 光子 数 分 布 ou 的 结果 中 ,会 
出 现 负 值 (参见 附录 I 的 结尾 处 ). 这 一 情况 表明 :对 于 规则 注入 的 过 程 ,实际 上 不 
存在 通常 意义 下 的 微分 方程 .我 们 在 本 附录 中 的 处 理 ,未 通过 任何 微分 方程 而 是 逐 
次 计算 的 , 故 不 存在 问题 .缺点 只 在 未 能 考虑 腔 的 阻尼 . 

在 文献 [3] 中 还 讨论 了 当 入 射 原子 处 于 下 能 级 的 情况 ,同样 亦 可 能 产生 挤 压 态 . 

以 上 的 讨论 假定 了 原子 与 腔 场 共振 (在 双 光 子 作 用 情况 ,如 前 所 述 ,原子 跃迁 
频率 与 两 个 光子 的 频率 相等 ). 文 献 [4] 研 究 了 失 谐 对 挤 压 的 影响 .该 文采 用 J-C 模 
型 ( 即 注入 次 数 K 取 为 1) ,并 设 N 很 大 .结果 得 出 ,对 单 光 子 作 用 ,小 的 失 谐 只 有 
小 的 不 利 影响 .而 对 于 双 光 子 作用 , 失 谐 的 效应 则 是 较 强 的 . 
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入 一 


I Golubev-Sokolov 主 方程 ”生成 函数 的 精确 解 


Golubev-Sokolov 主 方程 是 指 以 确定 的 注入 率 向 腔 中 注入 激发 态 原 子 情况 下 
腔 场 的 主 方程 : 
Golubev 和 Sokolov 指出 站 ,在 Scully-Lamb 的 激光 理论 中 ,所 谓 的 粗 粒 式 注 人 
率 实际 上 对 应 于 激发 态 原子 注入 率 具 有 泊 松 分 布 的 情况 [参见 (8.7.14) 一 
(8.7.15) 式 ]. 如 果 采 用 确定 的 注入 率 (规则 注入 ), 则 作用 图 象 中 的 主 方程 将 从 
Eo EE EE (LD 


改变 成 


八 人 、 仆 八 人 人 和 从 1 ^; 和 ^ 和 ^ 1 人 ^ 作 :人 ^ 
6 = ra[ln(1+)p]+ «la pat—3a ap- 50 ata |， 


(I.1) 和 (I.2) 式 中 锡 o 代 表 信 o 对 作用 时 间 的 平均 (在 这 一 点 上 Golubev - Sokolov 
主 方程 与 Scully- Lamb 并 无 差别 ). 


(I.2) 


Q@ ”Golubev-Sokolov 方 程 与 本 节 的 讨论 还 有 一 个 差别 , 即 其 中 原子 与 腔 场 作 用 时 间 + 不 是 
一 个 确定 值 ,而 有 一 个 分 布 . 


附 ” 录 '469. 
入 po= dr 工 em 多 0， 
0 “0 


ho 由 (8.7.28) 式 表示 . 


为 了 得 到 最 大 的 效应 ,Golubev 和 Sokolov 假定 了 原子 从 上 能 级 衰变 到 其 他 能 
级 的 概率 为 零 .因此 每 个 注入 的 原子 都 将 放射 一 个 腔 场 光子 .在 此 情况 下 ,有 


会 人 加 2 V mn 加 
(We), 上 Mm 十 n+ B(m n )2 mln Omn ， (I.3) 
其 中 B 为 一 常数 
| aa | 2Tc0 
8 = yy hy (I.4) 


由 于 下 面 只 用 到 对 角 元 (m = nn ) , 故 参数 8 在 结果 中 实际 并 不 出 现 . 
当 m =n 时 , (I.3) 式 化 为 
(Wp), = pint — pm. (1.5) 
Golubev 和 Sokolov 认为 ,虽然 元 代表 单个 原子 的 作用 (从 而 比较 微小 )， 
ln(1+ 束 ) 也 不 能 简单 地 只 取 对 数 展开 中 的 一 项 (即将 In(1+ 鲍 ) 近 似 成 间 ) ,那样 就 
将 略 去 具有 泊 松 分 布 的 原子 注入 率 与 规则 性 的 原子 注入 率 的 差别 .他 们 取 了 展开 
中 的 两 项 , 即 取 


全 人 1 和 
In(1+ WW) 实 用 骤 ， (1.6) 


上 式 右 方 第 二 项 即 体现 规则 注入 时 的 修正 .于 是 有 
ow 一 7 (一 Onn 十 On-1,n-1 ) 一 地 (pm 和 20n_1,n-1 十 ln-2,n-2 ) | 


一 k | no 一 (n + 1 ) pnri,nt1 |. (I.7) 
为 了 计算 光子 数 的 平均 值 元 (z) 方差 [2(z) 一 元 (上 ，… 该 文 引 入 了 生成 函 
数 


G(z,i) = 5 put) 0<z<l. (1.8) 

通过 G(z,z) 对 z 的 各 级 微 商 即 可 求 出 元 (i) ,22 (zt),… 等 的 值 : 
(1.9) 

而 从 pj 所 满足 的 方程 (I.7) 可 以 得 出 G(xz,z) 所 满足 的 方程 为 
了 = ke(1-z)| 广 50z G+ = (1.10) 
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通过 将 (I.8) 式 对 z 微 商 和 对 > 微 商 即 可 验证 上 式 的 正确 性 [并 可 参考 (I.42) 式 的 
推导 |]. 
Golubev 和 Sokolov 给 出 上 式 的 解 为 
G(zst) = Gz + lO la) 1) 
其 中 
z, = (z— 1)e™, (I.12) 
元 实际 上 是 稳 恒 时 的 平均 光子 数 ( 见 下 文 ). 
关于 方程 (I.11) 的 推导 .不 难 证 实 方程 
Ee ~ Kk(1- z) 元 G (I.13) 


的 通 解 为 F((z 一 1)e“ ) ,其 中 下 为 任意 函数 ,而 (I.10) 式 的 解 为 它 的 一 个 特 解 G, (= ,已 乘 上 
(I.13) 式 的 通 解 , 即 


G(z,1) = F((z— 1)e”® )G,(z,1). (I.14) 
此 特 解 可 设 为 与 t 无 关 的 函数 G,(z) ,从 而 满足 
+ia(z -3)G, = 0 (1.15) 
由 此 解 出 
G(z) = Et", (1.16) 
于 是 通 解 (I.14) 化 为 
G(z,1) = F((z— 1)e”™ )et™ (1.17) 
为 满足 初 条 件 ,应 有 
F(z -1) = G(z,0)e 1 (1.18) 


利用 此 关系 即 可 将 (I.17) 式 化 成 (I.11) 式 :首先 ,按照 (I. 12) 式 将 (I.17) 式 右 方 写成 F(z,) 


e462 再 利用 (1.18) 式 将 下 (zx ) 表 成 G(z io)e "LC")-《%71)?] , 即 化 出 (1.11) 式 . 
有 了 G(z,z) 即 可 求 出 光子 数 平均 值 z(t) 和 它 的 方差 An (1:). 先 看 元 (z). 由 
(I.8) 和 (I.11) 式 ， 


9G(z + 1,0) 


z(t) = G20)| 


e+G(z 十 1.0) | _ 元 (1 一 e”)， 


(I.19) 
其 中 G(z, + 1,0)= >,ow(0)(z +1)". 于 是 


G (z, 十 1,0)| .= ] ， FG(% + 1,0)| 二 Dom (0)n = 元 (0). 


(I.20) 
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代入 (I.19) 式 后 即 得 
A(t) 一 元 十 [元 (0) 一 元 ]e“， =<. (I.21) 
上 式 右 方 的 参数 元 等 于 元 (co ) , 即 稳 恒 时 的 平均 光子 数 . 
方差 [n(i) 一 zz(z)] 寺 [An(zt)] 可 表 为 
TAO TE - 9 G(z,t) ,9G(z,t) (ED) (I.22) 


2 
9 z=1 gx% 之 一 工 


其 稳 恒 值 为 
[An = 广元 (1.23) 


这 表明 稳 恒 时 的 光子 数 方 差 只 有 泊 松 分 布 情况 值 的 一 半 , 即 光子 数 具有 亚 泊 松 分 
布 ( 亦 即 光 场 处 于 振幅 模压 缩 态 ) 吕 . 
在 Golubev-Sokolov 文中 还 给 出 了 [An (co) 二 的 值 .此 值 描述 光子 数 分 布 的 不 
对 称 情 痪 .他 们 得 出 的 结果 为 
1 _ 


[An(%)] = 一 万 元 ， 


其 绝对 值 比 泊 松 分 布 的 值 (Az)3 = 元 要 小 ,而 且 符 号 相反 . 负 号 的 意义 是 比 平均 值 
小 的 光子 数 概率 较 大 .在 下 文中 我 们 将 指出 ,由 于 Golubev-Sokolov 又 作 了 (I.6) 式 
的 近似 .上 面 给 出 的 [An (co ) 下 并 不 正确 . 

对 于 单 模 的 非 自由 光 场 ,在 二 阶 相关 函数 的 定义 中 ,常用 算 符 a(z)a 来 代替 
Em (zt)#, 即 为 

g(t) 二 trlpna' (0)nal(t)an(t)an(0)], +1>0, (1.24) 

脚 标 旦 代表 海 森 伯 图 象 .在 Golubev-Sokolov 文中 计算 了 稳 恒 时 的 g(z) 值 ,也 就 是 
说 上 式 中 的 :=0 已 达 稳 恒 态 . 他 们 给 出 


g(t1) = N° -Re"， t 之 0. (I.25 ) 
下 面 先 来 给 出 (1.25) 式 的 推导 .由 (I.24) 式 定义 的 g(z) 等 于 一 个 “虚拟 的 而 且 是 不 归 一 化 
的 海 森 伯 图 象 密度 算 符 pse? ”中 的 平均 光子 数 , 即 
g(t) = tL[ op ng(t)], 
pW = an(0) pnah(o). 
为 将 g(z) 转 到 作用 图 象 中 ,我 们 利用 关系 式 


(I.26) 


@ 从 G(xz,z) 还 可 具体 求 出 光子 数 的 分 布 ou (z). 由 G(z,z) 的 定义 式 (I.8) 可 得 ou (z) 


-19 
一 DT3C(z，t) i 
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na(t) = U (2)n U1(z) (1.27) 
其 中 个 (z) = etce-ioe ,及 为 作用 图 象 中 的 光子 数 算 符 ( 它 与 t 无 关 ). 代 入 (I.26) 第 一 式 后 ,就 
得 出 
g(1) = tL O12) PHO n= tpr(t)n]. (1.28) 
上 式 中 的 ps.(z) 为 作用 图 象 中 的 算 符 , 它 满足 的 方程 应 与 (1.2) 式 相同 ,因为 它 随时 间 的 演化 仍 
由 原来 的 记 (z) 给 出 ,与 原 po(z) 不 同 的 只 是 初 条 件 .现在 的 ps.(0) 与 原 p(0) 的 关系 为 : pg.(0) 
等 于 4a(0) 6b(0)a1(0). 于 是 有 


pfe(0)m = V m+ 1)(nt+1)pnrinri(0). (1.29) 
相应 地 定义 
Gse(z,t) = Dr lt) mY (I. 30) 
即 可 将 tr[ pa.(1)7] 表 为 z=1 处 Gs.(z,t) 对 = 的 微 商 : 
tr[ pse(t)n] = Rou(z,0)| (1.31) 
上 式 右 方 仍 可 如 (I.19) 式 那样 写成 


9 9 ja jc 
Gu (ze Ge(%+10)| 。 + GuCa +L0)| 51-。 )， 


(I.32) 
如 (I.24) 式 下 的 说 明 , 现 在 :=0 已 取 在 系统 的 稳 恒 期 ,因此 有 [利用 (I.30)、(1.29) 及 (I.12) 等 
式 ] 


OO 


9 OO 
了 Cae (2 十 1,0) | 1 一 Dy npre (0)m 一 jnln 十 1) pnrintl (0) 


n=0 


7 方 元 ， (1. 33) 
Gr (zi + 1,0)| = Sip.(0), = (1.34) 
z=1 n=0 


在 (I.33) 最 后 等 式 中 我 们 利用 了 稳 恒 时 ze 的 平均 值 等 于 ( 丈 + 广元 让， 


将 (I.33) 和 (I.34) 式 代入 (1.32) 式 ,再 依次 将 所 得 结果 代入 (I.31) 和 (I.30) 式 即 得 出 (1.25) 
式 . 

(I.25) 式 表明 :i( 时 间 差 ) 为 零 时 g(z ) 的 值 最 小 , 随 着 i 的 增加 ,g(z) 的 值 也 
增加 ,从 g(z) 达 nz? 得 出 腔 内 光 场 是 反 群 从 的 , 反 群 从 效 应 的 时 间 尺 度 是 1/x. 

在 $8.5 中 我 们 曾 介绍 了 随机 算 符 的 功率 谱 P(w)[ 这 里 用 了 w 代替 
(8.5.32) 和 (8.5.33) 式 中 的 Q1]. 在 Golubev-Sokolov 文中 曾 讨 论 了 从 “规则 抽 运 激 
光 带 "输出 流 的 功率 详 P(o) ,他 们 采用 了 对 称 化 的 定义 , 即 


P(w) = 村 | (Ya(0) faz) + 了 (ti)T (0)yeie dt. (1.35) 
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此 式 与 (8.5.34) 式 的 差别 是 采用 e” 而 不 是 e .上 式 中 的 I 为 海 森 伯 图 象 中 的 
算 符 .下 面 ,我 们 将 只 研究 稳 恒 时 的 P(w). 

在 $8.6 第 3 小 节 我 们 曾 讨论 过 激光 器 输出 流 的 关联 函数 (参见 (8.6.48) 一 
(8.6.53) 式 ). Golubev-Sokolov 利用 下 述 一 般 公 式 中 来 计算 输出 流 的 对 称 化 关联 函 
数 


(Ta(0)Tn(z) + Ta(t)Ta(0)) = ad(z) + rr [g(t)0(t) + g(— 1)0(— 1)]. 


(1. 36a) 
将 (I.25) 式 所 给 出 的 g(z) 值 代入 后 得 出 


(Ta(0)Ta(z) 十 Ta(z)7Ta(0)》 = wd(t) + (wr Tae ) 


(I.36b) 
(此 式 亦 相当 于 Yamamoto 和 Emoto 在 IEEE J. Quan. Elect. 22,2032(1986) 文 中 所 
用 的 公式 ). 
由 (I.36b) 即 可 求 出 输出 流 的 功率 谱 为 


P(w) = oa (1-7)+ 2nrx Nd(w). (I.37) 


上 式 右 方 后 项 代表 输出 的 恒定 流 的 贡献 , 前 项 代表 输出 流 涨 落 的 功率 谱 , 即 


六 [EY (0) 一 tm][ 鱼 (2) 一 mz] +[ 了 (4) -三 ][7 (0) -mn])eqz. 前 项 中 的 
第 一 项 xni 等 于 通常 的 散 粒 噪音 ,第 二 项 代表 修正 项 .我 们 看 到 :在 低频 区 w? < ， 
散 粒 噪音 受到 压制 . 当 频 率 趋 于 零 时 ,噪音 也 趋 于 零 ( 就 通常 的 实际 应 用 而 言 ,消减 
低频 噪音 比 消减 高 频 噪 音 更 为 重要 ). 

下 面 转 到 Golubev-Sokolov 方程 的 精确 解 2. 

前 面 曾经 指出 ,Golubev-Sokolov 文中 给 出 的 [Anz (ce )] 上 并 不 正确 ,因为 他 们 只 
取 了 In(1 + 分) 展 式 中 的 两 项 [参见 (I.7) 式 ]. 我 们 计算 了 生成 函数 GC(z,t) 的 精确 
解 2 .从 所 得 的 精确 解 可 以 看 出 ,Golubev 和 Sokolov 所 求 出 的 [LAz(co)]? 是 正确 
的 ,但 他 们 的 TAn(oo) 下 不 仅 数值 不 对 , 连 符号 都 不 正确 . 精确 的 TAn (oo) 下 是 


车 元 . 即 光子 数 分 布 的 不 对 称 度 更 小 ,而 且 光 子 数 较 平均 值 小 的 概率 变 成 较 小 . 一 
般 说 来 , 当 我 们 将 In(1+ 命 ) 展 开 到 项 时 ,计算 出 (An) 在 j<J 时 的 值 与 精确 解 
一 致 ,而 当 7 >J 时 就 不 一 致 了 .至 于 二 阶 相关 函数 g(t),Golubev 与 Sokolov 所 给 


@ 参见 DF Smirnov and I V Sokolov. Sov Phys. JETP 43:1095 ,1976. 
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出 的 值 与 精确 值 是 一 致 的 ,下 面 将 给 出 具体 推算 . 
对 于 po 的 对 角 元 ,方程 (I.2) 约 化 为 


gor = rin( + Dp], «fron ~ (n+ Donaoa] 


从 (I.3) 式 可 得 
[(1+W)p], = psn 
因此 
[ (1 + Wh)’p ], = pi 
将 (I.8) 式 对 上 作 偏 微 商 并 利用 (I.38) 式 即 得 
3c(c = (pom) = > [in(1+ le 
一 ”3 [nom — (n+ 1)prrinrl | 2”. 
我 们 先 来 处 理 后 一 项 .利用 。 
npux" = 2 (pne"), 
— (n+1)printiz” 一 一 (par z"! ) ， 
即 可 将 (I.40) 式 右 方 后 项 化 成 
-ce(z 一 1 了 FG(z, 让， 
另外 从 (I.39) 式 可 得 
Dt] = Pps 


(I. 38) 


(I. 39) 


(I.40) 


(I.41) 


由 于 当 n < 7 时 o，; ，; 为 零 , 故 上 式 右 方 对 的 求 和 实际 从 n = ;开始 , 即 上 式 右 


方 可 化 成 zw 2pwj.n-jxz” 二 zz 2 pmx” .从 而 化 出 ,对 任意 j， 


六 [G+ 交 只] = Ge) 
这 意味 着 对 于 函数 /(1+ 鲍 ) ,有 
> [+e], z" = f(z)G(z,t). 


利用 这 一 结果 (I. 40) 右 方 前 项 就 化 成 
r,(lnz)G(z,z) 


(I.42) 
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于 是 得 出 G(z,z) 满 足 的 方程 是 

FG(z,t) - ra (lnz)G(z,t) + x(1— z) FG(z,1). (1.43) 
我 们 看 到 此 式 右 方 第 一 项 与 Golubev-Sokolov 所 给 出 的 方程 (I. 10) 右 方 第 一 项 的 
差别 在 于 ,以 x。lnz 代替 了 方 坏 (1- z)(z -3)= 广 mm(1- =)(z 一 3). 由 此 可 见 ， 


如 果 把 Inz 写成 In(1+(z 一 1)) 并 取 展 开 的 前 两 项 就 得 出 (I.10) 式 的 结 采 . 
(I.43) 式 的 通 解 可 以 表示 为 它 的 一 个 特 解 与 方程 (I.13) 通 解 的 乘积 . 
我 们 取 (I.13) 式 一 个 特 解 为 与 t 无 关 的 G,(z), 即 稳 恒 情况 时 的 解 : 


G,(z) = ep 人 二 | -2 dz (I.44) 


而 方程 (I.13) 的 通 解 如 该 式 下 所 述 ,为 宗 量 (z -1)e“ 的 任意 函数 F((z-1) 
e“) .此 任意 函数 可 通过 初 条 件 G(xz,0) 来 确定 .因由 


G(z,0) = F(z— Dexp(=| Inz dx]， (1.45) 
KAJ1i 之 一 1 
可 得 
F(z—-1)= G(z,0)exp| - 全 | Inz dz (1.46) 
KJl 之 一 1 


这 就 是 对 (1.18) 式 的 修正 .于 是 
F(z) = G(z+ 1,0)exp( - A Je dz 
然后 将 下 的 宗 量 由 >z 换 成 (z -1)e“, 即 有 


(z-l)e “+1 / 
FUz_TDee)= G(z -TDee 上 +T 0)exp( - <| Ledz | 


pk 1 之 一 工 
(I.47) 
于 是 得 
G(z,t)= G,.(z)G((z— 1)e” +1, 0)exp( - 六， Je dz 
= G((z—-1)e”“+l1, Oexp (| ee Je dz | ; (I.48) 
其 中 G((z 一 1)e “++1, 0) 可 由 p,, (0) 决 定 
G((z—-1)e“+1,0)= Dpm (0)[(z — 1)e“+1]". (I.49) 


n 


光子 数 的 平均 值 n(z) 和 其 方差 的 平均 值 [An(z)] 可 按 (I.22) 式 求 出 ,计算 的 


* 476 .， ”辐射 和 光 场 的 量子 统计 理论 


[An(F = P+ [a0 -e+ TA TF a00) + le 
(I. 50) 
它们 的 稳 恒 值 分 别 为 过 和 条 ,与 Golubev-Sokolov 给 出 的 值 一 致 .但 如 前 所 述 ， 
(An)" 值 就 不 同 了 .利用 公式 


08 = n(1)” -3n(t) +2n(), (1.51) 
现在 求 出 (Az)” 的 稳 恒 值 为 
An (cojs = 去 元， (1.52) 


与 Golubev-Sokolov 给 出 的 值 -了 元) 不 一 致 , 连 符号 都 相反 . 一 般 来 说 ,利用 在 
<= 1 附近 Inz 的 展开 式 


Inz = > 7(- 1)7 (zz—1), (I.53) 
即 可 将 (I.48) 式 中 的 指数 因子 化 为 下 述 级 数 : 
7 全 lnz’ rr_ Ta — 1 i-1 1 TV jt 
| zz, 一 1dx ~k 2 1 产 ‘? 1) (1 - ) {1.54) 


显然 < 上 式 对 z 的 1 次 微 商 ”在 z =1 处 的 值 与 ; >1 的 项 无 关 . 因此 ;>1 的 项 对 
Az (zi) :没有 贡献 . 而 展 式 (I.53) 式 又 对 应 于 In(1+ 页 ) 对 而 的 展开 : 


Oo 


In(1+ 刷 )= > 了 (一 1 各 (1.55) 


j=1 


这 就 证 明了 我 们 前 面 的 论断 : 当 我 们 将 In(1+ 癌 ) 展开 到 1 项 时 ,所 计算 出 的 
[Anz(z) 于 直到 7 等 于 1 都 将 与 准确 值 一 致 ( 见 (I.38) 式 上 ).， 

下 面 再 来 计算 精确 的 Gs.(z,z) 所 给 出 的 稳 恒 时 二 阶 相关 函数 g(z). 

由 (1.28) 和 (I.31) 式 - 


g(t) = FGu(z,t)| (1.56) 


而 精确 的 Gs.(z,z) 满 足 的 方程 与 (I. 43) 式 相同 ,因此 其 解 亦 具有 (I. 48) 式 的 形 
式 , 即 
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Gri(z,t) 一 Ge. (2Z， 十 1,0)exp (到 | lnz 


ai z, = (z — 1l)e™”. 
(1.57) 


Gs.(z,t) 与 G(z,zt) 的 差别 在 于 其 初始 值 .由 (I.30) 和 (I.29) 式 
Gi(z + 1,0)= Dn +1)pma(z, + 1)". (I.58) 


其 中 po 中 ,1 代表 稳 恒 时 密度 算 符 .按照 (I.56) 一 (I. 58) 式 求 出 的 精确 g(z) 与 
(I.25) 式 完全 相同 , 换 句 话说 ,(I.55) 式 右 方 展 式 中 j >2 的 项 对 g(t) 没 有 影响 . 
这 就 证 明了 (I.38) 式 上 面 的 论断 . 

Benkert 和 RzazewskiB] 曾 指出 ,Golubev-Sokolov 主 方程 存在 一 个 问题 : 当 令 
d 


元 om =0 来 计算 稳 恒 的 cu 时 ,会 出 现 负 值 . own 并 表现 出 随 n 变化 而 振荡 .我 们 认 


为 问题 可 能 出 在 :对 规则 抽 运 ,~ At =,k 为 正 整 数 ,其 值 必须 大 于 或 等 于 1, 因此 
At 的 值 不 能 取得 任意 小 0. 这 意味 着 Golubev-Sokolov 方程 不 应 看 作 是 通常 意义 的 


微分 方程 .只 当 对 它 求 积 \ 得 出 的 :六 一 时 各 种 期 望 值 方差 等 具有 统计 意义 的 量 ， 
才 是 有 物理 意义 的 结果 (参见 附录 J)， 


参考 文 献 
1 Yu M，Golubev and I V Sokolov. Sov Phys JETP. 60:234 ,1984 
2 “Changqi Cao. Phys Lett A 196,35(1994). 谭 维 翰 教 授 亦 得 出 与 我 们 类 似 的 结果 并 发 表 在 同 
一 年 的 Phys.Lett. A 上 
3 “C.Benkert and K.Rzazewski,Phys Rev A. 47,1564(1993) 


] 生成 函数 方法 在 阻尼 腔 中 规则 注入 
原子 问题 中 的 应 用 


本 附录 讨论 的 内 容 与 附录 1 的 差别 主要 在 于 :原子 与 腔 场 间 不 是 通常 的 单 光 
子 耦 合 ,而 是 双 光 子 耦合 . 

在 $7.6 中 我 们 曾 看 到 ,在 共振 情况 ,经 典 源 与 双 光 子 的 耦合 将 产生 挤 压 真 空 

态 ( 亦 即 它 将 初始 的 真空 态 变 成 挤 压 真 空 态 ) ,而 若 初 态 为 相干 态 时 , 则 这 种 耦合 会 

将 它 变 成 挤 压 相干 态 , 其 振幅 的 模 量 会 改变 ( 增 大 或 减 小 ,参见 8$7.6.2). 因 此 我 们 

有 兴趣 来 考察 当 入 射 原子 与 腔 内 单 模 光 场 间 为 双 光 子 耦合 的 情况 并 且 规则 注 人 时 


@ 这 里 的 情况 与 $8.7 中 推导 (8.7.15b) 时 不 同 . 在 那里 ,由 于 P(k) 具 有 概率 分 布 
(8.7.14) 式 , 故 即使 At 很 小 , o 也 按 (8.7.15a) 改 变 . 
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会 怎样 改变 腔 内 原来 的 相干 态 光 场 . 

像 附录 工 一 样 ,我 们 仍 将 采用 生成 函数 的 方法 .并 先 来 讨论 振幅 模 量 的 涨 落 ， 
即 光子 数 的 涨 落 5 

在 参考 文献 [2] 中 我 们 曾 研究 了 在 腔 场 无 阻尼 的 情况 下 ,规则 注入 上 能 级 原子 
对 腔 内 场 振幅 模 量 的 挤 压 (参见 附录 H) .但 现实 的 腔 场 总 是 有 阻尼 的 .因此 在 本 附 
录 中 将 进一步 研究 腔 阻尼 的 影响 

描述 光子 数 涨 落 的 主要 物理 量 为 

1) = [ee (J.D) 

在 原子 与 双 光子 看 合 .规则 性 注 人 的 原子 处 于 上 能 级 的 情况 .作用 时 间 并 取 优 选 值 
x/g 时 ,文献 [2] 给 出 的 结果 ( 腔 场 无 阻尼 ) 为 


7(t) = Ny IR (J.2) 
K(:) 代 表 直 到 * 时 刻 注 人 的 原子 总 数 . 这 样 , 当 + 变 大 时 ,7(z) 可 变 得 任意 地 小 ， 
但 在 腔 场 有 阻尼 时 ,情况 就 不 同 了 .我 们 将 看 到 7(z) 趋 于 广 , 如 同 原子 与 腔 场 间 为 
单 光 子 耦 合 一 样 
下 面 计算 的 方法 与 附录 I 相似 .首先 写 出 相互 作用 哈密 顿 量 .(8.7.1) 式 现 改 
为 
A = 咎 (225:+ at 6.), (J.3) 
(8.7.37) 式 相应 地 改 为 
(人 o) = sin (gr n(n —1))p, zn2 — sin (gr yn +1 nt2))p,,. 
(J.4) 


上 式 与 (8.7.37) 式 的 差别 有 两 点 ,一 是 右 方 两 项 o 之 间 的 脚 码 相差 为 2 而 不 是 1， 
这 与 原子 与 双 光 子 耦合 直接 相 联 系 . 二 是 正 蓄 函数 的 宗 量 不 是 单 光 子 克 合 时 的 


8TVn( 或 gr Vn +1) 而 变 成 gr Vn(n 一 1) (或 gr V (n+1)(n+2)). 这 一 改变 也 
很 重要 ,因为 当 腔 内 原 有 和 较 强 的 相干 光 时 ,比较 重要 的 p,, 所 对 应 为 大 值 ,从 而 


V (n+1)(n+2) 可 近似 为 n+ 闻 . 在 文献 [2] 中 曾 指出 这 一 近似 直到 注 人 原子 数 


大 到 六 的 量 级 (NN 为 腔 内 原 有 相干 光 的 光子 数 ) 时 都 可 以 应 用 (参见 (H. 12)). 于 
是 (J.4) 式 可 近似 为 


(WU po) 一 sin? | (7 一 到 jgr jos 一 sin? | (2 十 3 er le. (J.5) 
这 样 ,如 果 取 r 为 优选 值 [参见 (H.13) 式 上 ] 
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， (J.6) 


就 会 将 (J.5) 式 简化 成 
(Up) = oa 一 pm. (J.7) 

此 式 的 物理 意义 可 从 移 项 后 形式 (1 + 人 2 | ”= p, .2 看 出 , 它 表明 :经 过 一 个 
原子 作用 后 腔 内 光子 数 平均 值 >n[ (1 + 和 4)o|l = = Drops = Dn + 
2)o，, 比 原来 的 光子 数 平均 值 大 了 二 个 . 换 句 话说 该 原子 在 腔 内 发 射 了 两 个 光子 ， 
即 发 光 的 量子 效率 为 100% .这 一 情况 与 m = xn 时 的 (I.3) 式 相似 . 

由 于 我 们 只 计算 CD 和 [CD 二 EC ,我 们 将 采用 展 式 (L.6) 式 文献 [中 
证 明了 :对 于 双 光 子路 迁 过 程 ,由 (I.6) 式 计算 出 的 n(z) 和 [n(z) 一 zz(z) 了 同样 与 
精确 值 相等 ( 见 该 文 第 五 节 ). 这 一 情况 与 单 光子 过 程 相似 ,参见 (I. 56) 式 下 的 说 
明 . 

生成 函数 G(xz,z) 的 定义 与 (I.8) 式 一 致 ,利用 (1.6) 和 (J.7) 式 ,我 们 得 出 ， 
G(z,t) 满 足 的 方程 为 中 

FG(z,t) =- (3 2) (1 x)G(z,t) + (1 — 2)3 FG(z, 1:). (J.8) 
仿 前 可 求 出 它 的 解 为 


G(z,1) = G(z, + 1,0)eKr ， (J.9) 
其 中 z, 仍 如 (I.12) 式 所 示 , 而 


F(z,t) =3[z— (z+1)]+ 3[z — (z, 十 1)”] 


-3[z (z+1)?]- 寺 [z (z+1)], (J.10) 
再 通过 (I.50) 式 即 可 求 出 z(z) 和 [An(z)], 结 果 为 
A(t) Se + (N 2r, js， 
(J.11) 
[An(z)] = 2 十 (N- | + ee 
其 稳 恒 值 为 
元 (oo) = “0, 
(J.12) 


[An(%)] = 2， 
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它们 与 (1.21) 和 (I.23) 式 给 出 的 值 不 同 ,但 [An(se) 下 与 元 (co ) 的 比值 仍 为 方 ( 即 
与 单 光 子 耦 合 时 的 结果 一 样 )， 


n( 0) — [Amn(co )] _ 1 


2 = (J.13) 


n(z) 随 时 间 + 的 变化 依赖 于 初始 光子 数 N 与 稳 恒 光子 数 元 (co ) 的 比值 . 当 
N< 元 (oo) 时 , 按 (J.11) 式 ,zz(z) 随 单调 上 升 ,但 w(t) 先 从 1 下降 到 一 个 极 小 什 


(该 值 小 于 1/2) 再 上 升 趋 于 方 .而 当 N> 元 (co ) 时 ,元 (1) 单 调 下 降 ,7(z) 亦 从 工 音 
调 地 降 到 方 . 

在 文献 [1] 中 亦 给 出 了 二 阶 相关 函数 Dg(z) 的 值 ,结果 与 (1.25) 式 相同 .再 按 
照 (I.35) 式 计算 输出 流 的 功率 谱 结果 亦 与 (I.37) 式 一 样 . 该 文 还 求 出 了 腔 内 光子 
数 涨 落 的 一 阶 相关 函数 (Ann(zt)Ana(0)) ,其 中 na(t) 和 ma(0) 皆 为 海 森 伯 图 象 
中 的 算 符 . 

稳 恒 时 的 (Ann(t)Ann(0)) 为 

K(t) = (Ann(t)Ans(0))s = (nn(t)nn(0))s — A?, (J.14) 

上 式 右 方 第 一 项 就 是 tr[psnn(t)na(0) ] ,os 代表 稳 恒 态 的 密度 算 符 ,时 间 0 和: 
都 处 于 稳 恒 期 内 .再 定义 


pfe = ma(0)o,， (J.15) 
则 (na(z)na(0))s 可 写成 下 述 形式 : 
(nu(t)nn(0))s = trLoéna(t)]. (J.16) 


仿照 (I.28) 式 ,将 上 式 右 方 换 到 作用 图 象 .结果 为 tr| os.(zt)n |, 其 中 ps.(t) 与 7 
已 为 作用 图 象 中 算 符 .仿照 (I.30) 式 通过 64(z) 定 义 相应 的 生成 函数 Gi(z,z). 再 
求 出 按 (J.14) 式 定义 的 K(z) 即 


K(D) = 有 Gh (zt)| 一 天， (J.17) 
结果 为 
K(1) = Fnac", +>0. (J.18) 


对 于 t<0 的 情况 ,利用 稳 恒 时 相关 函数 只 依赖 于 时 间 差 ,《n(z)n(0)) 将 等 于 
Cn(0)n( 一 z)). 这 样 就 求 出 


@ ”其 定义 见 (I.24) 式 . 
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K(1) = 广元 ev ， 上 < 0. (J.19) 
由 (J.18) 和 (J.19) 式 的 健 里 叶 变 换 得 出 腔 内 光子 数 涨 落 算 符 的 功率 谱 为 几 
w >0. (J.20) 


我 们 看 到 它 具 有 中 心 点 在 原点 的 洛 伦 兹 谱 型 .这 意味 着 腔 内 光子 数 的 噪音 主要 在 
低频 .输出 流 的 噪音 情况 则 相反 . 这 是 因为 Aln(z)=xAna(t) 一 F(z), 其 中 涨 
落 力 人 中 (zi) 具有 白 谱 .ATs(z) 的 侍 里 叶 变 换 为 “xAna(z) 和 F(z)” 两 者 健 里 叶 
变换 的 差 .由 于 相 消 ,使 A 功率 谱 的 低频 部 分 被 前 减 . 

对 于 Benkert 和 Rzazewski 所 指出 的 31Golubev-Sokolorv 主 方程 的 问题 ,我 们 在 
附录 I 中 已 经 谈 了 自己 的 看 法 .在 这 里 还 可 通过 具体 的 比较 作 一 个 印证 .为 此 我 们 
来 考察 tl 的 情况 .将 (J.11) 式 中 的 e“ 和 ee “分 别 展 成 (1 一 xt ) 和 (1 一 2xt)， 
经 过 约 简 后 再 令 kt 一 0 即 求 出 

z n(t) = n(0)+2rt, [Ana(b)] = [Anz(0)] ， (J.21) 
与 文献 [2] 中 (26) 式 一 致 ( 亦 见 (HH.22) 式 ) .值得 指出 的 是 ,在 文献 [2] 中 并 未 利用 
Golubev-Sokolov 方程 ,因而 结果 是 没有 疑问 的 . 

下 面 来 考察 原子 规则 注入 并 且 与 腔 场 定时 作用 情况 下 , 腔 内 光 场 的 正 交 分 量 
挤 压 . 

设 初 始 的 相干 态 光 场 为 |a) ,a 的 辐 角 为 9. 我 们 定义 a 的 两 个 正 交 分 量 ar 和 
art 为 
a = (a er + ate?)= aicosg + azsing， 


(J.22) 


八 


1 —i 八 i 八 。 八 
QT = Fi(ae 9 + ale?)=— alisin0 + a,cos0. 


它们 相应 于 wa, 和 a, 旋转 了 一 个 角度 0. 在 新 的 war 平面 (代替 原来 的 aia, 平 
面 ) 中 ,点 a 即位 于 a 轴 上 .因此 a 和 az 分 别称 为 纵向 正 交 分 量 和 横向 正 交 分 
量 . 

同 前 一 样 ,规则 注入 激发 态 的 原子 , 它 与 腔 场 之 间 为 双 光 子 耦合 . 穿越 腔 的 时 
间 仍 取 优 选 值 , 如 (J.6) 式 所 示 ,使 得 原子 发 光 效 率 为 100% . 

在 不 考虑 腔 损耗 的 情况 52 三 (Aaz ) 一 般 是 比 94 = (Aar)? 要 小 中 .当初 始 
相干 态 的 光子 数 N = |u|? 六 1, 而 注入 原子 数 K&N 时 ,文献 [2] 给 出 


@ ”此 即 威 纳 - 享 钦定 理 . 
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N , 1N+2K 
Ni2RK’ r= RK (J.23) 


1 
5 = 了 


于 是 6.6+ = 才 ,2 < 方 ,8r> 广 .这 意味 着 幅 模 的 涨 落 94 被 压低 ,而 相位 涨 落 8 
将 增高 .考虑 了 腔 损耗 以 后 ,情况 将 发 生变 化 .文献 [4] 利 用 Golubev-Sokolov 方程 
研究 了 这 一 问题 , 求 出 了 横向 正 交 分 量 方差 8r (1) 的 值 .但 未 能 将 生成 函数 方法 扒 
广 用 来 计算 纵向 正 交 分 量 的 方差 3..(z). 

为 简便 计 , 设 4 在 初始 态 的 本 征 值 a 为 实数 ,于 是 & 就 是 纵向 正 交 分 量 ,2， 
就 是 横向 正 交 分 量 .要 指出 的 是 ,这 样 做 并 未 失去 普遍 性 , 因 按 $ 7.5, 它 相当 于 在 
蕴 定 坦 图 象 中 选择 适当 的 初始 时 间 使 a 为 实数 再 转 到 作用 图 象 


下 面 就 来 讨论 LAa2a(z)]( 亦 即 [LAar(z)]). 由 文献 [2] 中 给 出 的 公式 可 得 出 
( 令 该 文 (10) 式 中 的 $ 等 于 x/2) 


[AGs(t)P = + Dnpa(t) -FD VU TI ra) pt). 


(J.24) 
这 是 一 个 一 般 性 的 关系 式 ,没有 任何 前 提 . (J.24) 式 右 方 第 二 项 即 上 元 (+), 对 于 本 
附录 所 讨论 的 情况 ,其 值 由 (J.11) 式 给 出 . 剩 下 要 计算 的 是 第 三 项 .为 此 先 给 出 多 
的 非 对 角 元 : 
(4%po )。 =sin(gr Vm(m — 1))sin(gr Vn(n — 1))p, 2,,2 
- [1 — cos(gr Vm +I)(m+2))cos(gr Vn +1) (Cn +2))] pm. 
(J.25) 
对 于 N 大 的 情况 ,重要 的 脚 标 m 和 的 取 值 亦 将 很 大 ,于 是 /Cm 了 Cw 二 2) 和 
VnT1)(n+2) 可 近似 为 m+ 广 和 + 子 . 我 们 在 (J.4) 式 下 已 对 这 种 近似 作 过 
讨论 .同样 , 取 为 优选 的 值 如 (J.6) 式 所 示 . 就 将 (J.25) 式 化 成 
(fp) = (~ 1)™ "pn -om (J.26) 
我 们 要 将 此 结果 应 用 到 非 对 角 元 方程 中 .该 方程 现 为 


po (1) =r, [In(1 + Ao (2)],, + «| - 方 (mn + 了 2) pm (£) 


+V (mtr p(t)|. (J.27) 
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由 于 下 面 只 需求 生成 函数 的 一 次 微 商 , 故 上 式 中 的 In(1 + 4) 可 近似 成 0%. 现在 回 
到 (J.24) 式 第 三 项 .将 它 近似 成 - 序 >) (n + 辽 ) p.m2(t) 后 ,我 们 即 可 推广 生成 
函数 方法 来 计算 它 .定义 
Ga(z,t) = 20 人 (ti xz 委 1 (J.28) 
于 是 有 
5 (2 + 这 jos(D = B26(z,0)|, ,+3G(z,0)| ,01.29) 
利用 (J.26) 式 和 (J.27) 式 (其 中 In(1+ 伞 已 近似 成 初 可 将 p,,,,, 的 方程 化 为 


po ,+2(£) = rr, ( 0n_2,n Dn,n+2 ) 十 kx[(n 十 2) .01 43 (n 十 1)o。 2 ]. 


(J. 30) 
从 方程 (J.30), 即 可 得 出 G,(z,z) 的 变化 方程 "4 


FG2(z,t) =7 (2 — 1) Gaz,t) 


- «| (z 一 1) FG2(z,t) + T(z -1)G(z, |. (J.31) 
同 前 一 样 ， 上 述 方程 的 通 解 可 表 为 它 它 的 一 个 特 解 与 下 述 方程 通 解 的 乘积 : 


FG(z,t) = 一 ec(z -1) FG(z,t). (J.32) 
而 所 需 的 特 解 可 取 为 与 i 无 关 的 GA? (xz) ,不 难 求 出 
GI (z) = Ter 1 ) (J.33) 


方程 J.32) 的 通 解 则 是 (z 一 1)e“ 的 任意 函数 .我 们 将 此 函数 表 为 F, (1+(z 一 1)e“ ). 
于 是 有 G2(z,t)=F(1+(z--1)e“)G4(z). 函数 F, 的 具体 形式 将 由 G2(z， 
i ) 的 初 条 件 定 出 . 当 t=0 时 ,FF,(1+(z 一 1)e“) 化 为 F,(z), 从 而 得 出 

F(z) Ter*(13:) = G,(z,0). 
上 式 中 的 G,(z,0) 可 通过 初始 的 相干 态 计算 出 ,结果 为 


0 erN 四 » 
G,(z,0) = 之 一 7 J N=|la|’. (J.34) 


由 此 得 (J.31) 式 的 通 解 为 


@ 尽管 作 了 这 一 近似 ,但 由 于 取 特 定 的 值 (J.6), 故 仍 与 通常 的 无 规 注入 情况 不 同 . 
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Galz,t) = Gol+(z—1)e®,0T(1- (2 De )er LC) (es))]. 
(J.35) 
其 中 y, 等 于 1+z, ,由 (I.58) 式 即 得 
y,=1+(z—-l)e” (J.36) 
将 上 述 G,(z,z) 代 入 (J.29) 式 即 可 求 出 (J.24) 右 方 第 三 项 ,其 中 系数 
VaT1)(a+2) 已 近似 成 (n+ 学): 


3 _ | 和 2 + 于- 总】 (N- “ra 1 oy 
> (to) = (过 2 Ne/t \N K 2 TN “ 
1 
2 


-人 
代 回 (J.24) 后 ,于 是 我 们 最 终 得 出 

1 Tm 1 

#2) [A022)] = AN- (J.38) 


从 上 式 可 见 ,TAa2(z) 下 可 能 比 地 大 也 可 能 比 于 小 , 视 元 (z) 是 比 N 大 还 是 小 
而 定 .从 (J. 11) 式 看 如 果 红 2 ~ > N, 则 [Aas(z) 了 总 比 才 大 ,反之 将 总 比 十 小 .这 种 
情况 与 理想 腔 不 同 . 在 理想 腔 的 情况 [Aaz(t) 了 总 是 比 地 大 中 ([AasJ 即 


(Aaz)?, 由 (J.23) 式 ,小 总 大 于 地 ). 


稳 恒 时 的 平均 光子 数 ,=2 汪 ,车 2 


稳 恒 的 横向 正 交 分 量 a， 的 号 落 压缩 态 


最 后 我 们 来 简单 地 说 明 一 下 [Aai(z)] 上 计算 的 问题 .从 文献 [2] 中 (10) 和 (11) 
式 可 知 


-<<N, 则 通过 这 种 注 人 过 程 最 终 将 实现 


[Aai (zt) 1 = 十 地 Dnpm (1) 一 > ， Vnt+1o,n(t) 


DACEE CE 0) (1.39) 


由 于 上 式 右 方 第 三 项 中 系数 为 V n +1, 不 是 n 的 多 项 式 ,导致 用 生成 函数 处 理 的 
困难 .在 文献 [4] 中 未 再 进行 讨论 . 

附注 :在 文献 [5] 中 , 曾 采 用 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 和 与 它 等 价 的 随机 微分 方程 讨 
论 了 由 非 线性 相互 作用 所 引起 的 高 密度 激 子 激光 器 输出 场 的 正 交 分 量 挤 压 谱 . 关 


附 录 .485 ， 
于 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 和 随机 微分 方程 ,我 们 已 在 附录 下 中 应 用 过 . 


参考 文献 
Cao Changqi. Quantum Semiclass Opt. 7:923,1995 
Cao Changqi and Ding Xiaohong. Phys Rev A.46:6042,1992 
C Benkert and K Rzazewski Phys Rev A. 47:1564,1993 
Cao Changqi. Quantum Semiclass Opt. 10:601,1998 
Liu Yuxi and Cao Changqi. Optics Communications. 165 :53,1999 


nn 全 


